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Introduccion

El propdésito de encontrar soluciones para diversos problemas que se plantean
en las actividades humanas ha dado lugar, en muchas ocasiones, al desarrollo
de nuevas disciplinas matematicas. La introducciéon de modelos matematicos
ha permitido, en a&mbitos como la Economfia, la Medicina o la Ingenierfa, dar
respuesta a diversos problemas que se han presentado en el contexto de estas
ciencias.

La Teorfa de Juegos es una rama de las Matemaéticas que se dedica al es-
tudio de los problemas de decisién en los que interaccionan varios decisores.
La Teorfa de Juegos es una herramienta fundamental para las Ciencias So-
ciales (especialmente para la Economia y la Politologia), pero también se ha
aplicado con éxito en otros &mbitos, como la Biologia, las Ciencias Medioam-
bientales, o los problemas militares.

El primer trabajo importante de Teorfa de Juegos fue publicado en el ano
1928 por John von Neumann; en él se demuestra el teorema minimax en el
contexto de los juegos bipersonales finitos de suma nula. En el ano 1944, John
von Neumann y Oscar Morgenstern publican Theory of Games and Economic
Behauvior; la aparicién de esta obra suele considerarse como el nacimiento de
la Teorfa de Juegos. Cincuenta anos mds tarde, el gran impacto que la
Teorfa de Juegos ha tenido en el desarrollo de la Economfa moderna queda
oficialmente reconocido al serle concedido el Premio Nobel de Economia a
tres tedricos de juegos: John Nash, Reinhard Selten y John Harsanyi.

Los juegos suelen clasificarse en dos tipos: los no cooperativos y los coopera-
tivos. En los juegos cooperativos, que son los que se tratan en esta memoria,
los jugadores disponen de mecanismos que les permiten tomar acuerdos vin-
culantes. El problema central de los juegos cooperativos es el de proponer
c6mo deben repartirse entre los jugadores los beneficios que se generan con

3



4 Introduccion

su cooperacién. Cuando cualquier reparto es posible decimos que estamos
ante un juego cooperativo con utilidad transferible (abreviadamente, ante un
juego TU).

En esta memoria se estudian algunos modelos de juegos cooperativos con uti-
lidad transferible con condicionamientos exégenos. Estos condicionamientos
ex6genos vienen determinados por:

e Existencia de una estructura de uniones a priori, establecida a partir
de una particién del conjunto de jugadores. Aquellos jugadores que
forman parte de la misma unién presentan mayores posibilidades de
colaboracién entre si que con aquellos que estdn fuera de la unién.

e Limitacion en la comunicacién entre los jugadores, que viene dada por
un grafo. Este grafo proporciona un sistema de comunicacién que de-
termina que dos jugadores pueden comunicarse si existe un conjunto
de arcos del grafo que los conecte.

e Presencia de un conjunto de puntos en un espacio euclideo, uno para
cada jugador. La situacién de estos puntos proporciona informacién
adicional sobre la posicién ideolégica de los jugadores. En principio, un
jugador tiene mas posibilidades de colaboracién con aquellos jugadores
cuyos puntos asociados estén préximos a su punto asociado.

En esta memoria se ha optado por empezar todos los capitulos con una
revisién de resultados relacionados con los modelos que se van a estudiar,
para presentar a continuacién, los resultados originales. De acuerdo con
estas consideraciones, esta memoria titulada Contribuciones a la teoria del
valor en juegos cooperativos con condicionamientos exdgenos se estructura
en cuatro capitulos, que se resumen a continuacién.

En la primera parte del capitulo 1 se introducen algunos conceptos y resulta-
dos bésicos referentes a los juegos TU y a los valores de Shapley y de Banzhaf.
A continuacion se presentan, con algo mas de profundidad, los juegos simples
y, para este tipo de juegos, los indices de poder de Shapley-Shubik, Banzhaf-
Coleman y Deegan-Packel. Los tnicos resultados originales de este capitulo
son referentes a este tiltimo indice de poder, para el que se propone una nueva
caracterizacion, sin emplear la propiedad de fusién. También se ilustra su
célculo a partir de la extensién multilineal y empleando un método basado
en funciones generatrices.
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En el capitulo 2 se consideran juegos cooperativos en los que existe una
estructura de uniones a priori. Para estas situaciones se han propuesto en
la literatura diversos valores. Uno de ellos es el valor de Owen, que puede
entenderse como una modificacién del valor de Shapley. Otro valor propuesto
en este contexto (que se denominard valor de Banzhaf-Owen) es el definido
por Owen extendiendo el valor de Banzhaf a juegos con uniones a priori.
En la segunda seccién de este capitulo se presenta una nueva caracterizacion
para el valor de Banzhaf-Owen empleando el concepto de valor coalicional.
El valor de Banzhaf-Owen no satisface la propiedad de simetria en el juego
cociente. En la tercera seccion del capitulo 2 se propondrd una nueva mo-
dificaciéon del valor de Banzhaf que si cumple esta propiedad. Para este
nuevo valor se proporcionan diversas caracterizaciones y se verd que existe
una relacién entre él y el valor de Owen similar a la relacién existente entre
el valor de Banzhaf y el valor de Shapley. En las siguientes secciones se
definen y caracterizan dos extensiones para el indice de poder de Deegan-
Packel para juegos simples con uniones a priori. A continuacién, se presenta
el modo de calcular los tres nuevos valores propuestos empleando la extensién
multilineal del juego. En la siguiente seccién se propone un procedimiento
basado en funciones generatrices, que permite el célculo de todos los valores
coalicionales estudiados anteriormente, para juegos de mayoria ponderada
con uniones a priori.

En el capitulo 3, se estudian situaciones cooperativas en las que los jugadores
no pueden comunicarse libremente, sino a través de los arcos de un grafo
de comunicacién. Para estas situaciones, Myerson propuso un valor que se
conoce con el nombre de valor de Myerson. Este valor es una extension del
valor de Shapley, ya que cuando todos los jugadores pueden comunicarse
directamente (es decir, cuando el grafo es completo), el valor de Myerson
coincide con el valor de Shapley. Ademds, el valor de Myerson de un juego con
comunicacion restringida mediante grafos, coincide con el valor de Shapley de
un juego TU asociado al juego con comunicacién restringida, que se denomina
juego de comunicacién. En este capitulo se proporcionan modificaciones del
valor de Banzhaf y del indice de poder de Deegan-Packel para situaciones con
comunicacion restringida. Para estas modificaciones se proponen diversas
caracterizaciones.

En el capitulo 4 se aborda el estudio de los juegos espaciales. Un juego espa-
cial es un juego simple en el que cada jugador tiene asociado un punto en un
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espacio euclideo m-dimensional. Estos puntos determinan el posicionamiento
de los jugadores respecto a ciertas variables de interés. El poder de un jugador
en un juego simple, calculado segin el indice de poder de Shapley-Shubik,
coincide con la probabilidad de que dicho jugador sea pivot, asumiendo una
distribucién de probabilidad uniforme sobre el conjunto de permutaciones de
los jugadores. Al introducir el conjunto de puntos asociados a los jugadores,
parece razonable suponer que la configuracién espacial de estos puntos afecte
a las probabilidades asignadas a estas permutaciones. En la segunda seccion
se hace una revision de resultados existentes en la literatura, donde se pro-
ponen diversas modificaciones del modo de otorgar distintas probabilidades
a las permutaciones de los jugadores. A continuacién se presenta una nueva
forma de asignacion de probabilidades. En la tercera seccién se extienden es-
tas modificaciones a los juegos con uniones a priori. En la siguiente seccién,
se introduce y estudia una nueva familia de valores, a la que se denominard
familia de valores pseudo-probabilisticos, que extiende la familia de valores
probabilisticos. Para finalizar este capitulo, se propone una propiedad que se
considera adecuada en este contexto: la simetria espacial. Con esta propiedad
se caracterizan varios indices de poder para la familia de los juegos espaciales,
viendo que algunos de ellos son valores pseudo-probabilisticos.

Se finaliza esta memoria con un apartado de conclusiones, en el que se rela-
cionan las soluciones presentadas, un resumen de las propiedades utilizadas
y la bibliografia més relevante que se ha empleado.



Capitulo 1

Indices de poder en juegos
simples

Este capitulo estd dedicado al estudio de los juegos simples. Se comenzard
haciendo una revisiéon de conceptos y resultados bésicos relativos a los juegos
TU. Més adelante, se analizardn con méds detalle los juegos simples, centrando
este andlisis en el estudio de distintos indices de poder.

1.1 Conceptos basicos de juegos con utilidad
transferible

Definicién 1.1.1 Un juego cooperativo con utilidad transferible es un par
(N,v) donde N = {1,2,....,n} es el conjunto de jugadores y v : 2V — R es
una funcion que verifica que v () = 0.

La funcién v se denomina funcién caracteristica del juego. Dada una coalicién
T C N,v (T) representa el pago que se pueden asegurar los jugadores de T,
independientemente de cémo actien el resto de los jugadores.

Vamos a denotar por T'U (N) el conjunto de todos los juegos cooperativos con
utilidad transferible en los que el conjunto de jugadoreses N = {1,2,... n}.
En algunas ocasiones, identificaremos un juego (N, v) con su funcién carac-
teristica v por cuestiones de simplicidad en la notacién.

Un juego (N,v) de TU (N) se dice que es superaditivo si para todo par de
coaliciones S, T C N, tal que SNT = ) se tiene que v (T'U S) > v (T)4v (95).
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8 Indices de poder en juegos simples

Un juego (N,v) de TU (N) se dice que es monétono si v (1) < v (S), para
todo par de coaliciones S, T C N tal que T' C S.

Dado un juego (N,v) € TU (N) :
e Se dice que un jugador i € N es un titere si
v(SUi) =v(S)+ v(i), para cualquier coalicion S C N\i.
e Se dice que i € N es un jugador nulo si
v(SUi) =wv(S), para cualquier coalicién S C N\i.

e Sedice que dos jugadores i, j € N son simétricossiv (SUi) = v (SUj),
para cualquier coalicién S C N\ {i,j}.

e Un soporte para el juego es una coalicion T que verifica v (S) =
v (SNT), para cualquier coalicién S C N.

Se dird que un juego (N,v) de TU (N) es un juego de unanimidad si existe
una coalicién S tal que:

U(T):{l si SCT

0 en otro caso

En este caso, se denotard por ug su funcién caracteristica. En Shapley (1953)
se demuestra que dado un conjunto N finito, la familia de todos los juegos de
unanimidad que pueden definirse, constituye una base del espacio vectorial
TU (N). En concreto, se demuestra el siguiente resultado.

Teorema 1.1.1 Si (N,v) € TU (N) entonces

v = Z Csug, (1.1)

Se2N\0

donde cg (coordenada de unanimidad) es el nimero real

cs =Y (=)o (T).

TCS

Ademas, (1.1) es la unica forma de expresar v como combinacion lineal de
los juegos de unanimidad {uS/S € 2N\(Z)} )
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Dado un juego (N,v) € TU (N), suponiendo que existe algtin tipo de acuerdo
entre los jugadores, existe una cantidad v (N) que los jugadores tienen para
repartirse entre todos ellos. Esto puede hacerse de cualquier forma, pero
parece légico suponer que ningun jugador aceptara un pago menor de lo que
puede obtener por si solo. Teniendo en cuenta esto se obtiene un subconjunto
de R™ que contiene a todos los vectores de pago “razonables”. Este conjunto
se denomina conjunto de imputaciones.

Definicién 1.1.2 Dado un juego (N,v) € TU (N) se dice que un vector
x € R™ es una imputacion si satisface las dos condiciones siguientes:
i) x; > v (i), para todo i € N.

z'z')i_ilxi:v(]\f).

Dado un juego (N,v) € TU (N) se denotard por I (N,v) el conjunto de
imputaciones de dicho juego.

Es evidente que dadas dos imputaciones z y z distintas y teniendo en cuenta
la segunda propiedad, existirdn jugadores que prefieran una de ellas frente a
la otra. Se formalizara esta idea con la siguiente definicién.

Definicién 1.1.3 Sean (N,v) € TU (N) y z,z € I(N,v). Se dice que x
domina a z a través de S € 2N\ si se verifica:
i) x; > z;, para todo i € S.

i) Y x; <wv(S).

€S

La primera condicién establece que los jugadores de S prefieren el valor que
les asigna el vector x al correspondiente en el vector z, mientras que la
segunda condicién establece que el vector x es factible para S, en el sentido de
que la cantidad total propuesta por x para los jugadores de S no es superior
a la cantidad que los jugadores de S pueden garantizarse, v (S).

Se dice que = domina a z si existe una coalicién S € 2N\ tal que z domina
a z a través de S.

En Gillies (1953) se introduce el concepto de niicleo.
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Definicién 1.1.4 Se define el micleo de un juego (N,v) € TU(N) y se
denotard por Nu (N,v) como el siguiente subconjunto de I (N,v),

Nu(N,v) = {x €I (N, U)/Zl‘z > v (S), para toda coalicion S € 2N} :

€S

Dado un conjunto finito N, pueden encontrarse juegos de TU (N) en los que
el nicleo es vacio y otros en los que estd formado por mds de un vector
de pagos. Si el juego es superaditivo, el niicleo coincide con el conjunto de
imputaciones no dominadas.

El nrticleo, al igual que el conjunto estable definido por von Neumann y Mor-
genstern (1944), selecciona vectores de pagos teniendo en cuenta que el vector
o conjunto de vectores seleccionado sea estable. En esta memoria, el estudio
se centrard en soluciones que asignan a cada juego un tnico vector de pagos
y que se determinan buscando que el resultado final sea “justo”. Para ello,
se proponen diversas propiedades y se trata de caracterizar una solucién a
partir de estas propiedades. En primer lugar, se establece el concepto de
solucién sobre TU (N).

Definicién 1.1.5 Una solucion sobre TU(N) es una aplicacion
f:TU(N) — R"

que a cada juego (N,v) € TU (N) le hace corresponder un vector de R™,
donde la componente i-ésima del vector representa el pago que recibe el ju-
gador 1.

Se comenzard enunciando algunas propiedades empleadas en la literatura
para caracterizar una solucién f: TU (N) — R™.

Eficiencia (EFI). Una solucién f : TU (N) — R" es eficiente si para todo
juego (N,v) € TU (N), se tiene que

Zfi(N,U)Zv(N)‘
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Poder total (PT"). Una solucién f : TU (N) — R" satisface la propiedad
de poder total si para todo juego (N,v) € TU (N), se tiene que

AN = 2:_12 S W(SUi) —u(S)].

i=1 SCN\i

La propiedad de poder total establece que el pago total obtenido por los
jugadores es la suma de las medias de las contribuciones marginales de todos
los jugadores. Es evidente que si una solucién es eficiente entonces no puede
satisfacer la propiedad de poder total.

Simetria (SIM). Una solucién f : TU (N) — R" es simétrica si para todo
juego (N,v) € TU (N) y para todo par de jugadores i,j € N, simétricos en
(N,v), se tiene que f; (N,v) = f; (N,v).

Jugador nulo (JN). Una solucién f : TU (N) — R" satisface la propiedad
de jugador nulo si para todo juego (N, v) € TU (N) y para todo jugador nulo
en (N,v) i € N, se tiene que f; (N,v) = 0.

Soporte (SOP). Una solucién f : TU (N) — R" satisface la propiedad de
soporte si para todo juego (N,v) € TU (N) y para todo soporte T' de (N, v)
se tiene que

> fi(Nw) =v(T).

€T

En la caracterizacién de una solucién f : TU (N) — R", es equivalente
que f satisfaga la propiedad de soporte o las de eficiencia y jugador nulo,
conjuntamente.

Aditividad (ADI). Una solucién f : TU (N) — R" es aditiva si para todo
par de juegos (N,v) € TU (N) y (N,w) € TU (N), se tiene que

f(N;v+w) = f(N,v)+ f(N,w),
donde para cualquier coalicion ' C N, (v 4+ w) (T) = v (T) +w (T).

Monotonia fuerte (M F). Una solucién f : TU (N) — R™ satisface la
propiedad de monotonia fuerte si para todo par de juegos (N,v) € TU (N) y
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(N,w) € TU(N) y cualquier jugador i € N tal que v(SUi) — v (S) >
w(SUi) —w(S), para toda coalicién S C N, se tiene que

fi(N>U> Zfl(N7w)

Entre las soluciones propuestas para TU (V) se encuentran el valor de Shap-
ley (Shapley, 1953) y el valor de Banzhaf, introducido en Banzhaf (1965)
para la familia de los juegos simples y extendido en Owen (1975) a cualquier
juego TU. Se reproduce aquf la caracterizacién del valor de Shapley obtenida
por Shapley (1953) y la caracterizacién del valor de Banzhaf obtenida por
Feltkamp (1995).

Teorema 1.1.2 La tnica solucion f definida en TU (N) que satisface ADI,
JN,SIM y EFI es el valor de Shapley. Dado un juego (N, v), esta solucion
asigna a cada jugador i € N el nimero real:

o (Vo) = 3 2 2 Dl gy~ (s)).

n!
SCN\i

Teorema 1.1.3 La tnica solucion f definida en TU (N) que satisface ADI,
JN,SIM y PT es el valor de Banzhaf. Dado un juego (N,v), esta solucion

asigna a cada jugador i € N el nimero real:

BN = 3 s (0(SUi) —u(8).

SCN\i

Notese que sélo una propiedad diferencia estas dos caracterizaciones: el valor
de Shapley verifica eficiencia mientras que el valor de Banzhaf verifica poder
total.

En muchas ocasiones, la propiedad de eficiencia parece natural, por ejemplo
cuando la finalidad del juego es distribuir costes o repartir beneficios. En
otras ocasiones, por ejemplo en el contexto de situaciones de votacién mode-
lizadas como juegos TU, no existe un beneficio a repartir, por lo que algunos
autores establecen que en estos casos no tiene sentido la propiedad de eficien-
cia, ya que la finalidad del juego es medir el poder, no distribuirlo. Para una
discusién més detallada sobre este tema, véase Laruelle y Valenciano (1999).

A la vista de las expresiones proporcionadas por los teoremas anteriores, se
ve que ambos valores asignan a cada jugador una suma ponderada de las
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contribuciones marginales que dicho jugador hace a todas las coaliciones a
las que se une. En el capitulo 4 se verd que estas soluciones pertenecen a una
familia de soluciones, denominada la familia de los valores probabilisticos.
Para el valor de Shapley los pesos asignados a cada coalicién dependen de
su tamano, mientras que en el valor de Banzhaf todas las coaliciones son
equiprobables.

En 1985, Young caracterizé el valor de Shapley empleando la propiedad de
monotonia fuerte.

Teorema 1.1.4 La unica solucion f definida en TU (N) que satisface MF,
SIM y EF1I es el valor de Shapley.

Es inmediato comprobar que el valor de Banzhaf también satisface la propie-
dad de monotonia fuerte. En el siguiente teorema, proponemos una nueva
caracterizacion del valor de Banzhaf, del que se omite la demostraciéon por
ser similar a la del teorema 1.1.4.

Teorema 1.1.5 La tnica solucion f definida en TU (N) que satisface MF,
SIM y PT es el valor de Banzhaf.

Otras caracterizaciones del valor de Banzhaf pueden verse en Lehrer (1988)
o en Nowak (1997). Otra caracterizacién del valor de Shapley fue obtenida
por Hart y Mas-Colell (1989). A continuacién, se describird el procedimiento
para obtener estos valores mediante la extension multilineal del juego.

Extensiones multilineales

Una de las principales dificultades relacionadas con las soluciones presentadas
anteriormente es que para su cdlculo se necesita realizar la suma de un niimero
grande de términos, aunque la funcién caracteristica sea una funcion sencilla.
La extension multilineal de un juego TU proporciona una herramienta ttil
para el célculo de diversas soluciones.

La funcién caracteristica v de un juego cooperativo (N,v), es una fun-
cién cuyo dominio es 2V, la familia de todos los subconjuntos de N. Di-
cho dominio, puede considerarse también como el conjunto de todos los
vectores de R", (xq,xs,...,x,) donde cada componente es 0 o 1, ya que
cada subconjunto S € 2V estd en correspondencia biunfvoca con el vec-
tor de R™ cuyas componentes son z; = 1sii € S,y z; = 0sii ¢ S.
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Es decir, puede identificarse 2V con el conjunto de vértices del cubo uni-
tario en el espacio R™, {0, 1}N. Por lo tanto, la funcién caracteristica v es
una funcién real definida en los vértices del cubo unitario. Owen (1972b)
propuso extender dicha funcién a todo el cubo unitario, es decir, al con-

junto [0,1]Y = {(zy,@9,... ,2,):0<2; <1,i=1,2,... ,n}. Se denotara
este cubo unitario por IV y por e° el S-vértice del cubo unitario, es decir,
e’ = (ef,eg,... ,e;i) dado por:

)

s 1 SZ'ZGS
% TV0 sii¢s

Existen muchas formas de extender la funcién caracterfstica a IV; la pro-
puesta por Owen es la siguiente.

Definicién 1.1.6 Sea (N,v) € TU (N). Se define la extension multilineal
de v como la funcion h definida por:

h(zy, e, ) =Y A [[=] ] —2) po(S), (1.2)

SCN | ieS j¢s

para todo xv;, 0 <x; <1,0=1,2,... n.

Puede darse a esta extensién una interpretacién probabilistica. Si S es una
coalicién aleatoria, de tal forma que un jugador ¢ tiene una probabilidad x; de
pertenecer a S, parai = 1,2,... ,n, y ademds se supone que estos sucesos son
independientes, tenemos entonces que la probabilidad de que una coalicién
particular S se forme, viene dada por la cantidad que aparece entre llaves en
la expresion (1.2). Por lo que si se define la variable aleatoria Y = “Ganancia
de una coalicién” se tiene que P (Y = v (S)) = P (se constituye S) , entonces:

h(xy,x9,...,2,) = E[Y],
donde E denota la esperanza matemdtica. Owen (1972b) determiné, “en
cierto modo”, la unicidad de esta extensién. Se reproduce tal unicidad en el
siguiente teorema.
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Teorema 1.1.6 Sea v una funcion definida en todos los subconjuntos de N .
Entonces, existe una tinica funcion multilineal, h, definida en I, que verifica
que h (es) = (S), para todo S C N. Esta funcion es

h(xy, @9, ..., 2y) = Z HxiH(l—xj) v (9),

SCN | ies j¢s
para todo x;, 0 < x; <1,i=1,2,... n.

A partir de la extensién multilineal se pueden calcular los valores de Sha-
pley (Owen, 1972b) y de Banzhaf (Owen, 1975). Reproducimos aqui dichos
resultados.

Teorema 1.1.7 Sea (N,v) € TU (N) y h(x1,x2,... ,2,) Su extension mul-
tilineal. El valor de Shapley de un jugador i € N en dicho juego viene dado
por:

L oh

o 0z

@; (N,v) = (t,t,...,t)dt

Teorema 1.1.8 Sea (N,v) € TU (N) y h(x1,x2,... ,x,) Su extension mul-
tilineal. El valor de Banzhaf de un jugador i € N en dicho juego viene dado

por:
oh (11 1
BZ(N,U)_ﬁl'Z (575775)

1.2 Conceptos basicos de juegos simples

Una subfamilia muy importante de juegos cooperativos con utilidad transferi-
ble es la formada por los juegos simples, que tienen numerosas aplicaciones,
especialmente en el campo de la politica. A continuacion, se presentan los
conceptos y resultados fundamentales sobre juegos simples que se empleardn
a lo largo de esta memoria.

Definicién 1.2.1 Un juego (N,v) de TU (N) se dice que es simple si:
i) Para toda S C N,v(S)=0o0v(S) =1
ii) v (N) = 1.
iii) v es un juego mondtono.
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Se denotara por SI (N) el conjunto de juegos simples con conjunto de ju-
gadores N y por ST el conjunto de todos los juegos simples.

Dado un juego simple (N,v), una coalicién S se denomina ganadora si
v(S) = 1. En caso contrario se dice que S es una coalicién perdedora.
Se denotara por W el conjunto de todas las coaliciones ganadoras, es decir,
W ={SCN/v(S)=1}. Es evidente que N es un elemento de W y que si
SeWySCT, entonces T' € W. Una coalicién ganadora es minimal si no
contiene a ninguna otra coalicién ganadora. Se denotard por W™ el conjunto
de todas las coaliciones ganadoras minimales, es decir,

Wm ={SeW/v(T) =0, para toda coalicion T C S} .

En algunas ocasiones se empleard la notacién M (v) para referirnos al con-
junto de coaliciones minimales ganadoras del juego (IV,v). Un juego simple
puede caracterizarse dando el conjunto de coaliciones ganadoras, o también,
dando el conjunto de coaliciones minimales ganadoras. Por lo tanto, puede
definirse un juego simple como un par (N, W) donde W es el conjunto de
coaliciones ganadoras, o como un par (N, W™) donde W™ es el conjunto de
coaliciones minimales ganadoras.

Dentro de los juegos simples desempenan un papel importante los juegos
propios y los juegos decisivos.

Definicién 1.2.2 Se dice que un juego simple (N,v) es un juego propio si
para cualquier par de coaliciones ganadoras S, T € W, se tiene que SNT # (.

Para un juego simple, que el juego sea superaditivo es equivalente a que el
juego sea propio.

Definicién 1.2.3 Se dice que un juego simple (N,v) es un juego decisivo si
para cualquier coalicion S C N, se tiene que S € W o N\S € W.

A continuacién se proporcionan varias definiciones en el contexto de los juegos
simples, algunas de las cuales ya se presentaron anteriormente en el contexto
general de los juegos TU, pero se reproducen aqui para mostrar la relacion
que guardan con el conjunto de coaliciones ganadoras .

Dado un juego (N,v) € SI(N):
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e Se dice que dos jugadores 1,7 € N son jugadores simétricos si para toda
coalicion S C N\ {i,j} tal que S ¢ W, se tiene que:

Su{iteWySu{jteWw
0

SUfit ¢ Wy Su{jt¢w
e Se dice que un jugador i € N es un jugador nulo si para toda S C N\i
tal que S ¢ W, se tiene que S U{i} ¢ W.

o Se dice que i € N es un titere si:
{{iy =wm
0

Para toda S C N\i tal que S ¢ W se tiene que SU{i} ¢ W

e Se dice que i € N es un dictador si S € W si y sdlo si i € S.

o Se dice que © € N es un jugador con veto si S € W implica que i € S.

En un juego simple, un titere puede ser un dictador y entonces v(i) = 1, o
un jugador nulo, en cuyo caso v(i) = 0.

Definicién 1.2.4 Un juego (N,v) € SI(N) se dice que es de mayoria pon-
derada si existe un conjunto de pesos wi,Wws, ..., w, para los jugadores, con
w; > 0,1 < i <mn, yuna cantidad ¢ € R* tales que S € W si y sdlo si
Y w; > q. A la cantidad q se le denomina mayoria del juego.

i€s

Habitualmente un juego de mayoria ponderada se representa por

[q; w1, wa, ..y Wy

Un parlamento puede verse como un juego de mayoria ponderada, en el que
los jugadores son los partidos politicos, los pesos son el niimero de escanos de
los que dispone cada partido y la mayorfa del juego coincide con el niimero
minimo de votos necesarios para ganar una votacién. Si el criterio es la
mayoria simple ¢ = ent(t) + 1, donde ¢ es la mitad del nimero total de
escanos del parlamento (si x € R, ent () denotara la parte entera de x).
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1.2.1 Indices de poder

Cuando se trabaja con juegos simples, en lugar de hablar de solucién, se
suele utilizar el término fndice de poder, de acuerdo a las situaciones que
modeliza, ya que los juegos simples se emplean normalmente como modelos
de organismos de decisién donde los acuerdos suelen tomarse por votacion.
El interés de estos juegos suele centrarse en conocer el poder o influencia que
tiene un jugador sobre el resultado final del mismo. Si bien puede emplearse
cualquier concepto de solucién definido en el contexto de los juegos TU,
existen otros de aplicabilidad exclusiva a este ambito, es mds, inicialmente
el valor de Banzhaf se plante6 sélo para juegos simples, hasta que Owen en
1975 extendi6 este concepto a la familia de juegos TU. Numerosos trabajos en
teorfa de juegos estdn dedicados al estudio de indices de poder. En Laruelle
(1999), puede encontrarse una panoramica sobre este tema.

Definicién 1.2.5 Un indice de poder sobre SI(N) es una aplicacion
f:SI(N)—R"

que a cada juego (N,v) € SI (N) le hace corresponder un vector de R", donde
la componente i-ésima del vector representa el poder que tiene el jugador i.

Los resultados vistos en los teoremas 1.1.2 y 1.1.3 para el valor de Shapley
y el valor de Banzhaf no sirven para caracterizar los indices de poder corres-
pondientes en la familia de los juegos simples. La propiedad de aditividad
no se puede aplicar en esta familia, ya que la suma de dos juegos simples no
es un juego simple.

Dubey (1975), obtuvo una caracterizacién axiomética del indice de poder de
Shapley, cambiando la propiedad de aditividad por una propiedad similar
y razonable dentro del contexto de los juegos simples. Esta propiedad se
denomina propiedad de transferencia. Con esta misma propiedad, Dubey
y Shapley (1979) obtuvieron una caracterizacién del indice de poder de
Banzhaf. Para establecer la propiedad de transferencia se hace necesaria
la siguiente definicién.

Definicién 1.2.6 Dados (N,v),(N,w) € SI(N), se definen los juegos sim-
ples (N,vVw) y (N,v Aw) de la siguiente forma:

(vVw)(S) =max{v(S),w(S)}
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(v Aw) (S) = min {v(S),w(S)}
o de forma equivalente:
lsiv(S)=1ow(5) =1
(v\/w)(S):{ 0siv(S)=0yw(S)=0
lsiv(S)=1yw(S)=1
<“Aw>(5):{ OSiv(S):ng(S):O

A continuacion, se presentan un par de propiedades que verifican estos nuevos
juegos.

Proposicién 1.2.1 Sean (N,v),(N,w) € SI(N). Si ambos juegos son pro-
pios entonces el juego (N, v A w) también es propio.

A continuacion, se vera un ejemplo en el que el juego (N, v V w) no es propio
aunque si lo son los juegos (N,v) y (N, w).

Ejemplo 1.2.1 Considérense los juegos simples propios (N,v) y (N,w),
donde N = {1,2,3,4} y el conjunto de coaliciones minimales ganadoras del

guego (N, v) es: {{1,2},{1,3},{1,4}} y el conjunto de coaliciones minimales
ganadoras del juego (N,w) es: {{1,2},{2,3},{2,4}}.

En este caso el conjunto de coaliciones minimales ganadoras de (N,vV w)
es: {{1,2},{1,3},{1,4},{2,3},{2,4}} y se verifica que:

{1,3}n{2,4} =0
por lo que (N, vV w) no es propio.

En el siguiente resultado se prueba que la operacion A es distributiva respecto
a V.

Proposicién 1.2.2 Dados (N,vq),(N,v2),...,(N,v.), (N,w) € SI(N) se
verifica:

(Vo V...Vu)Aw= (v Aw)V (g Aw) V... (v, ANw).
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Demostracion
La demostracién se hard por induccién en r.

Sea r = 2. Por una parte, se tiene que:
((v1 V v3) Aw)(S) = min {max {v1(.S),v2(S)},w(S)} =
{ w(S) si w(S) < max {v1(S),v2(5)}
max {v1(S5),v2(S)} st w(S) > max {v1(S),v2(S)}
Por otro lado:

((vy Aw) V (v Aw))(S) = max {min {v1(S),w(S)}, min {vy(S),w(S)}} =

{ w(S) si w(S) < max {v1(S),v2(S5)}
max {v1(5),v2(S)}  si w(S) > max {v1(S),v2(S5)}

con lo que el resultado estaria probado para r = 2.

Supoéngase que se ha demostrado el resultado para cualquier valor de » menor
o igual a k — 1; se verd que es cierto para k.

(1 Vo V..V g Vug) Aw = ((11 Ve V... Vug_1) Aw) V (v Aw) =

(v Aw)V (va Aw) V... V (v Aw) ,

donde en la primera igualdad se aplica lo probado para r = 2, y en la segunda
igualdad se utiliza la hipétesis de induccién.[]

Obsérvese que dados dos juegos simples (N,v) y (N, w) se verifica que v +
w =(vVw)+ (vAw). Se enuncia ahora la siguiente propiedad, introducida
por Dubey (1975):

Transferencia (T'R). Un indice de poder f : SI(N) — R satisface la
propiedad de transferencia (o aditividad para juegos simples) si para todo
par de juegos (N,v) y (N,w) € SI(N), se tiene que

f(N,v)+ f(N,w) = f(N,vVw)+ f(N,vAw).

Dubey (1975) caracterizé el valor de Shapley para la familia de juegos simples
(conocido con el nombre de indice de poder de Shapley-Shubik(1954)) al
probar el siguiente resultado.
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Teorema 1.2.1 El tnico indice de poder f : ST (N) — R" que verifica las
propiedades TR, JN,SIM y EF1I es el valor de Shapley.

El valor de Shapley asigna a un jugador ¢, la media aritmética de las contribu-
ciones que dicho jugador hace a las coaliciones formadas por los jugadores
que preceden a i en las n! permutaciones posibles de los jugadores. Como
para juegos simples v (S) =1si S € W y v(S) = 0 en otro caso, se tiene que
v(SUi)—v(S) = 1si el jugador i hace ganadora a S, siendo v(SUi)—v(S) = 0
en cualquier otro caso. Por lo tanto:

o, (N.v) = Z s!(n—s—l)!7

n!
Ses(i)
donde S (i) ={SC N\i/S¢W ySuiecW}.

Al conjunto de pares de coaliciones (S, S U i) donde S € S (i), se le denomina
conjunto de “swings” para el jugador ¢; es decir, un swing para un jugador %
es un par de coaliciones (5, S Ui) donde S C N\i, tales que S es perdedora
mientras que S U ¢ es ganadora.

Definicién 1.2.7 Sea (N,v) un juego simple y o una permutacion de N.
Para i € N, Pr(i,o) es el conjunto de jugadores j tales que o (j) < o ().
Entonces i es un pivot para o si Pr(i,o) ¢ W y Pr(i,o)Uie W.

Utilizando el concepto de pivot, se tiene que el indice de poder de Shapley-
Shubik de un jugador i es la probabilidad de que dicho jugador sea pivot,
suponiendo una distribucién uniforme sobre el conjunto de todas las per-
mutaciones del conjunto de jugadores N.

Utilizando de nuevo la propiedad de transferencia, Dubey y Shapley (1979)
obtuvieron una caracterizacién para el valor de Banzhaf en la familia de
los juegos simples (conocido con el nombre de indice de poder de Banzhaf-
Coleman (Banzhaf(1965), Coleman (1971)).

Teorema 1.2.2 FEl dnico indice de poder f: SI(N) — R™ que verifica las
propiedades TR, JN,SIM y PT es el valor de Banzhaf.

El valor de Banzhaf asigna a un jugador i, la media aritmética de las con-
tribuciones que dicho jugador hace a las coaliciones a las que se puede unir.
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De forma similar a la considerada anteriormente para el indice de poder de
Shapley-Shubik, se tiene que el indice de poder de Banzhaf-Coleman de un
jugador i en el juego simple (N, v) es:

61' (N7U) = Z 2n11

SeS (i)

El indice de poder de Banzhaf-Coleman de un jugador ¢ se corresponde con el
nimero de swings para el jugador ¢, normalizado por el niimero de coaliciones
a las que se puede unir.

1.2.2 Funciones generatrices

Los indices de poder de Shapley-Shubik y de Banzhaf-Coleman pueden ob-
tenerse utilizando las extensiones multilineales. En esta seccién se hace una
revisién de otra herramienta para simplificar el cédlculo de estos indices de
poder, en juegos simples de mayoria ponderada. Esta herramienta se basa
en la utilizacién de una técnica del andlisis combinatorio: las funciones gene-
ratrices. Esta técnica fue empleada por David G. Cantor (1962) (aparece en
Lucas (1983)) para el célculo del indice de poder de Shapley y por Brams y
Affuso (1976) para el cdlculo del indice de poder de Banzhaf. En Fernandez
Garcia (1998) se emplea este método para el cdlculo de indices de poder
en situaciones con comunicacién restringida mediante grafos y en juegos de
doble mayoria.

A continuacién, se comentan los fundamentos del método de las funciones ge-
neratrices y los resultados obtenidos por Cantor y por Brams y Affuso. Para
facilitar la comprensién de estos resultados, a diferencia del orden empleado
hasta ahora, se empezard considerando el indice de Banzhaf-Coleman.

Funciones generatrices

A cada sucesién de nimeros reales a = {ag, aj, as, ...} puede hacérsele co-
rresponder la serie

fat) = a;t’.
j=0
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Esta serie f, () se denomina funcién generatriz de la sucesién a, y puede
ser finita o infinita. En esta serie, la variable ¢ no tiene significado propio
y s6lo sirve para identificar a; como el coeficiente correspondiente a ¢/ en el
desarrollo de f, (t). Por este motivo, aunque en la mayorfa de los problemas
combinatorios la serie f, (¢) es finita, la cuestién relativa a la convergencia
de la serie no es una cuestién relevante si t se interpreta como una variable
formal. Para facilitar la comprension de este concepto, se proporcionan dos
ejemplos. El primero se corresponde con una sucesién finita.

Ejemplo 1.2.2 Considérese el producto finito de binomios lineales
H (1+z,t) = Zartr,
r=1 r=0

donde a, =1 y para r > 0, a, estd dado por

Ay = E Li1Lig + o« Ly

1< <i2<... < <N

Los coeficientes a, son funciones simétricas de la variables xy,xs, ... ,x,. Fl
numero de sumandos del coeficiente a, coincide con el nimero de combina-
ciones de r elementos de un conjunto formado por n elementos. Si todos los
valores x, son iguales a 1 se tendrd que

n

A+ =3 ("),

r=0 "
ya que en este caso los coeficientes a, son el nimero de combinaciones
de r elementos de un conjunto formado por n elementos. Por lo tanto,
la funcion f(t) = (1+t)" es la funcion generatriz de la sucesion a =

{()/r=0,1,... ,n}.

Ejemplo 1.2.3 Considérese ahora la sucesion infinita de nimeros reales
{1,1,...}. La funcién generatriz de esta sucesion es la serie

fa®) =14t4+C 48+ =1,
r=0
que es convergente a la funcion f (t) = 15, cuando |t| < 1. Por lo tanto, la
funcion f (t) = 15 es la funcion generatriz de la sucesion {1,1,...}, porque

su desarrollo en serie de potencias permite asociar los coeficientes numéricos
de los infinitos sumandos con los elementos de la sucesion.
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Las funciones generatrices proporcionan un método para el recuento del
nimero de elementos c(r) de un conjunto finito, cuando estos elementos
tienen una configuracién que depende de una caracteristica r. Asi, en el
primer ejemplo se vio que los coeficientes binomiales (’;) pueden obtenerse
mediante la funcién (1 +t)", ya que coinciden con los coeficientes de la serie
formal.

Msds adelante, se empleardn funciones generatrices de varias variables, por
ejemplo

S(z,y,z2) = ZZZC(Z{:,]’, 1)zl 2t

k>0 j>0 1>0
donde ¢ (k, j,1) son nimeros reales que dependen de k, j y .

Para un estudio més detallado de los fundamentos tedricos de las funciones
generatrices y otros métodos de andlisis combinatorio, puede consultarse el
trabajo de Ribnikov (1998).

Funciones generatrices y juegos de mayoria ponderada

Como se vio anteriormente, un juego de mayorfa ponderada es un juego

simple que puede representarse abreviadamente por [g; wy, wa, ..., wy] . Se de-

notard por w (S) a la cantidad ) w; y se hard la suposicién de que los pesos
i€s

son nimeros enteros.

La siguiente proposicién determina el nimero de swings de un jugador ¢ en
un juego simple de mayoria ponderada.

Proposicién 1.2.3 Sea (N,v) un juego simple de mayoria ponderada dado
por [q; wy, wa, ..., wy| . Entonces el nimero de swings del jugador i € N es
wqual a

q—1 '
nz(v): Z b;cv

k=q—w;

siendo bl el nimero de coaliciones S C N tales que i ¢ S y w (S) = k.
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El indice de poder de Banzhaf-Coleman de un jugador ¢+ € N en un juego
(N,v) es igual a 3, (N,v) = n,(v) /271, El siguiente resultado debido a
Brams y Affuso (1976) proporciona una funcién generatriz que permite el
calculo de los nimeros {b}},-, -

Proposicién 1.2.4 Sea (N,v) un juego simple de mayoria ponderada dado
por [q; wy, wa, ..., w,]. Entonces para un jugador i € N, la funcion generatriz
de los miimeros {bi} k>0 definidos anteriormente, viene dada por

n

Bi(z)= ] (1+2").

j=1,j#i

Se va a ilustrar con un ejemplo la utilidad de esta proposicién para el célculo
del indice de poder de Banzhaf-Coleman.

Ejemplo 1.2.4 El Parlamento de las Islas Baleares esta constituido por 59
miembros. Después de las elecciones del 13 de junio de 1999, este Parlamento
estd compuesto por 28 miembros del PP, 16 miembros del PSOFE, 5 miem-
bros del partido socialista-regionalista PSM — EN, 4 miembros de EU — EV,
una coalicion de comunistas y otros partidos de izquierda, 3 miembros del par-
tido de centro-regionalista UM, y 3 miembros de PACTE, una coalicion de
partidos progresistas que presentaron candidatura sélo en algunas islas. Se
van a emplear estos resultados, aunque mdas adelante se formaron cinco gru-
pos parlamentarios correspondientes con PP (28), PSOE (17), PSM — EN
(5), Mizto (5) y EU — EV (4). Los 5 miembros del grupo mixto son los tres
representantes de UM y dos de PACTE. El tercer miembro de PACTE se
integro en el grupo del PSOE.

Puede representarse este Parlamento como [30;28,16,5,4,3,3] donde el ju-
gador 1 es el PP, el jugador 2 es el PSOF, el jugador 3 es el PSM — EN,
el jugador 4 es EU — EV, el jugador 5 es UM 1y el jugador 6 es el PACTE.

Para calcular el nimero de swings del jugador 1, considérese la funcion:

Bi(z) = (1+2"%) (1+2°) (1+a%) (1+2%)" =

1’31+2ZL‘28+LL‘27+ZE26+l’25+2ZL‘24+21}23+£E22+5E21+ZL‘20+21}19+
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e 2t 20 4% 208 4 2T et 223 1

29

FEntonces, se obtiene que n, (v) = >_ by = 30, de forma similar se tiene
k=2

que 1y (v) = 13 (V) = 1y (v) = 15 (v) = ng(v) = 2 y el indice de poder de

Banzhaf-Coleman es igual a

B(N,v) = (15/16,1/16,1/16,1/16,1/16,1/16).

A continuacién, se analizard el indice de poder de Shapley-Shubik. Este
indice en un juego simple (N, v) es igual a:

oy (N, v) = Z s!(n—s—l)!:

|
{SCN\{i}/S¢Wy SUicW} G

—_

n— i i1
Jo—g =D
n! J

<.
I
=)

donde d; representa el mimero de swings para el jugador ¢ en coaliciones de
tamano j. Siguiendo un razonamiento similar al que se hizo anteriormente,
se tiene que, para cualquier valor de j entre 0 y n — 1,

q—1
i )
d] - E akjv

k=q—w;

siendo a};j el nimero de coaliciones S C N formadas por j jugadores tales que
i ¢ Syw(S)=k. Elsiguiente resultado, debido a David G. Cantor (1962),
proporciona una funcién generatriz que permite el cdlculo de los mimeros

{a;ﬁ }kzo,jzo :

Proposicién 1.2.5 Sea (N,v) un juego simple de mayoria ponderada dado
por [q; w1, wa, ..., wy,]. Entonces para un jugador i € N, la funcion generatriz

. i . . .
de los nimeros {akj} k20,20 definidos anteriormente, viene dada por

n

Si(x,2) = H (14 2"z).

=15
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A partir de esta proposicién, se deduce que

n—1 | w(N)
Si(z,2) = Z Z a};j:ck 2.
i=0 | k=0

Para determinar el indice de poder de Shapley-Shubik es necesario calcular
los valores d; que pueden identificarse por un polinomio de la forma

n—1
7=0

. g—1 ]
ycomod] = > ap, se tiene que
k=q—w;
n—1 n—1 q—1
_ ) 7 J
gi(2) =) diz = E ay;| #
J=0 =0 Lk=q—w;

Por tanto, para determinar los coeficientes de g; (z) es suficiente con selec-
cionar los coeficientes de los monomios 2¥z7 en los que el exponente k de la
variable x tome valores entre ¢ —w; y ¢ — 1.

Se ilustrard este procedimiento con los datos correspondientes al Parlamento
de las Islas Baleares.

Ejemplo 1.2.5 El Parlamento de las Islas Baleares se correspondia con
[30;28,16,5,4, 3, 3].

En este caso, se va a calcular el indice de poder de Shapley-Shubik correspon-
diente al jugador 2; para ello, se considera la funcion:

Sy(z,z) = (14 2%2) (1+2°2) (1+22) (1+ 9032’)2 =
o825 4228024 + ¥t 4 2% 4 2Pt + ¥ 4 20728 +

203023 + 3423 4 221223 4+ M3 4 21023 4 3322 4 322
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20122 4 %22 + 20822 + 20722 + a8+ P+ P+ atr + 208 + 1.

k

Se eligen ahora los coeficientes de los monomios x%27 en los que el exponente
15,4

k de la variable x tome valores entre 14 y 29 (en este caso son sdlo dos x'°z
y %2), por lo que

5
g2 (2) = Zdjzzj =2*+ 2,
=0
y finalmente, el indice de poder de Shapley-Shubik del jugador 2 es igual a

n! J 6! 6! 15

S il(n—j—1) M6—4—1) 1(6-—1—=1) 1

De modo similar, se obtendria el indice de poder de Shapley-Shubik de los
restantes jugadores

o (N,v) = (2/3,1/15,1/15,1/15,1/15,1/15) .

1.3 Nuevos resultados sobre el indice de poder
de Deegan-Packel

Ademas de los indices de poder de Shapley-Shubik y de Banzhaf-Coleman,
en la literatura pueden encontrarse otros indices para obtener una medida
del poder de los jugadores en un juego simple. En esta secciéon se va a
analizar el indice de poder introducido por Deegan y Packel en 1979, que
proporciona una medida cuantitativa del poder de los distintos jugadores
cuando se considera que el comportamiento de los mismos satisface ciertas
condiciones.

En la caracterizacién del indice de poder de Deegan-Packel, sus autores em-
plearon propiedades comunes con el indice de poder de Shapley-Shubik, como
son: eficiencia, jugador nulo y simetria; y una nueva propiedad, denominada
propiedad de fusion.

El indice de poder de Deegan-Packel recoge la idea de que el poder de un
jugador se basa exclusivamente en su participacién en la formacién de coali-
ciones minimales ganadoras, y que, a priori, todas estas coaliciones minimales
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ganadoras son igualmente plausibles. Para definir este indice de poder, se
supone que el comportamiento de los jugadores estd determinado por las
siguientes condiciones.

e Minimalidad: Sélo originan una “victoria” las coaliciones minimales
ganadoras.

e Equiprobabilidad: Todas las coaliciones minimales ganadoras son
equiprobables.

e Solidaridad: Los jugadores que constituyen una coalicién “victoriosa”
se dividen el “botin” a partes iguales.

Estas condiciones parecen razonables en muchos casos. La condiciéon de mi-
nimalidad es aplicable en el sentido de que los jugadores racionales quieren
maximizar su poder y, por lo tanto, sélo se formaran coaliciones minimales
ganadoras. La condicién de equiprobabilidad dice que todas las coaliciones
minimales ganadoras juegan el mismo papel y, finalmente, la propiedad
de solidaridad establece que todos los jugadores de una coalicion minimal
ganadora sean tratados por igual.

Definicién 1.3.1 El indice de poder de Deegan-Packel de un jugador i en el
Juego simple (N,v) viene dado por:

1 1
nN0) = e 2 Tl

)
SeM;(v) ’ |

en donde M (v) es el conjunto de coaliciones minimales ganadoras y

M; (v) ={S € M (v) /i e S}.

Se puede comprobar ficilmente que la definicién del indice de poder de
Deegan-Packel p para un jugador 7 es consistente con las tres condiciones
anteriores. En primer lugar, sélo se consideran las coaliciones minimales
ganadoras que contienen al jugador ¢ (minimalidad), y todas estas coaliciones
minimales ganadoras son tratadas del mismo modo (equiprobabilidad). Para
cada coalicién S € M; (v), el término 1/ |S| indica que el pago para el jugador
i es el mismo que para los restantes |\S| — 1 jugadores en S (solidaridad). Ob-
sérvese que en juegos de unanimidad, el indice de poder de Deegan-Packel
coincide con el indice de poder de Shapley-Shubik.
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Este valor también tiene una interpretacion probabilistica. Supongamos que
el pago correspondiente a un jugador i perteneciente a una coalicién mini-
mal ganadora S es 1/|S| y que cada coalicién minimal ganadora tiene una
probabilidad 1/|M (v)| de formarse. Entonces la esperanza matemética del
pago correspondiente al jugador 7 es precisamente p,.

Este indice verifica las tres condiciones anteriores, pero es interesante tratar
el problema de su unicidad, es decir, buscar un conjunto de propiedades
razonables que sirvan para caracterizarlo univocamente. Como en este mo-
delo sélo son de interés las coaliciones minimales ganadoras, serd necesario
hacer una restriccion de los juegos simples que se pueden combinar.

Definicién 1.3.2 Dos juegos simples (N, v) y (N, w) son fusionables si para
cualquier par de coaliciones S € M (v) y T € M (w), se tiene que S € T y
T¢S.

Esta condicién de fusion establece que las coaliciones minimales ganadoras
del juego (NV,v V w) son precisamente la unién de las coaliciones minimales
ganadoras de los juegos (IV,v) y (IV, w). Ademds, es evidente que si dos juegos
(N,v) y (N, w) son fusionables se tiene que |M (v V w)| = |M (v)|+ |M (w)].

En el siguiente ejemplo se prueba que el valor de Deegan-Packel no verifica
la propiedad de transferencia.

Ejemplo 1.3.1 Considérense dos juegos simples (N,v) y (N, w) donde N =
{17 2, 3}: M (U) = {{17 2} ) {27 3}} y M (w> = {1> 3}'

El indice de Deegan-Packel para los juegos anteriores es
p(N,v) = (1/4,1/2,1/4), p (N, w) = (1/2,0,1/2).

Se tiene que M (vVvw) = {{1,2},{1,3},{2,3}} y M (vAw) = {1,2,3}
obteniéndose entonces que

(N vV w) = p(N,v Aw) = (1/3,1/3,1/3)
por lo que no se verifica la igualdad

p(N,v)+p(N,w)=p(N,vVw)+p(N,vAw).



Nuevos resultados sobre el indice de poder de Deegan-Packel 31

Sin embargo, el valor de Deegan-Packel satisface la siguiente propiedad:

Fusién (FUS). Una solucién f : SI(N) — R satisface la propiedad
de fusién si para todo par de juegos (N,v) € SI(N) y (N,w) € SI(N)
fusionables, se tiene que

M ()| f (N, ) + |M (w)| f (N, w)

f(NwVw) = M (v v )

En Deegan y Packel (1979) se caracteriza la solucién p con las propiedades
de eficiencia, simetria, jugador nulo y fusién. En particular, probaron el
resultado siguiente.

Teorema 1.3.1 La dnica solucion f : SI(N) — R™ que verifica las pro-
piedades de EF1,SIM,JN y FUS es el indice de poder de Deegan-Packel.

Nétese la similitud de esta caracterizacién con la presentada en el teorema
1.2.1 para el indice de poder de Shapley-Shubik. La diferencia fundamental
entre ambos fndices de poder es que el indice de poder de Shapley-Shubik
satisface la propiedad de transferencia mientras que el indice de poder de
Deegan-Packel satisface la propiedad de fusion.

En el siguiente ejemplo se calcula el indice de poder de Deegan-Packel de los
distintos partidos que constituyen el Parlamento de las Islas Baleares.

Ejemplo 1.3.2 El Parlamento de las Islas Baleares (formado por 59 es-
canos) puede representarse como [30;28,16,5,4,3, 3], donde el jugador 1 es
el PP, el jugador 2 es el PSOE, el jugador 3 es el PSM — EN, el jugador
4 es EU — EV, el jugador 5 es UM vy el jugador 6 es el PACTE.

Una coalicion es ganadora si dispone de 30 escanos como minimo. Las coa-
lictones minimales ganadoras son las siguientes:

{{PP,PSOE},{PP,PSM — EN} ,{PP,EU — EV} {PP,UM?},

{PP,PACTEY},{PSOE,PSM — EN,EU — EV,UM, PACTE}}

El PP pertenece a 5 de las 6 coaliciones minimales ganadoras, cualquier
coalicion de 2 jugadores, en las que uno de ellos sea el PP es minimal
ganadora. FEl resto de los jugadores se comportan de forma simétrica. FEl
indice de poder de Deegan-Packel para este juego es igual a

p(N,v) = (5/12,7/60,7/60,7/60,7/60,7/60) .
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Nueva caracterizacién del indice de poder de Deegan-Packel

En Young (1985) se proporciona una caracterizacion del valor de Shapley
empleando la propiedad de monotonia fuerte en lugar de la propiedad de
aditividad. Nowak (1997) obtuvo una caracterizacion similar para el valor
de Banzhaf usando ademds la propiedad de “delegacién” introducida por
Lehrer (1988).

En el resto de esta seccién se van a presentar nuevos resultados referentes al
indice de poder de Deegan-Packel. En primer lugar, se obtendrd una nueva
caracterizacién de este indice de poder empleando una propiedad similar a
monotonia fuerte en lugar de la propiedad de fusién. A esta propiedad se le
denominaré propiedad de monotonia minimal.

Definicién 1.3.3 Un indice de poder f: SI(N) — R™ satisface la propie-
dad de monotonia minimal (M M) si para todo par de juegos (N, v), (N,w) €
SI(N), se tiene que

fi (N, w) |M (w)] = fi (N, v) [M (v)],
para todo jugador i € N tal que M; (v) C M; (w).

En el siguiente ejemplo se prueba que el indice de poder de Shapley-Shubik
no satisface esta propiedad.

Ejemplo 1.3.3 Sean (N,v),(N,w) dos juegos simples donde N = {1,2,3}
y los conguntos de coaliciones minimales ganadoras son M (v) = {{1,2}} y
M (w) = {{1,2},{2,3}}, respectivamente. En este caso, M, (v) C M; (w),
pero @y (N, w) [M (w)| = 3 y ¢y (N,v) [M (v)] = 3.

La naturaleza de la propiedad de monotonfa minimal se basa en la siguiente
idea: si para un jugador ¢ toda coalicién perteneciente a M; (v) también
pertenece a M; (w) parece légico que en el juego (IV,w) dicho jugador tenga
mayor poder que en el juego (N,v) (después de normalizarlo por el nimero
de coaliciones minimales ganadoras de cada uno de los juegos).

Noétese que si un indice de poder f : ST (N) — R" satisface la propiedad
de monotonfa minimal, entonces cumple la siguiente igualdad:

fi (N, w) [M (w)| = [ (N,0) [M ()],
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para todo par de juegos (N,v),(N,w) € SI (N) y para todo jugador i € N
tal que M; (v) = M; (w).

En el siguiente resultado se propone una nueva caracterizacién del indice de
poder de Deegan-Packel.

Teorema 1.3.2 El tnico indice de poder f : SI(N) — R" que verifica
las propiedades de MM, JN,SIM y EFI es el indice de poder de Deegan-
Packel.

Demostracion

Se comenzard probando la existencia. En Deegan-Packel (1979) se demues-
tra que el valor de Deegan-Packel satisface la propiedad de jugador nulo,
simetria y eficiencia. Para demostrar que satisface la propiedad de mono-
tonfa minimal, supéngase un par de juegos (N,v),(N,w) € SI(N), y un
jugador i € N tal que M; (v) € M; (w) . Entonces

1
n(N0) = R 2 T

Por otro lado,

1 1 1 1
Wl 2 s Ml 2 s

SEMi(w)\Mi (’U)

Por lo tanto,

v

1 1
pi (Nw) M (w)| = Y E+ > =
(w)\M;(

SEMl‘(U) SeM; U) ’ |

S ﬁ:mw,www.
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Se verd ahora la unicidad. La demostracién se hard por induccién en |M (v)].

Si|M (v)] = 1, entonces v = ug para alguna coalicién S C N. Si una solucién
f satisface las propiedades de eficiencia, simetria y jugador nulo, se tiene que

1 ..
o €S
Ny = si i
Ji(N,v) { 0 sii¢sS
Por lo tanto, la solucién es tnica cuando |M (v)| = 1. Supéngase que el

resultado estd probado para cualquier valor de |M (v)| desde 1 hastap—1y
se verd que es cierto para | M (v)| = p. Sea entonces un juego (NV,v) € SI (N)
tal que M (v) = {S51,52,...,5,}.

Sea R =51 NSyN...NS, yseai ¢ R tal que M;(v) # 0 (claramente
existe por ser |M (v)| > 1). Considérese el juego (N,v') € SI(N) tal que
M@)={SeM(v)/ieS}.

Como M; (v) = M, (v'), por la propiedad de monotonia minimal, se tiene
que

fi (N, 0) [M (v)] = fi (N,V) [M (V)]
entonces, por hipétesis de induccién, f; (IV,v) es tnica cuando i ¢ R.

Falta demostrar la unicidad cuando7 € R =SNS5z N...NS,.

Por la propiedad de simetria, f; (N, v) debe ser igual a una constante ¢ para
todos los jugadores de R. Como la solucién es eficiente y es tinica para todos
los jugadores que no estdn en R, esta constante c tiene que ser unica.l]

La extensiéon multilineal y el indice de poder de Deegan-Packel

En esta seccién se verda cémo se puede obtener el indice de poder de Deegan-
Packel de un juego (N,v) € SI(N) a partir de su extensién multilineal. En
el siguiente lema, demostrado en Owen (1972b), se proporciona un método
sencillo para calcular la extensién multilineal de un juego a partir de su
expresion como combinacion lineal de juegos de unanimidad.
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Lema 1.3.3 Si un juego v puede escribirse de la forma v = Y csug, en-
SCN
tonces la extension multilineal de v es de la siguiente forma:

h(xy, @9, ..., 2p) = Z CSHxh

SCN  ieS
donde N ={1,2,... ;n} y las cantidades cs son constantes.

Anteriormente en la expresién (1.1) se vio que todo juego (N,v) € TU (N)
puede escribirse como combinacién lineal de juegos de unanimidad. En el
caso particular en el que (N, v) sea un juego simple, se tiene que

v = E Csugs.

SCN

Sew
Por lo tanto, aplicando el lema 1.3.3, se obtiene que la extensién multilineal
de un juego simple (N, v) es de la forma

h(xy,Toy ..., Tp) = Z Csnlti,

SCN eSS
Sew

donde, a partir de (1.1), se tiene que ¢cg =181 S € M (v).

A continuacién, se describe el procedimiento para obtener el indice de poder
de Deegan-Packel de un juego simple a partir de su extensién multilineal.
Teniendo en cuenta la facilidad de célculo de este indice de poder a partir
del conocimiento del conjunto de coaliciones minimales ganadoras, este re-
sultado no tiene mucha utilidad practica, pero se incluye porque se considera
interesante y para ver su semejanza con el procedimiento para calcular otros
indices de poder a partir de la extensiéon multilineal del juego.

Teorema 1.3.4 Sea (N,v) un juego simple. Puede calcularse el indice de
poder de Deegan-Packel p; de un jugador i € N en dicho juego, siguiendo los
siguientes pasos:

1. Obtener la extension multilineal h (x1, 2, ... ,x,) del juego (N,v).

2. En la expresion anterior eliminar aquellos monomios de la forma cs|]x;

i€s
para los que cs # 1. Con esto se ha obtenido una nueva funcion multilineal
[(z1,29,... ,2,).
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3. Sea p el minimo nimero de términos de los monomios [[x; que quedan
i€s

en la funcion | obtenida en el paso anterior. Desde k = p —ie- 1 hasta k =n
eliminar aquellos monomios con k términos que sean divisibles por algin
monomio de la funcion | con nimero de términos desde p hasta k — 1. Con
esto obtenemos una funcion g.

4. Finalmente, para obtener el indice de poder de Deegan-Packel p;, de un
Jugador © € N, basta con calcular

1 1 g

(Noy)=—
pi (N, ) gL, 1)), Ox

(t,... . t)dL.

Demostracion
Sea (N,v) € SI(N)eie€ N.

Es inmediato comprobar que la funcién g que se obtiene después del paso 3
es igual a

g(z1,29,... 2 Z H:ck

SeM(v) keS

Se tiene que g (1,1,...,1)= > 1=|M(v)|.
SeM(v)
Por otra parte,

L' 9g 1
§ IS]-1 E _—
o O01; (b, oty dt = tdt = S|’

0 Sem;(v SeM;(v)

con lo se finaliza la demostracién.[]

Como aclaracién del teorema anterior, comentar que el motivo por el que se
aplican los pasos 2 y 3 es porque es necesario eliminar de la expresién de la
extensién multilineal aquellos términos que se corresponden con coaliciones
ganadoras no minimales. Se ilustrard el procedimiento descrito en el teorema
anterior para calcular el indice de poder de Deegan-Packel de los distintos
partidos que constituyen el Parlamento de las Islas Baleares.

Ejemplo 1.3.4 El Parlamento de las Islas Baleares puede representarse como
[30; 28,16, 5,4, 3,3]. Se va a calcular el indice de poder de Deegan-Packel del
jugador 1 (PP) empleando el procedimiento descrito en el resultado anterior.
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En primer lugar, puede comprobarse facilmente que este juego simple v puede
escribirse en términos de juegos de unanimidad de la siguiente forma, donde
S={1} yT =1{2,3,4,5,6}.

V= E usur + Ur — E usur + E USUR — E USUR-

RCT RCT RCT RCT
|R=1 |R|=2 |R|=3 |R|=4

Aplicando el lema 1.3.3, se tiene que la extension multilineal de este juego
es:

h(x1, X9, X3, T4, T5, Te) = T1Tg + T1T3 + T1T4 + T1T5 + T1T6 + TaT3TgT5Te —

T1T2T3 — L1X2Xy4 — X1X2X5 — L1X2Xg — T1X3T4 —
T1T3T5 — T1X3T6 — T1T4T5 — T1T4T — T1T5T6 +
T1T2X3%4 + T1X2X3T5 + T1T2T3T6 + T1T2T4T5 + T1T2T4T6 +
T1T2T5T6 + T1T3T4T5 + T1T3T4T6 + T1X3T5T6 + T1T4T506 —
T1X2X3X4X5 — X1X2X3X4Lg — L1X2X3T5Le — L1X2X 4T 5L — L1X3L4X5T G-

Después de aplicar el paso 2, eliminando aquellos monomios con coeficiente
distinto de 1, se obtiene la funcion l,

l (Il, To,T3,T4,Ts, 1‘6) = T1T2 + T1X3 + T1Xy4 + T1xs + T1xg + o3 4T5T¢ +

T1X2T3T4 + T1T9X3Tx + T1T2X3T¢ -+ T1T2T4T5 -+ T1T2T4T¢ +

T1T9T5X6 + T1X3X4T5 + T1X3T4Te + T1T3T5L6 + T1X4T5T¢.
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Eliminando de los monomios que forman la funcion | aquellos que pueden
ser divididos por algin otro monomio de l, se obtiene la siguiente funcion g

g (x1, T2, T3, T4, T, Tg) = T1T2 + T1X3 + T1T4 + T1X5 + T1T6 + T2X3T4T5T6.

Finalmente, para evaluar el poder del PP por medio del indice de Deegan-
Packel, se aplica el paso 4, calculando

"9y

1.1,1.1.1,1) =6
g(1,1,1,1,1,1) yoaw1

' 5
(t,... ,t)dt:/ Stdt = 2,

0 2
es decir, p; (N,v) = 5/12.

De forma similar se obtendria que el indice de poder de Deegan-Packel de los
restantes partidos serta igual a 7/60.

La funcién generatriz y el indice de poder de Deegan-Packel

Para finalizar este capitulo se verd céomo se puede calcular el indice de poder
de Deegan-Packel en juegos de mayorfa ponderada empleando funciones ge-
neratrices.

Dado un juego simple (IV,v) tanto el indice de poder de Banzhaf-Coleman
como el indice de poder de Shapley-Shubik de un jugador i € N son sumas
ponderadas del nimero de swings para el citado jugador, es decir, coaliciones
perdedoras que pasan a ser ganadoras cuando se incorpora el jugador 7. Sin
embargo, para el indice de poder de Deegan-Packel de un jugador 7 sélo tienen
influencia aquellos swings para i (5,5 U 1) tales que S Ui sea una coalicién
minimal ganadora.

Para calcular el indice de poder de Deegan-Packel en un juego de mayoria
ponderada, en primer lugar, se empleard una funcién generatriz que permita
calcular el cardinal del total de coaliciones posibles; entre éstas, se elegirdn
las ganadoras y, finalmente, las minimales ganadoras. Para realizar esto, es
necesario emplear n+2 variables, una indicadora de cada uno de los jugadores,
otra que indique el nimero de jugadores que forman parte de la coalicién y
otra que indique el peso de dicha coalicién.
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Dado un juego simple (N, v) , denotando por m’ (v) el niimero de coaliciones
minimales ganadoras S a las que pertenece el jugador ¢ € N, formadas por s
jugadores, el indice de poder de Deegan-Packel de 7 en dicho juego es igual a

1 =mi(v
pi(N>v>:’M(v)|Zl SS< )

El siguiente resultado proporciona una funcién generatriz que permite el

cdlculo de los nimeros {cjk(zi)ieN}jzoijO, con z; = 00z =1, para 1 =
1,2,... ,n donde cjg(,). . es el nimero de coaliciones formadas por los j
s Ly 5 Jk(2i)ien

jugadores de S = {j/z; = 1} y de peso k. Es evidente que estas cantidades
Cik(z).. son iguales a 1 (es posible formar una coalicién con esas caracteris-
J (Zl)zeN

ticas) o a 0 (no es posible formar dicha coalicién).

Proposicién 1.3.1 Sea (N,v) un juego simple de mayoria ponderada dado
por [q; wy, wa, ..., w,]. La funcion generatriz de los nimeros {Cjk(zi)ieN }jzo,kzo ,
conz; =00z =1, parai=1,2,... ,n, definidos anteriormente viene dada

por

n

S (x, 21,29, .. 2, t) = H (1+2"2t).

J=1

A partir de la funcién generatriz anterior, para calcular el indice de poder de
Deegan-Packel, en primer lugar, deben eliminarse aquellos monomios en los
que la potencia de la variable x sea menor que ¢, pues interesa determinar
las coaliciones ganadoras.

En un segundo paso, y de modo similar a como se hizo para la extension
multilineal deben eliminarse aquellos monomios que puedan dividirse por
algin otro monomio de los que constituyen esta funcién. El mimero de
monomios de la funcién resultante coincide con el nimero de coaliciones
minimales ganadoras del juego, |M (v)|.

Finalmente, para obtener el valor de Deegan-Packel de un jugador i € N
basta con seleccionar aquellos términos de la funcién anterior en los que
aparezca la variable z;. La potencia de la variable ¢ indicard el nimero de
jugadores que constituyen dicha coalicién minimal ganadora.
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Al igual que sucedia con la extensiéon multilineal, el procedimiento descrito
anteriormente para el cdlculo del indice de poder de Deegan-Packel en jue-
gos de mayoria ponderada tiene poca utilidad préactica, aunque podria pro-
gramarse para realizar los cdlculos mediante un ordenador. Este resultado
también es interesante porque sirve para comprobar que este indice también
se puede calcular empleando funciones generatrices, al igual que sucedia con
los indices de Shapley-Shubik y Banzhaf-Coleman. Para finalizar este capi-
tulo, se ilustrard el procedimiento anterior calculando el indice de poder de
Deegan-Packel de los distintos partidos que constituyen el Parlamento de las
Islas Baleares.

Ejemplo 1.3.5 El Parlamento de las Islas Baleares puede representarse como
[30;28,16,5,4,3,3] donde el jugador 1 es el PP, el jugador 2 es el PSOE,
el jugador 3 es el PSM — EM, el jugador 4 es EU — EV, el jugador 5 es
UM vy el jugador 6 es el PACTE.

En primer lugar se calcula la funcion S (x, z1, 29, ... , 2, 1)

n
S(x, 21,29, .. ,261) H (1+2"2t) =
Jj=1

(1 + x28zlt) (1 + leZQt) (1 + x523t) (1 + x4z4t) (1 + x3z5t) (1 + x326t) =

x592122zgz4z526t6 + x31z223z4z526t5 + x4321Z3z4z5z6t5 + :E54zlzgz4z5z6~t5 +

2% 21 202325 261° + 12021 292324 26t° + 22021202324 251° + x152324z5z6t4 +

x262224z5z6t4 + x27222325z6t4 + x28222324z6t4 + x28222324z5t4 + x382124z5z6t4 +

a:39zlzgz5z6t4 + a:40zlzgz4z6t4 + a:40zlzgz4z5t4 + a:50zlzgz5z6t4 + a:51zlzgz4z6t4 +
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x5121z2z4z5t4 + £L’52212’2232’6t4 + £L’52212’223Z5t4 + x5321Z223Z4t4 + :L’1024z5z6t3 +

1'11232526t3 + x11z3z426t3 + :Ul2zgz4z5t3 + 1‘222’2252'6153 + :L’23z2z426t3 +
x232224z5t3 + x24zQ2326t3 + $2422Z3z5t3 + $25z223z4t3 + :E34z1z526t3 +
x35zlz4zﬁt3 + x35zlz4z5t3 + 1336212326t3 + x36213325t3 + x3721z3z4t3 +
:v47212226t3 + 91:47212225153 + x48212224t3 + :c49212223t3 +
x44z1 22t2 + :U3321z3t2 + :L’32zlz4t2 + x31z1z5t2 + 1‘312’1 26t2 +
x21z223t2 + $202224t2 + $1922z5t2 + 1‘19222’6t2 + x923z4t2 +
x823z5t2 + x82:326t2 + x7z4z5t2 + x7z4zﬁt2 + x6Z5ZGt2 +

2221t + 21020t + 2023t + ataut + 2325t + 2326t + 1.

De la funcion anterior se eligen aquellos términos en los que la potencia de
la variable x sea mayor o igual que 30, es decir,

x5921223324z526t6 + x312223z4z526t5 + x43zlzgz4z5zﬁt5 +

1'542122242526255 + x552122232526t5 + x562122232426t5 + x5621222324z5t5 +

x382124z526t4 + x392123z526t4 + x402:133Z42:6t4 + x402133Z4z5t4 +
x5021222526t4 + x5121222426t4 + I51212224Z5t4 + x5221222326t4 +

:L’52z1z223z5t4 + :L’53z1z223z4t4 + x3421z5z6t3 + $352124Z6t3 +
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+$352’124Z5t3 + $36212326t3 + 1’36212325t3 + $372’12324t3
+$47212226t3 + I47212’22’5t3 + $’48212224t3 + $49212223t3

+x44zlzgt2 + x33zlzgt2 + x3221z4t2 + x3lzlz5t2 + x312126t2.

De los términos anteriores se eligen aquellos que no pueden ser divididos por
otros términos, con lo que al final quedarian los términos:

x312223z4z5z6t5 + x4421z2t2 + :E33z123t2 + x32zlz4t2 + x?’lzlz5t2 + x3121z6t2.

Por lo tanto, |M (v)| = 6, el nimero de términos de la expresion anterior.
Para calcular el indice de poder de un jugador i € N basta con sumar aque-
llos monomios en los que aparece la variable z; dividido entre la potencia
correspondiente de la variable t, y dividir el resultado final entre |M (v)|. Ast
para calcular el indice de poder del jugador 4 se tiene que z4 aparece en dos
monomios, dividiendo entre el exponente correspondiente de la variable t, se
obtiene 1/5+41/2 = 7/10, que dividido entre |M (v)| es igual a 7/60.

De forma similar se obtendria el indice de poder de Deegan-Packel de los
restantes jugadores:

p(N,v) = (5/12,7/60,7/60,7/60,7/60,7/60) .



Capitulo 2

Valores en juegos con uniones a
Priort

En los modelos considerados en el capitulo anterior se puede formar cualquier
coalicién, ya que no existe ninguna restriccién en la cooperaciéon entre los
jugadores. Sin embargo, para representar ciertas situaciones de forma més
adecuada es preciso tratar con nuevos modelos.

Uno de estos modelos es el de los juegos TU con un sistema de uniones.
Un sistema de uniones es una particiéon del conjunto de jugadores que des-
cribe una estructura de coaliciones a priori. En las siguientes secciones se
estudiardn varias soluciones para estos juegos y se propondran herramientas
para su célculo, como las extensiones multilineales para cualquier juego TU o
herramientas basadas en la utilizacién de funciones generatrices, para juegos
de mayorfa ponderada.

2.1 El valor de Owen

En primer lugar, presentaremos algunos conceptos y resultados bésicos.

Definicién 2.1.1 Un juego TU con un sistema de uniones es una terna
(N, v, P), donde (N,v) es un juego TU y P = {Py, Ps, ..., P,,} es una parti-
cton de N que proporciona el sistema de uniones asociado.

Se denotara por U (N) el conjunto de todos los juegos TU con sistema de
uniones y conjunto de jugadores N, y por U el conjunto de todos los juegos
TU con sistema de uniones.

43
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Dado un conjunto N = {1,2,...,n}, se utilizara la siguiente notacion:

e Se denotara por P (N) el conjunto de las particiones de N.

e Se denotarda por P" la particién de N dada por {{1},{2},...,{n}},
(en este caso, diremos que el sistema de uniones es el trivial).

e Se denotard por PV la particiéon de N dada por {N}, (aunque en
algunos trabajos se considera que este sistema de uniones también es
trivial, para nosotros el sistema de uniones trivial sera sélo P", aquel
en el que cada jugador es una unién).

e Dado un jugador i € N, se denotara por P (i) el conjunto de las parti-
ciones de N, en las que el jugador ¢ constituye una coalicién a priort,
es decir, P € P (i) si existe P, € P tal que P, = {i}.

Definicién 2.1.2 Una solucion sobre U(N) es una aplicacion
f:U(N)—R"

que a cada juego (N, v, P) € U (N) le asigna un vector de R", en el que cada
componente representa el pago que recibe el jugador correspondiente.

El valor de Owen, propuesto y caracterizado por Owen en 1977 es una modi-
ficacion del valor de Shapley adaptada al contexto de los juegos cooperativos
con un sistema de uniones a priori.

En primer lugar, se define el juego cociente asociado a un juego con uniones
a priorvi.

Definicién 2.1.3 Sea (N,v,P) € U(N) con P ={Py, Py, ..., P,,} . Se define
el juego cociente asociado a (N, v, P) como el juego (M,v") € TU(M) tal
que v¥ (R) = v( | Py), para todo R C M, siendo M = {1,2,....m}.

kER

Diremos que dos uniones distintas P, P, € P son simétricas en el juego
(N,v,P) € U(N)si ky s son jugadores simétricos en el juego (M, v").

En el capitulo anterior se vio que el valor de Shapley satisface la propiedad
de simetria. Cuando se introduce un sistema de uniones a priori, parece
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l6gico sustituir esta propiedad por dos nuevas propiedades: una propiedad
de simetria dentro de cada unién y una propiedad de simetria entre uniones.

Simetria en cada unién (SU). Una solucién f : U (N) — R" es simétrica
en cada unién si para todo (N, v, P) € U(N), se tiene que

fi <N7U>P) = fj <N7U>P)7
para todo par de jugadores simétricos 7, j € P, con P € P.

Esta propiedad establece que si dos jugadores de la misma unién a prior:
desempenan el mismo papel en el juego (IV,v) entonces reciben el mismo

pago.

Simetria en el cociente (SC). Una solucién f : U (N) — R" es simétrica
en el juego cociente si para todo (N,v, P) € U(N), se tiene que

> (N, P)=>" fi(N,v,P),

1€P, 1€Ps

para todo par de uniones simétricas Py, P; € P.

Esta propiedad determina que dos uniones que se comportan de igual forma
en el juego cociente obtienen el mismo pago.

A continuacion, reescribimos las propiedades de eficiencia, jugador nulo, so-
porte y aditividad en el contexto de los juegos TU con sistema de uniones.
Las designaremos de igual modo que las propiedades andlogas en el contexto
general de juegos TU.

Eficiencia (FF1I). Una solucién f : U (N) — R" es eficiente si para todo
juego (N,v, P) € U (N), se tiene que

> fi(Nv, Py =v(N).

i=1

Jugador nulo (JN). Una solucién f : U (N) — R™ satisface la propiedad
de jugador nulo si para todo juego (N,v, P) € U (N) y para todo jugador
nulo en (N, v), i € N, se tiene que f; (N,v, P) = 0.
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Soporte (SOP). Una solucién f : U (V) — R satisface la propiedad de
soporte (SOP) si para todo juego (N,v,P) € U(N) y para todo soporte
T de (N,v) se tiene que

> fi(Nv,P)=0v(T).

i€T
Al igual que para los juegos TU, para la familia de juegos TU con sis-
tema de uniones es equivalente que una solucién satisfaga conjuntamente
las propiedades de eficiencia y jugador nulo o que satisfaga la propiedad de
soporte.

Aditividad (ADI). Una solucién f : U (N) — R" es aditiva si para todo
par de juegos (N,v,P) € U(N)y (N,w,P) € U(N), se tiene que

f(N;v+w, P)=f(N,v,P)+ f(N,w,P),
donde para cualquier coalicion ' C N, (v 4+ w) (T) = v (T) +w (T).

Empleando algunas de las propiedades anteriores, Owen probé el siguiente
resultado.

Teorema 2.1.1 La tnica solucion f sobre U (N) verificando las propie-
dades de EFI,JN,SU,SC y ADI es el valor de Owen. Dado un juego
(N,v,P) € U(N), dicha solucion asigna a cada jugador i € N el nimero
real ®; (N,v, P) dado por:

1

> > p:m(m1_1> N (©(QUTUH) - v(QUT)),

RCM\k TCP,\i
r t

donde @) = URPT y P, € P es la union tal que i € Py.
re

El valor de Shapley puede entenderse como una solucién sobre el subconjunto
de U formado por todas las ternas (N,v, P") € U (N) para todo N finito,
es decir, puede pensarse que el valor de Shapley es una solucién para juegos
TU con sistema de uniones, pero que estd definido sélo para el caso en que
el sistema de uniones es el trivial. Visto de esta forma, el valor de Owen
servirfa para generalizar el valor de Shapley en los casos en los que el sistema
de uniones no es el trivial. Basdndose en esta idea, en Vazquez Brage (1998)
se introduce el concepto de valor coalicional de Shapley.



El valor de Owen 47

Definicién 2.1.4 Un wvalor coalicional de Shapley es una aplicacion f que
asigna a cada (N,v,P) € U(N) un elemento de R™ verificando que, para
todo (N,v,P") € U(N), f (N,v,P") = ¢ (N,v) (recuérdese que ¢ denota el
valor de Shapley).

Es facil comprobar que el valor de Owen es un valor coalicional de Shapley.
En Vazquez Brage (1998), se proporcionan nuevas caracterizaciones para el
valor de Owen, empleando el concepto de valor coalicional de Shapley y las
propiedades de juego cociente, contribuciones equilibradas en las uniones y
monotonia fuerte.

La propiedad de juego cociente establece que lo que ganan los jugadores
de una coaliciéon a prior: coincide con lo que gana la coalicién en el juego
cociente.

Juego cociente (JC') . Unasolucién f : U (N) — R™ satisface la propiedad
de juego cociente si para todo (N, v, P) € U(N) y para todo Py € P, se tiene
que

S fi(No P) = fi (M7, P™)

1€ P

En el teorema 1.1.4 se recordo la caracterizacion del valor de Shapley, obtenida
por Young en 1985, empleando la propiedad de monotonia fuerte. Se enuncia
esta propiedad en el contexto de los juegos TU con sistema de uniones, al
igual que para propiedades anteriores, la designaremos del mismo modo.

Monotonia fuerte (MF). Una solucién f : U(N) — R" satisface la
propiedad de monotonia fuerte si para todo par de juegos (N, v, P) € U(N)y
(N,w,P) € U(N) tales que v (T'Ui) — v (T) > w(T'Ui) —w(T) para todo
i € Ny para todo T C N\i, se tiene que f; (N,v, P) > f; (N,w, P).

La propiedad de contribuciones equilibradas en las uniones establece que la
ganancia (o pérdida) que supone para un jugador ¢ que un jugador j abandone
la unién Py a la que pertenecen ambos, es igual a la que sufre el jugador j,
cuando es el jugador ¢ el que decide abandonar la unién P;. Es decir:

Contribuciones equilibradas en las uniones (CEU). Una solucién f :
U(N) — R" satisface la propiedad de contribuciones equilibradas en las
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uniones si para todo juego (N, v, P) € U(N), para toda coalicién P, € Py
para todo par de jugadores ¢, j € Py, se verifica que

fi(N,U,P)—fi(N,U,P_j):fj(N,U,P)—fj<N,U,P_i),

donde P_; es el sistema de uniones que resulta cuando el jugador i deja la
unién a la que pertenece, para formar una unién unitaria, es decir,

P—i - {Ph ceny Pk—17Pk\i7Pk+17 ceny Pm7 {Z}} )

y P_; se define de modo andlogo.

Es interesante hacer notar que en esta propiedad de contribuciones equili-
bradas no se produce abandono del juego por parte de ningiin jugador, sino
que un jugador deja la unién a la que pertenece, para formar una unién uni-
taria. Esta propiedad refleja la idea de que todos los jugadores de una unién
deben beneficiarse del mismo modo por formar dicha unién.

Con los conceptos anteriores, se presentan tres caracterizaciones del valor de
Owen (Vazquez-Brage, 1998).

Teorema 2.1.2 El valor de Owen es la inica solucion sobre U (N) que veri-
fica las propiedades de EFI,SU,SC y MF.

Teorema 2.1.3 FEl valor de Owen es el tinico valor coalicional de Shapley
sobre U que verifica las propiedades de CEU y JC.

Teorema 2.1.4 El valor de Owen es la inica solucion sobre U (N) que veri-
fica las propiedades de EFI,JN,SC,ADI y CEU.

Otras caracterizaciones del valor de Owen pueden encontrarse en Winter
(1992) y Calvo, Lasaga y Winter (1996).

Anteriormente se ha definido el valor de Owen desde un punto de vista axio-
matico, es decir, como el tinico valor que satisface una serie de propiedades
que se consideran plausibles dentro de la familia de juegos TU con sistema de
uniones. Ademsds, puede darse la siguiente interpretacién al valor de Owen:
supongase que en un juego TU con sistema de uniones existen dos niveles de
negociacion; primero entre uniones y después entre jugadores de la misma
unién. El reparto entre uniones se hace asignando a cada unién su valor
de Shapley en el juego cociente. La cantidad asignada a cada unién en este
primer reparto se divide entre los jugadores de cada unién teniendo en cuenta
sus posibilidades de abandonar esa unién y entrar a formar parte de otras
uniones.
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2.2 El valor de Banzhaf-Owen

De acuerdo a la interpretacién dada al valor de Owen, comentada al final de
la seccién anterior, Owen (1981) propuso una extensién del valor de Banzhaf
para la familia de juegos TU con un sistema de uniones. En este caso, el
reparto en los niveles de negociacién se hace empleando el valor de Banzhaf.
Se denominard a esta solucién valor de Banzhaf-Owen y se denotard por V.

Definicién 2.2.1 Dado un juego (N,v, P) € U (N), el valor de Banzhaf-
Owen asigna a cada jugador i € N el nimero real ¥; (N,v, P) dado por:

1 1
Z Z 2m712pk71(U(QUTUi)_U(QUT))7
RCM\kTCP;\s

donde Q = |J P, y Py € P es la union tal que i € Py.
reR

El valor de Banzhaf-Owen no fue caracterizado hasta el ano 2001, en el
que aparecen dos axiomatizaciones de este valor (Albizuri, 2001) y (Amer,
Carreras y Giménez, 2001). Ambas caracterizaciones emplean, entre otras,
la denominada propiedad de delegacién, que ya fue empleada por Lehrer en
1988 para obtener una caracterizacion del valor de Banzhaf sin utilizar el
axioma de aditividad.

En esta seccién presentamos otra caracterizacién del valor de Banzhaf-Owen
empleando el concepto de valor coalicional de Banzhaf. En el teorema 2.1.3
se vio una caracterizacién del valor de Owen empleando el concepto de valor
coalicional de Shapley.

En el primer capitulo se proporcionaron caracterizaciones de los valores de
Shapley y de Banzhaf en las que la tinica diferencia residia en que el valor
de Shapley satisface eficiencia mientras que el valor de Banzhaf satisface la
propiedad de poder total. El valor de Owen es una extensién del valor de
Shapley para juegos con uniones a priori. Este valor satisface las propiedades
de simetria en cada unién y simetria en el juego cociente, que se pueden inter-
pretar como una extensién de la propiedad de simetria que satisface el valor
de Shapley. Parece l6gico suponer que de modo similar, al introducir una
modificacién del valor de Banzhaf para juegos TU con sistema de uniones,
dicha modificacién deberia verificar la propiedad de simetria en el juego co-
ciente. Sin embargo, el valor de Banzhaf-Owen no verifica esta propiedad
como se comprueba en el siguiente ejemplo:
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Ejemplo 2.2.1 Considérese el juego TU (N,uy), donde N ={1,2,3,4,5} y
un es el juego de unanimidad de la coalicion total N. Tomando la estructura
de coaliciones P = {Py, P2}, donde P, = {1,2,3} y P» = {4,5} es facil
comprobar que el valor de Banzhaf-Owen para el juego (N, uy, P) es

U (N, uy, P) = (1/8,1/8,1/8,1/4,1/4).

El juego cociente uk; es el juego de unanimidad con conjunto de jugadores
M = {1,2}. En este juego, los dos jugadores son simétricos, pero en el juego
<N7uN>P) se tiene que Z ; <N7uN>P) 7é Z ; (N7uN7P)'

1€P 1€P

En primer lugar se introducird el concepto de valor coalicional, del que como
caso particular se obtendrfan el valor coalicional de Shapley y el valor coali-
cional de Banzhaf. Un valor coalicional de un determinado valor debe coin-
cidir con este valor si el sistema de uniones es el trivial, es decir, aquel en el
que cada jugador constituye una union.

Definicién 2.2.2 Dado un valor f sobre (N,v), un valor coalicional de f
es una aplicacion g que asigna a cada (N,v, P) € U (N) un elemento de R"
verificando que, para todo (N,v,P") € U (N),g(N,v, P") = f(N,v).

Definicién 2.2.3 Un valor coalicional de Banzhaf es una aplicacion | que
asigna a cada (N,v,P) € U(N) un elemento de R™ verificando que, para
todo (N,v,P") € U(N), f(N,v,P") = (N,v).

En la nueva caracterizacion del valor de Banzhaf-Owen se empleardn, ademés
del concepto de valor coalicional de Banzhaf, dos nuevas propiedades, deno-
minadas propiedad de indiferencia en las uniones y propiedad de juego co-
ciente para coaliciones formadas por un tnico jugador.

Definicién 2.2.4 Una solucion f : U (N) — R" satisface la propiedad de
indiferencia en las uniones (IU) si para todo juego (N,v,P) € U (N), para
toda union P, € P y para todo par de jugadores i,j € Py, (i # j) se verifica
que

fi (N;v, P) = fi (N,v, P_;).

Esta propiedad dice que si un jugador decide de modo unilateral dejar la
unién a la que pertenece, el pago obtenido por el resto de los jugadores de
dicha unién sigue siendo el mismo.
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Definicién 2.2.5 Una solucion f : U (N) — R™ satisface la propiedad
de juego cociente para coaliciones formadas por un tnico jugador (JCU) si
para todo jugador i € N, para todo P € P (i) y para todo juego (N,v, P) €
U(N), se tiene que

fi(N7'U7P) :fk: (M>'UP7Pm)7
donde k € M ={1,2,... ,m} es la union tal que P, = {i} .

Esta propiedad establece que si una coaliciéon a priori estd formada por un
tnico jugador, el pago obtenido por ese jugador coincide con el pago asignado
a la coalicién correspondiente en el juego entre uniones a priori.

Lema 2.2.1 FEl valor de Banzhaf-Owen es un valor coalicional de Banzhaf.

Demostracién
Dado (N,v, P") € U (N), se tiene que para todo 7 € N, se verifica que existe
ke{1,2,... ,n} tal que P, = {i}. Como m =ny p; = 1, entonces

WNe P = Y Y e (0(QUT U — 0(QUT)) =

RCM\k TCPy\i

3 s (S U~ 0(8) = B (Vo).

SCN\i

donde Q@ = |J P..O0

reR

Lema 2.2.2 El valor de Banzhaf-Owen verifica la propiedad de indiferencia
en las uniones.

Demostracion
Sea (N,v,P) € U(N),con P={P,Ps,...,P,}.
Dado P, € P e i,j € P, puede considerarse

P_; = {P_{,PZ’,... ,P,’nH},
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donde P/ = P, paratodol € {1,... ,k =1L k+1,... ,m}, P, =P\j, P, =
{j}.Si M'"={1,2,... ;m+ 1}, se tiene que

U;(No,Pj)= Y 2: ,1%,1(QUTUQ—MQUT»:

RCM'\k TCP! \z
(2.1)

Y Y o (QUT U —0(QUT)) = (N0, P),

RCM\k TCP\i

dondeen (2.1) Q = |J P.OI
reR

Lema 2.2.3 El valor de Banzhaf-Owen verifica la propiedad de juego co-
ciente para coaliciones formadas por un unico jugador.

Demostracion

Sea (N,v,P) € U(N), con P € P (i), es decir, P, = {i} para algin k €
{1,2,...,m}. Entonces, se tiene que

T, (N, v, P) Z

W(QUTUI) —v(QUT)) = (22)

Y e QU (@) = Y s (0 (RUK) = o (R)) =

RCM\k RCM\k

Bk (Mvvp) = \IIZ (M7UP7Pm)7

donde en (2.2) Q = |J P.OI
reR

En el siguiente resultado, se caracteriza el valor de Banzhaf-Owen como la
unica extensiéon posible del valor de Banzhaf al contexto de los juegos TU
con sistema de uniones verificando las dos propiedades anteriores.

Teorema 2.2.4 El valor de Banzhaf-Owen es el inico valor coalicional de
Banzhaf que verifica IU y JCU.
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Demostracion
Existencia:

En los tres lemas anteriores se demostré que el valor de Banzhaf-Owen es un
valor coalicional de Banzhaf y que satisface IU y JCU.

Unicidad:

Supéngase que existen dos valores coalicionales de Banzhaf f' y f? verifi-
cando IU y JCU.

Puede encontrarse entonces un juego (N,v) € TU (N), y para este juego,
una particion P = {P, Ps,...,P,} € P(N), con el maximo nimero de
coaliciones a priori tal que f} (N,v,P) # f?(N,v, P), para algtin jugador
1€ N.
Por ser ambas soluciones valores coalicionales de Banzhaf, necesariamente
m < n. Supéngase que i € P, entonces son posibles dos casos:

e |P;| =1, entonces P, = {i}.

Por la propiedad de juego cociente para coaliciones formadas por un tinico
jugador, se tiene que

fH(N,v, P) = fl (M, v", P™) y f? (N,v,P) = f? (M,v", P™).
Como f!y f? son valores coalicionales de Banzhaf
fH (M7, P™) = B, (M, v") = f7 (M, 0", P™),
y, por lo tanto, f!(N,v, P) = f?(N,v, P). Lo cual es una contradiccion.

e |P;| > 1, sea entonces j € Py, tal que j # i. Por la propiedad de
indiferencia en las uniones

fi (N,v, P) = f} (N,v, P_) y f} (N,v, P) = f2 (N, v, P_j).
Por la maximalidad de la particiéon P, se tiene que
fz’l (N7U7P*j) = fz2 <N7U7P,j)7
con lo que f!(N,v, P) = f2(N,v, P), lo que es absurdo.[]

M3ds adelante se comparardn, mediante un par de ejemplos, el valor de
Owen, el valor de Banzhaf-Owen y una nueva version coalicional del valor de
Banzhaf, que se introduce a continuacion.
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2.3 El valor de Banzhaf coalicional simétrico

En esta seccién se va a proponer y a caracterizar una extension alternativa
del valor de Banzhaf para la familia de los juegos cooperativos con utilidad
transferible y sistema de uniones. Este valor, al que denominaremos valor de
Banzhaf coalicional simétrico, satisface la propiedad de simetria en el juego
cociente. Algunos de los resultados de esta seccién y de secciones siguientes
aparecen en Alonso, Colmenero y Fiestras (2001) y Alonso y Fiestras (2001).

En primer lugar, se propondra una modificaciéon de la propiedad de poder
total, teniendo en cuenta que la existencia de uniones a prior: limita la coo-
peracién entre los jugadores. Para definir esta nueva propiedad se empleard
el concepto de valor coalicional y la propiedad de juego cociente.

Si quiere proponerse un valor f : U (N) — R" que satisfaga la propiedad
de juego cociente, debe cumplir que para cualquier juego (N, v, P) € U (N)
COHP:{P:[,PQ,... ,Pm},

S LN P)Y =33 fi(Noo, Py =Y fi (Mo”7, P™). (2.3)
1EN keM i€Py, keM

Si este valor es un valor coalicional de Banzhaf, debe coincidir con el valor
de Banzhaf cuando el sistema de uniones es el trivial, por lo tanto,

D fe (M P = B (M, 07). (2.4)

Como el valor de Banzhaf satisface la propiedad de poder total, se obtiene
la siguiente igualdad

> B (M0") _lez S [P(TUk) P (D], (25)

keM keM TCM\k

Considerando las igualdades (2.3), (2.4) y (2.5) se obtiene la siguiente propiedad,
a la que se denominaré propiedad del poder total coalicional.

Definicién 2.3.1 Una solucion [ : U(N) — R™ wverifica la propiedad
de poder total coalicional (PTC) si para todo (N,v,P) € U(N) con P =
{Py/k e M ={1,... ,m}} se cumple que

> fi(N.v,P)= 2m122 P(ruk)—of(1)].

iEN keM TCM\k
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Ahora, puede caracterizarse un nuevo valor en el siguiente resultado.

Teorema 2.3.1 Eziste una unica solucion f : U (N) — R" verificando las
propiedades de PT'C, JN,SU,SC y ADI. Esta solucion se denotard por Il
y se denominard valor de Banzhaf coalicional simétrico.

Dado un juego (N,v, P) € U (N), esta solucion asigna a cada jugador i € N
el nimero real

Hi<N7U7P) -

> Z 1t' p’“_f_l)((QUTuZ')—v(QuT)), (2.6)

RCM\k TCP; \z Pk

donde Q = |J P, y P; € P es la union tal que i € P.
reR

Demostracion

Existencia:

En primer lugar se comprobard que II verifica las propiedades enumeradas
en el teorema. Se comenzard con la propiedad de poder total coalicional.

Dado (N,v, P) € U(N), se tiene que

> I (N,v, P) =YY I (N,v,P) =

ieN kEM icPy

> 2. mlz y U k_t D QuTui)—vQuT). @7)

keM RCM\k i€ Py TC P \i

Dados P, € Py R C M\k, considérese Q) = |J P, y el juego TU (Pk, 17@) €
reR
TU (P), con funcién caracterfstica 99 (T') = v(QUT) — v (Q), para todo

T C Py.
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Entonces, el valor de Shapley de un jugador i € Py en el juego (Pk, 17Q) es
igual a:

i (P 9) = > tpe=t = 1) (69 (T Ui) — 3% (T)] = (2.8)

|
TCP\i Pk

Z th(pe —t —1)! W(QUTUI)—v(Q)— w(QUT)—v(Q))] =

|
TCP\i Pr:

> t(p, —t —1)! W (QUTUT) -2 (QUTY.

|
TCP,\i Pk

Por la eficiencia del valor de Shapley, se obtiene

Z% (P, 79) =59 (P) =v(QU Py) — v (Q) =

1€ Py

> 3 B t= U @urui - v U,

1€P, TCP\i
Insertando este resultado en la expresién anterior (2.7), se tiene que:

ZHi(N7U>P Z Z le QUPk)_U(Q)]

ieN keM RCM\k

2m12 > P (RUK) =" (R)].

keM RCM\k

A partir de la expresion (2.6) es facil comprobar que II verifica las propiedades
de jugador nulo y simetria en cada union.

Se ha demostrado que la cantidad total que obtienen los jugadores de Py es
igual a:

SO (N0, P) = 277}1 S [P (RUK =P (R, (29)

i€P, RCM\k
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Entonces, este valor satisface la propiedad de simetria en el cociente: dadas
dos uniones simétricas Py, P, € P, se tiene que vZ (RU k) = v¥ (RU s) , para
todo R C M\ {k, s} . Ademds, v" (RUk) = v (T Us),donde T = (R\s)Uk,
para todo R C M\k y s € R. De la expresion (2.9), se deduce que

> I (N,v,P)=> TI;(N,v, P).

i€ Py, JjEPs
Finalmente, la expresion (2.6) es lineal en v, y entonces, la solucién es aditiva.

Unicidad:

Es suficiente demostrar que cualquier solucién f que satisface las propiedades
enumeradas en el teorema coincide con II para los juegos de unanimidad.
La propiedad de aditividad y el hecho de que la familia de los juegos de
unanimidad constituyen una base de la familia de los juegos TU, garantizan
la unicidad de este valor.

Considérese un conjunto finito N y el juego de unanimidad ur, con 7' C N.
Dada una particion P = {Py, P, ..., P,,} € P (N) tomando

m(T)={j € M/P,AT #0} yT,=P,NT.

El juego cociente (M , u?) queda definido como

para todo R C M.

Supoéngase entonces una solucién f que cumpla las propiedades consideradas
en el teorema.

Como f satisface la propiedad de jugador nulo, f; (N, uy, P) = 0, para todo
jugador i ¢ T. Méds ain, por las propiedades de poder total coalicional,
jugador nulo y simetria en el juego cociente, se tiene que

Zfi(N7UT7P):{ 0 sik¢m(T)

1 .
P T St kem (T)
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para todo k € M.

Una solucién f que satisface la propiedad de simetria en las uniones, otorga
a todo jugador que pertenece a T}, la misma cantidad. Por lo tanto,

£ (N.u, P) 0  siigT
. u f— . .
AR s si i € T}

t;cQ\m(T)\*l

Por otro lado, si i ¢ T es facil probar que II; (N, up, P) = 0. Cuando i € T
entonces i € T, = TN P,y ur (QUSUI) —ur(QUS) = 1 siy sélo si
Q= U P-donde m(T)\k C RC M\k,y T;\i €S C P;\i. Por lo tanto, si

reR
; !
v €Ty,

1 sl(pp—s—1)! 1
IL; (N, ur, P) = Z Z om—1 ! — pom@)1
m(T)\kCRCM\k T/\iCSCPj\i k

En consecuencia, f y II coinciden para cualquier juego (N, ur, P) y la de-
mostracion queda finalizada.[]

Este resultado revela que las propiedades que satisface el valor coalicional de
Banzhaf simétrico y el valor de Owen son muy similares. La tnica diferencia
es que el primero verifica la propiedad de poder total coalicional, mientras
que el segundo satisface la propiedad de eficiencia. Nétese que esto estd en
correspondencia con las diferencias entre el valor de Banzhaf y el valor de
Shapley vistas en el primer capitulo.

Es interesante hacer notar que el valor de Banzhaf coalicional simétrico se
corresponde con un valor que consiste en repartir en el juego cociente de
acuerdo al valor de Banzhaf (expresién (2.9)) y dentro de cada una de las
coaliciones se reparte esta cantidad de acuerdo con el valor de Shapley (ex-
presién (2.8)). Nuestra intencién al definir este valor era obtener una nueva
extension del valor de Banzhaf que verificase las propiedades de simetria en
el cociente y juego cociente. Por lo tanto, esta nueva extensién del valor de
Banzhaf recoge algunas de las propiedades interesantes que satisface el valor
de Owen, a diferencia del valor de Banzhaf-Owen. M4s adelante, se hard una
comparacion de estos valores mediante un ejemplo.
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En el teorema 2.1.2 se vio una caracterizacién del valor de Owen empleando
la propiedad de monotonfa fuerte. De forma parecida, puede obtenerse otra
caracterizacion del valor de Banzhaf coalicional simétrico, sustituyendo la
propiedad de eficiencia por la de poder total coalicional, de la que se omite
la demostracién por ser similar a la de los teoremas 2.1.2 y 2.3.1.

Teorema 2.3.2 El valor de Banzhaf coalicional simétrico es la inica solu-
cion sobre U (N) wverificando las propiedades de PTC,SU,SC y MF.

En el teorema 2.1.3 se caracteriza el valor de Owen como el unico valor
coalicional de Shapley que satisface las propiedades de juego cociente y con-
tribuciones equilibradas en las uniones. Ahora, se va a probar que el valor
de Banzhaf coalicional simétrico satisface propiedades andlogas.

Lema 2.3.3 El valor de Banzhaf coalicional simétrico es un valor coalicional
de Banzhaf y satisface la propiedad de juego cociente.

Demostracion

(1) Dado un juego (IV,v) € TU (N), considérese el sistema de uniones trivial
P™ y el juego (N,v, P"). Como el cardinal de cada unién Py es igual a 1,
sustituyendo en (2.6), se obtiene que II; (N, v, P") = 3, (N, v). Esto quiere
decir que II es un valor coalicional de Banzhaf.

(2) De la expresién (2.9) se deduce que el valor de Banzhaf coalicional
simétrico satisface la propiedad de juego cociente.]

Lema 2.3.4 El valor de Banzhaf coalicional simétrico verifica la propiedad
de contribuciones equilibradas en las uniones.

Demostracion

Sea (N,v,P) € U(N), con P = {Py,P,,....,P,} y M = {1,2,... ;m}. Sea
PkGPez',jEPk.

Por la expresién (2.6) se tiene que

II; (N,v, P) =
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1

2. 2 iy, (pk_l) [v(QUT U ~v(QUT)] =

RCM\k TCP;\i
t

1 1 1

> D — [W(QUT U —v(QUT)] +
m—1 _

RCM\k TCP\{ij} 270 P (pkt 1)

111 |
RCM\kTCPNijjer < Pk (pk t >

111 |

Y. Y o PQUTUD) —w(QUT) +

ROM\KTCP gy P (p’“t )

111 o |
ROMETCRAGg) < PR (P

t+1

donde @@ = |J P,. Considerando ahora
reR

= {P{,PQ’,...,PT’HH},
donde P/ = B, para todo | € {1,..k—1,k+1,...,m}, P, = P\j,
P?Q"Hrl — {j} y M = {17277m+1}
Entonces, puede escribirse

Hz‘(N,’U,P_j) =

1 .
2. 2.3 pk_l(pk_2>[v(@umw—v(@um:

RCM'\k TCP]\i
t
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Z Z L1 k12) W(QUTUI) —v(QUT)] +

RCM\{k,m+1} TCP\{i.j} 2" p — 1 <p t

1 1 1

S B

RCM\k/m+1€R TCPy\{i,j} ;

1 1 1
Z Z — W(QUTUI) —v(QUT)]+
o - QmPk—l(Pk—2>

1 1 1 L .
Z Z = v (QUTU;jUL) —v(QUTUjY).
RCM L 2mp—1 (pk—2>

De esta forma:

Hz‘(N7U7P>_Hi<N7U7P—j) =

Z Z Ao (QUT U —v(QUT)] +

RCM\k TCP\{i,j}

oY APQUTUjU)—v(QUTUJ),

RCM\k TCP\{i,j}

donde
1 1 1 1 1 1

- 2m1p_k(pk—1> S omp—1 (pk—2>
t t

A
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11 1 1 1 1
2ntpy (P =1\  2mpy—1 (pp—2Y\
t+1 t
Puede escribirse Ay = B—C'y Ay = D—C' Se va a comprobar que A;+ Ay =
0, o lo que es lo mismo, que B+ D = 2C.

Ay

11 1 1
B+D=—— + —~

2=ty | (pe—1 pr— 1
t t+1

1 1t!(pk—t—1)!+(t+1)!(pk—t—2)!

2m=1 py, (px — 1)!

I 1t —t—=2)! (e —t—1)+(t+ Dt (pp —t—2)!

2m=1py, (pe — 1)!

I 1t(pe—t—2)!(pe—t—1+t+1)

2m=1 py, (px — 1)!

11 t(pp—t=2)
2 tpy =1 (px —2)!

2 1 1

2 p — 1 (pk—2)
t

HZ’<N,U,P)_H1‘(N7@7P—J'):

=2C.

Por lo tanto,

ALY ) wQUTUN)—v(QUT) -

RCM\k TCP\{i,j}
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A Y ) RQUTU U +0(QUTU).

RCM\k TCP\{i,5}

Como esta expresién depende de i del mismo modo que depende de j, en-
tonces se tiene que:

IL; (N,v, P) —II; (N, v, P_;) =11, (N, v, P) = II; (N, v, P_;)
y la demostracion estd finalizada.[]

Teorema 2.3.5 El valor de Banzhaf coalicional simétrico (I1) es el tinico
valor coalicional de Banzhaf que satisface las propiedades de CEU y JC.

Demostracion

Existencia:

Se sigue de los dos lemas anteriores que el valor de Banzhaf coalicional
simétrico es un valor coalicional de Banzhaf que satisface CEU y JC.

Unicidad:

La demostracion es inmediata empleando razonamientos similares a los uti-
lizados en Viazquez-Brage (1996), donde se demuestra que existe un tnico
valor coalicional de Shapley que satisface las propiedades de juego cociente
y contribuciones equilibradas en las uniones.[]

Puede encontrarse otra caracterizacion de II similar a la caracterizacion del
valor de Owen del teorema 2.1.4, empleando la propiedad de contribuciones
equilibradas en las uniones, sin verlo como un valor coalicional de Banzhaf.
Se omite la demostracién por emplear razonamientos similares a los de re-
sultados anteriores.

Teorema 2.3.6 El valor de Banzhaf coalicional simétrico es la inica solu-
cion sobre U (N) que verifica las propiedades de PT'C, JN,SC, ADI y CEU.

Empleando la propiedad de transferencia en lugar de la propiedad de aditivi-
dad, obtenemos una caracterizacién del valor de Banzhaf coalicional simétrico
para los juegos simples con uniones a priori. Esta caracterizacién es similar
a la obtenidad en Vézquez-Brage (1998), para el valor de Owen en juegos
simples.
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Teorema 2.3.7 El tnico indice de poder f : SU(N) — R™ que verifica
las propiedades de PTC, JN,SU,SC y TR es el valor de Banzhaf coalicional
stmétrico.

Demostracion

Existencia:

Se probé anteriormente que II satisface las cuatro primeras propiedades.
Ademsds, como se verifica que (vVw) + (vAw) = v+ w y II verifica la
propiedad de aditividad también satisface la propiedad de transferencia.

Unicidad:

Se sigue la demostracién utilizada por Dubey, (1975) para demostrar la uni-
cidad del indice de poder de Shapley-Shubik, teniendo en cuenta como se
vio anteriormente, que el valor de Banzhaf coalicional simétrico en juegos de
unanimidad estd caracterizado por las cuatro primeras propiedades.[]

También puede caracterizarse II para la familia de los juegos simples a partir
del teorema 2.3.5 en el que se caracteriza este nuevo valor como el tinico valor
coalicional de Banzhaf con las propiedades de contribuciones equilibradas en
las uniones y juego cociente.

Para finalizar esta seccién, se incluyen dos ejemplos en los que se comparan
los valores de Owen, Banzhaf-Owen y Banzhaf coalicional simétrico.

El Parlamento de las Islas Baleares

El Parlamento de las Islas Baleares estd constituido por 59 miembros, su
composicion resultante de las elecciones del 13 de junio de 1999 puede repre-
sentarse como [30; 28,16, 5,4, 3, 3] donde el jugador 1 es el PP, el jugador 2
es el PSOE, el jugador 3 es el PSM — EN, el jugador 4 es EU — EV, el
jugador 5 es UM vy el jugador 6 es el PACTE.

Las coaliciones minimales ganadoras son:

{PP,PSOE} , {PP, EU — EV} ,{PP, PACTE},{PP,UM}
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{PP,PSM — EN} y {PSOE,PSM — EN,UM,EU — EV, PACTE} .

Podrfa esperarse que la Presidencia del Gobierno estuviese ocupada por un
miembro del PP. El poder de los jugadores calculado mediante el indice de
poder de Shapley-Shubik () y el indice de poder Banzhaf-Coleman (), que
aparece en la Tabla 1, confirmaria esta hipétesis:

Tabla 1

Partido ©» I5;
PP 2/3 15/16
PSOE 1/15 1/16
PSM-EN 1/15 1/16
EU-EV  1/15 1/16
UM 1/15 1/16
PACTE 1/15 1/16

Puede presumirse la existencia de acuerdos entre los partidos de izquierda.
Adem3s, teniendo en cuenta las ideas regionalistas de PSM — EN y UM
puede asumirse que ambos constituirdn una unién. Entonces, se considera
que la estructura de uniones a priori serfa la siguiente:

P ={{PP},{PSOE,EU — EV,PACTE} ,{PSM — EN,UM}},

donde P, tiene 28 escanos, P, tiene 23 escanos y P; tiene 8 escanos.

Con este sistema de uniones, puede recalcularse el poder de cada partido
representado en este Parlamento por medio de indices de poder para juegos
con uniones a priori. En la Tabla 2, se presentan tres indices: el valor de
Owen (), el valor de Banzhaf-Owen (V) y el valor de Banzhaf coalicional
simétrico (IT).

Tabla 2

Partido 0] |\ II
PP /3 1/2 1/2
PSOE 1/9 1/8 1/6
PSM-EN 1/6 1/4 1/4
EU-EV 1/9 1/8 1/6
UM 1/6 1/4 1/4
PACTE 1/9 1/8 1/6
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Excepto para el PP, el poder total correspondiente a cada partido es mayor.
La coalicion de gobierno esta formada por los partidos de izquierda y por los
partidos regionalistas.

En este ejemplo, el valor de Owen y el valor de Banzhaf coalicional simétrico
reflejan la simetrfa existente entre las uniones en el juego cociente. El valor
de Banzhaf-Owen no satisface esta propiedad (por ejemplo, la segunda y la
tercera unién son simétricas, pero la segunda unién recibe 3/8 y la tercera
unién recibe 1/2).

El Consejo de la Unién Europea

El Consejo de la Unién Europea estd compuesto por un representante de
cada estado miembro, en estos momentos son 15 los estados miembros repre-
sentados en este Consejo.

Algunas de las decisiones que debe aprobar el Consejo de la Unién Euro-
pea tienen que ser por unanimidad (es necesario el voto favorable de los 15
miembros), mientras que otras se aprueban por mayoria simple (es suficiente
el voto favorable de 8 miembros).

Si representamos estas reglas de decisién mediante un juego simple, todos los
miembros en el Consejo son simétricos. El indice de poder de Shapley-Shubik
asigna en los dos sistemas de votacién un poder igual a 1/15, mientras que
el indice de poder de Banzhaf-Coleman asigna a cada estado una cantidad
igual a 1/2' cuando el sistema de votacién es por unanimidad y 3432/2
cuando el sistema de votacién es mediante mayorfa simple.

Pero, en muchas ocasiones, existe una estructura de cooperacién a priori
que permite considerar este Consejo como un juego simple con un sistema de
uniones. Por ejemplo, si se consideran tres uniones constituidas cada una de
ellas por 5 miembros, estd claro que todas las uniones son simétricas y todos
los jugadores que constituyen estas uniones también son simétricos.

En este contexto, hay dos niveles de negociacién, por ejemplo en el caso de
unanimidad, en una primera etapa sélo las decisiones de los representantes
de las 3 uniones son importantes y es mas facil alcanzar un acuerdo que en la
primera situacién donde era necesario el voto positivo de los 15 miembros. El
valor de Owen asigna en cada uno de los dos sistemas de votaciéon un poder
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de 1/15 a cada estado. Nétese que aunque la situacion es cualitativamente
diferente de la primera, porque existe una estructura de uniones a priori, el
valor de Owen coincide con el valor de Shapley tanto si el sistema de votacion
es por mayorfa o por unanimidad.

El indice de Banzhaf coalicional simétrico le asigna a cada estado miembro
un poder de 1/20, cuando el sistema de votacién es por unanimidad y 1/10
cuando el sistema de votacién es por mayoria simple de los estados miembros.
La suma de los indices de poder de los partidos que constituyen una unién
coincide con el indice de poder de Banzhaf-Coleman correspondiente en el
juego cociente. En el caso de unanimidad, el valor de Banzhaf-Owen le
asigna a cada estado un poder igual a 1/2° y un poder igual a 12/25 cuando
el sistema de votacién es por mayoria simple. A diferencia con el valor de
Banzhaf coalicional simétrico, en ninguno de los dos casos coincide con el
valor de Banzhaf de cada unién en el juego cociente.

2.4 El indice de poder de Deegan-Packel coa-
licional

En esta seccién y en la siguiente se van a proponer dos versiones coalicionales
del indice de poder definido por Deegan y Packel, para el caso en que junto
al juego simple, se tenga una particién del conjunto de los jugadores que de-
termine un sistema de uniones a priori. El indice de poder de Deegan-Packel
se basa en suponer que el comportamiento de los jugadores estd determinado
por tres condiciones: minimalidad, equiprobabilidad y solidaridad.

En la primera versiéon coalicional del indice de poder de Deegan-Packel, se
mantendran las condiciones de minimalidad y equiprobabilidad pero se intro-
ducird una modificacién en la condicién de solidaridad, teniendo en cuenta
que existe una particién del conjunto de jugadores. Se van a proponer dos
nuevas condiciones para sustituirla, que respetan la filosofia del indice de
poder de Deegan-Packel no coalicional. Estas nuevas condiciones son:

e Solidaridad entre uniones a priori: Las uniones a priori que
constituyen una coalicién “victoriosa” se dividen el “botin” a partes
iguales.
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e Solidaridad dentro de las uniones a priori: Los jugadores de una
union a priori que forman parte de una coalicién victoriosa dividen la
parte que les corresponde del “botin” a partes iguales.

Al igual que sucedia con la condicién de solidaridad, las nuevas condiciones
parecen razonables en multitud de ocasiones: la solidaridad entre uniones a
priori es una propiedad que determina que cada una de las uniones a priori
juega el mismo papel dentro de una coalicién minimal ganadora en la que
estén representadas; y la condicién de solidaridad dentro de las uniones a
priori establece que cada uno de los jugadores de una unién juegan el mismo
papel dentro de la coalicién minimal ganadora a la que pertenecen los citados
jugadores.

Definicién 2.4.1 Dado (N,v,P) € SU(N) con P ={P, B, ... ,P,}, se
define el indice de poder de Deegan-Packel coalicional de un jugador i € P,
como:

1 1 1
GNP =res 2 SR

SGMZ'(U)
donde M ={1,2,... ,m} ym(S)={j e M/P;nS # 0}.

Se puede comprobar que la definicién del indice ¢ para un jugador ¢ € Py
es consistente con las condiciones anteriores. Es evidente que, al igual que
el indice de poder de Deegan-Packel, verifica las condiciones de minimalidad
y equiprobabilidad. Para cada coalicién S € M; (v), el término

dica que aquellas uniones a priori que tienen al menos un Juga(ior en la
coalicién minimal ganadora S juegan el mismo papel. Asi pues, este indice
verifica la condicién de solidaridad entre uniones a priori. Ademds, el tér-
mino ﬁ indica que el pago para el jugador ¢ es el mismo que para los
restantes |S N Py| — 1 jugadores de S N Py. Por tanto, satisface la condicién
de solidaridad dentro de las uniones a priori.

Al igual que el indice de poder no coalicional, este indice tiene una inter-
pretacién probabilistica. Supongamos que el pago correspondiente a un ju-

gador ¢ € P, que pertenece a una coalicién minimal ga,nadora S'es (1 Sl Sm]‘Pk' ,

ya que todas las uniones representadas en S obtienen EIG s y la cantidad
obtenida por cada unién P, se la reparten los jugadores de S N P, de forma
solidaria. Si ademés todas las coaliciones minimales ganadoras tienen una
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probablhdad de formarse, la esperanza matemadtica del pago correspon-
diente al Jugador Z es precisamente (.

Otros valores coalicionales, como el valor de Owen o el valor de Banzhaf
coalicional simétrico, satisfacen la propiedad de simetria en el cociente. Sin
embargo, esto no ocurre para el indice de poder de Deegan-Packel coalicional,
va que la propiedad de minimalidad es incompatible con la propiedad de
simetria en el cociente. Se verd esto en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 2.4.1 Considérese el juego simple con conjunto de jugadores
N =1{1,2,3,4,5}, con sistema de uniones constituido por 3 uniones a priori
P = {P17P27P3} con P1 = {1},P2 = {2,3} Yy P3 = {4,5}, Yy CO’I’LjU’thO de
coaliciones minimales ganadoras M (v) = {{1,2},{1,3},{1,4,5}}.

En el juego cociente, que tiene como coaliciones minimales ganadoras a
M (v°) = {{P1, P2} . {P1, P3}}, las uniones a priori Py y P3 son jugadores
simétricos, por lo que cualquier valor que verifique la propiedad de simetria
en el cociente les otorgaria la misma cantidad a las dos uniones.

Sin embargo, esto no es compatible con la condicion de minimalidad, segin
la cual las tres coaliciones minimales ganadoras son equiprobables, por lo que
la probabilidad asignada a cada una de ellas es 1/3. Esto unido a las dos
condiciones de solidaridad determina que el “botin” que reciben Py y P3 no
puede ser el mismo. Puede comprobarse que para este juego, el indice ( es
wqual a

C(N,v,P)=(1/2,1/6,1/6,1/12,1/12).

Con este mismo ejemplo, se ve que el indice de poder de Deegan-Packel coa-
lictonal no verifica la propiedad de juego cociente. De acuerdo a este indice
de poder

3

> ¢ (N, P) =

1=2

c,olr—\

5
Z (N,v, P)
=4

Sin embargo, el indice de poder de Deegan-Packel (p) empleado para medir

el poder de cada union en el juego (M ,of ) asigna a las uniones Py y P3 el
valor 1/4.
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Para el indice de poder de Deegan-Packel coalicional, la simetria entre dos
uniones a prior: viene determinada por el “comportamiento simétrico” de
estas uniones en las coaliciones minimales ganadoras. Para caracterizar este
indice se introduce la definicién de uniones a prior: fuertemente simétricas,
que recoge las ideas incluidas en las condiciones de solidaridad entre uniones a
priori, minimalidad y equiprobabilidad. Antes de formalizar esta definicién,
es necesario introducir el siguiente concepto.

Definicién 2.4.2 Dado (N,v,P) € SU(N), con P = {P,Ps,... ,P,} y
una coalicion perdedora S C N\ Py, se dird que T C Py, con P, € P hace
minimal ganadora a S siv(SUT) =1 yv(SUR) =0, para toda coalicion
R C T. Es decir, todos los jugadores de T' son necesarios y suficientes para
convertir a S en una coalicion ganadora.

Definicién 2.4.3 Dado (N,v, P) € SU(N), con P={Py, P,... ,P,}, dos
uniones a priort Py, P; € P son fuertemente simétricas si dada una coalicion
perdedora S C N\ {P, P}, el nimero de subcoaliciones de Py, que hacen
minimal ganadora a S coincide con el nimero de subcoaliciones de P; que
hacen minimal ganadora a S. Es decir, dada S C N\ {Py, P;} conv(S) =0

los conjuntos:

Mp, (S)={T C P,/v(SUT)=1yv(SUR)=0,YRCT}

Mp, (S)={L C P;j/v(SUL)=1yv(SUF)=0,YF C L}
tienen el mismo cardinal.

Vamos a reformular la propiedad de fusién en el contexto de los juegos simples
con uniones a priori (emplearemos el mismo nombre para designarla). Asi,
diremos que dos juegos simples con uniones a priori (N,v,P) y (N,w, P)
son fusionables si lo son los juegos simples (N,v) y (N, w).

Fusién (FUS). Un indice de poder f : SU (N) — R" satisface la propiedad
de fusién si para todo par de juegos simples con uniones a priori (N, v, P) y
(N, w, P) fusionables, se tiene que

_ M @)[f (N, v, P) + [M (w)| f (N, w, P)

f(N,vVw,P)= 2 (0 v )| :




El indice de poder de Deegan-Packel coalicional 71

Antes de caracterizar el indice de poder de Deegan-Packel coalicional, se in-
troduce la siguiente propiedad, a la que se denominara propiedad de simetria
fuerte, basada en la condicién de solidaridad entre uniones a priori. Segun
esta propiedad dos coaliciones fuertemente simétricas reciben el mismo pago.

Definicién 2.4.4 Un indice de poder f : SU (N) — R™ verifica la propiedad
de simetria fuerte (SF') si para todo (N,v, P) € SU(N) y para todo par de
coaliciones fuertemente simétricas Py, P; € P se cumple que

> fi(No,P)=>"fi(N,v,P).

1€ Py iEP]‘

Teorema 2.4.1 El dnico indice de poder [ : SU (N) — R"™ que satisface
las propiedades de JN,SU, SF, EFI y FUS es el indice de poder de Deegan-
Packel coalicional.

Demostracion

Existencia:
Sea (N,v,P) € SU(N), con P={P,,Ps,....P,} y M ={1,2,....m}.

Se va a probar que el indice de poder de Deegan-Packel coalicional verifica
las propiedades enunciadas en el teorema.

Si i € N es un jugador nulo entonces M; (v) = (), por lo que ¢, (N,v, P) =0
ya que no hay ningin término en el sumatorio.

Si dos jugadores i, j € Py son simétricos, entonces:

1 1 1
¢; (N, v, P) = ¢; (N, v, P) = > -
M )] 4 S0 [ NSO P

1 Z 1 1
B 2y N T
Existe una biyeccién entre los conjuntos M; (v) \M, (v) y M; (v)\M; (v) ya
que si una coalicion S € M;(v)\M;(v) entonces T = S\i U j
€ M,;(v)\M, (v) y, reciprocamente si T € M, (v)\M;(v) entonces



N
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S = T\jUi € Mw)\M,;(w). Como |m(S)| = |m(T)| y |SN P
= |T'N Py se tiene que ¢, (N, v, P) — ¢; (N,v, P) = 0.

Para cualquier unién P, € P, se tiene que

> G(Nv, P) |M ] 2= Z ||SﬂPk|

1€Py 1€P, SeM;(

Dada una coalicién S € M; (v), con i € Py hay exactamente |S N P| térmi-
nos que contribuyen a la suma anterior como | Ml(v)‘ \m(15)| | SmlPk|7 por lo que al
sumar en P se obtiene

1
2 P) =y

1€ Py

1
Z Tk (2.10)

SeMp, (v)
siendo Mp, (v) ={S € M (v) /SN P, #0}.

Sean Py, P; € P un par de uniones a priori fuertemente simétricas. Se tiene
que:

1
ZCi(NvUvP)_ZCi(NvU7P)_ |M<U)|

1€ Py iGPj

1
2 m ()]

SEMp, (v)\Mp, (v)

1 1
[ M (v)] 2 Im (5

S'€Mp, (v)\Mp, (v)
Existe una biyeccién entre Mp, (v) \Mp, (v) y Mp, (v) \Mp, (v) ya que para
cada coalicién S € Mp, (v) \Mp, (v) ex1ste una unica coalicién 7' C P;, tal
que 8" =TUS\(SNF) € Mp] (v)\Mp, (v), por ser P,y P fuertemente
simétricas. Ademds, se tiene que |m (S)| = |m (S”)|. De modo similar, dada
S" € Mp, (v) \Mp, (v) existe una tunica coalicién S € Mp, (v) \Mp, (v) tal
que |m(S)’ = |m(Sl)| , por lo que Z G (N7U7P) - Z ¢ (N7U’P) = 0.

iE€EP, icP;

Para probar la eficiencia, considérese una coalicién S € M (v) y todos los tér-

minos de lasuma ) (; (N, v, P) en los cuales interviene S. Hay precisamente
iEN
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|S| términos (uno para cada i € S), de los cuales |S N Pg| términos son de
la forma ‘Ml(v)‘ \m(15)| |Sﬁ1Pk| para cada k € m (S). Entonces cada k € m (S5)

. 1 .
contribuye con o @ & la suma total, como hay precisamente |m( )|

términos de esa forma, se ve que cada S € M (v) contribuye con ol M( 5 ala

suma. Como hay |M (v)| contribuciones, se tiene que Y ¢, (V,v, P) = 1.
i€N

Finalmente, el valor propuesto verifica la propiedad de fusién ya que para
todo k € M, para todo jugador i € Py, y para todo par de juegos (N,v, P) y
(N, w, P) fusionables se tiene que

1 1 1

SeM;(vVw)

1 1 1
[M (v Vw)] z:| ()HSHH:+ E: SINSNAl|

SeM;(v SeM;(w

|M(U)|gi(N7U7P)+|M(w>|gi<N7wﬂp>
M (vV w)| '

Unicidad:

Se probard, en primer lugar, que cualquier indice de poder f que verifique
las propiedades del enunciado del teorema, coincide con ( en los juegos de
unanimidad.

Dado un juego de unanimidad ug, es evidente que |M (ug)| = 1 ya que

Para un juego de unanimidad ug, dos uniones a priori Py, P; € P tales que
SNP, # 0y SNP; #10, son fuertemente simétricas. Si un jugador i ¢ S,
entonces ¢ es un jugador nulo.

Por las propiedades de eficiencia, jugador nulo, simetria dentro de las uniones
y simetria fuerte se tiene que:

L1 siieSNP,
(N, ug, P) = { M)Al Y
fi (N, us, P) { 0 siidS
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por lo tanto, coincide con ( en los juegos de unanimidad.

Consideremos ahora un juego (N, v, P) € SU (N) con conjunto de coaliciones
minimales ganadoras M (v) = {57, S5%,...,.S,} (por lo tanto, |M (v)| = p).
Entonces v = ug, Vug, V...V ug,.

Por medio del axioma de fusién se tiene que:

fi (N0, P) = ,M—l()' > I (s ) (Y. ) =

1 1 1
=C(N.v, P
O] mEEnE] =P
SeM;(v)

en donde se ha utilizado la expresién de f obtenida anteriormente y el hecho
de que |M (ug, )| = 1.0

En secciones previas de este capitulo se presentaron caracterizaciones del
valor de Banzhaf-Owen y del valor de Banzhaf coalicional simétrico emplean-
do el concepto de valor coalicional de Banzhaf. Mds adelante, se obtiene una
nueva caracterizacion para el fndice de poder de Deegan-Packel coalicional
usando la propiedad de valor coalicional de Deegan-Packel.

En primer lugar, se demostrarda que este fndice, al igual que el valor de
Owen y el valor de Banzhaf coalicional simétrico satisface la propiedad de
contribuciones equilibradas en las uniones. Ademds, se prueba que es un
indice de poder coalicional de Deegan-Packel, es decir, coincide con el indice
de poder de Deegan-Packel si el sistema de uniones es el trivial.

Lema 2.4.2 El indice de poder de Deegan-Packel coalicional verifica la pro-
piedad de contribuciones equilibradas en las uniones.

Demostracion
Sea (N,v,P) € SU(N),con P={P,Ps,...., P} y M ={1,2,....m}.

Sean P, € P e i,j € Pj. Puede considerarse entonces la particion P_; =
{P{,P;,.., P} donde P/ = P, para todo | € M\k, P, = P,\j y Pl =
{J}-
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Dada una coalicion S, m(S) = {le{1,2,..m}/PNS#0D} vy
m'(S) = {le{1,2,..,m+1} /P NS # 0} . Obsérvese que para cualquier
S C N\j, se tiene que m (S) = m/ (9).

Ci(N/UaP)_Ci(Na'U;P*j):

1 1 1 1 1 1
| M (v)] 2 m (S) 1SN Pl [M (v)] 2 m (SIS N BT

SeM;(v)

1 1 1 1 1
_l’_
MO |y 2oty RGBT, 2 TSR
1 1 1 1 1
— -
MO |2ty o ORI 20 T BB

En la expresién anterior, téngase en cuenta que si S € M, (v)\M, (v),
Im (S)| = |m/ (9)] y|S NP =[S N P]|, mientras que si S € M; (v)NM; (v),
[m () = |m" (9)] =1y [SN B =[SNF[+1.

De aqui se deduce que:

Ci(N/UaP)_Ci(Na'U;P*j):

1 11
| M (v 2 m (S|SB

) SeM;(v)NM;(v)

1 1 1
|M (v Z )|m(S)|+1|SmPk|—1‘

( )l SeM;(v)NM; (v

Como esta expresion depende de 7 del mismo modo que depende de j, en-
tonces se tiene que:

gi(N,U,P)—Ci(N,U,P_]‘):gj(N,U,P)—Cj(N,U,P_Z‘).D

Lema 2.4.3 El indice de poder de Deegan-Packel coalicional es un indice de
poder coalictonal de Deegan-Packel.
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Demostracion

Sea (N,v, P") € SU (N), dado un jugador i, se tiene que existe un tnico k €
{1,2,... ,m} tal que P, = {i} ysi S € M; ( ), m (S)| =S|y [SN Pyl =1.
Entonces:

ny __ 1 _ I L =
Cz(vavp)_|M(v)| Z |m (S)| |S N Pyl

Y = (V) O

)] 2= 19

En el ejemplo 2.4.1 se demostré que el indice de poder de Deegan-Packel
coalicional no verifica la propiedad del juego cociente. Se va a definir para
cada juego (N,v,P) € U(N) una “familia de juegos cociente asociada”.
El cardinal de esta familia es |M (v)|, el nimero de coaliciones minimales
ganadoras.

Definicién 2.4.5 Dado (N,v,P) € SU(N) con M (v) = {51,5%,..., Sp}
y P =A{P,Ps,...,P,}, se define la familia de juegos cociente asociada a
(N,v, P) como { (M, tns )}SeM donde M = {1,2,... ,m} y uns) es el
Juego de unanimidad en m (.S).

El subconjunto de M que representa a una coaliciéon S € M (v), en el juego
entre uniones a priori, es m(S), ya que ahora cada unién a priori es un
unico jugador. Parece légico que exista una relaciéon entre lo que ganan los
jugadores de una unién en el juego inicial y lo que gana esta unién en la
familia de juegos cociente asociada. Teniendo en cuenta que por la condi-
cion de equiprobabilidad, todas las coaliciones minimales ganadoras tienen
la misma probabilidad de formarse, se propone la siguiente propiedad, a la
que se denominard propiedad de la familia de los juegos cociente asociada.
Esta propiedad establece que lo que gana una unién en el juego inicial es lo
mismo que la media de lo que gana la unién en la familia de juegos cociente
asociada.

Definicién 2.4.6 Un indice de poder f : SU (N) — R™ verifica la propiedad
de la familia de los juegos cociente asociada (JCA) si para todo juego (N, v, P)
€ U(N) y para todo P, € P se cumple que

> fi(Nv,P) = |M kaMum(S),P).

i€ Py SGM( )
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Esta propiedad tiene una interpretacion probabilistica. Dado (N,v, P) €
SU (N), si el pago correspondiente a la unién P, € P en el juego asociado
a una coalicién S € M (v) es f (M s Um(S), Pm), como todas las coaliciones
minimales ganadoras de (N, v) son equiprobables, entonces la esperanza de
las cantidades anteriores es el pago que recibirdn los jugadores que forman
la unién P,.

Con las propiedades anteriores, se obtiene la siguiente caracterizacién del
indice de poder de Deegan-Packel coalicional.

Teorema 2.4.4 FEl indice de poder de Deegan-Packel coalicional es el 1inico
indice de poder coalicional de Deegan-Packel que verifica CEU y JCA.
Demostracion

Existencia:

En los lemas 2.4.2 y 2.4.3 se demostré que el indice de poder de Deegan-
Packel coalicional verifica CEU y que es un valor coalicional de Deegan-
Packel, respectivamente.

En la expresion (2.10) se vio que, dado (N, v, P) € SU (N), para P, € P se
tiene que:

1 1
2 GWwP)=res D

i€ Py
Por otra parte,

1 1 1
i) 2 e M P = ren 2 gy

SeM(v) gey%
NPy

con lo que quedaria demostrada la existencia.
Unicidad:

Supéngase que existe otro indice de poder coalicional de Deegan-Packel f,
distinto de (, verificando las propiedades de la familia de juegos cociente
asociada y contribuciones equilibradas en las uniones.
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Puede encontrarse entonces (N,v) € SI(N)y P = {P,Ps,... ,P,} €
P (N) con el méximo nimero de uniones tal que f (N, v, P) # ¢ (N,v, P).
Este numero m necesariamente tiene que ser menor que n porque ambos
indices son indices de poder coalicionales de Deegan-Packel.

Por la propiedad de la familia de juegos cociente asociada, para todo P, € P,
se tiene la siguiente igualdad

1
Zfi(va7P)_W

1€ Py

Z fk (M, um(g),Pm) .

SeM(v)
Como f y ¢ son dos indices de poder coalicionales de Deegan-Packel

fk (M7 um(S)JPm) = Ck (M7um(5)7pm) = Pk (Mvum(S)) , para todo k € M7

y, por lo tanto,

> fi(Nwu,Py=Y ¢ (Nv, P),

1€P;, 1€EPy,

es decir, los dos indices coinciden en las uniones.

El resto de la demostraciéon de la unicidad es idéntica a la de los teoremas
2.1.3 y 2.3.5, por lo tanto, se omite.[]

2.5 El indice de poder de Deegan-Packel coa-
licional simétrico

A continuacién, se va a proponer otra extensiéon del indice de poder de
Deegan-Packel que a diferencia del indice de poder de Deegan-Packel coa-
licional, satisface la propiedad de simetria en el juego cociente.

De las tres condiciones en las que se basa el indice de poder de Deegan-Packel:
minimalidad, equiprobabilidad y solidaridad, las dos primeras se mantenfan
en el indice de poder de Deegan-Packel coalicional, mientras que la condicién
de solidaridad se sustitufa por las condiciones de solidaridad entre uniones a
priori y solidaridad dentro de las uniones a priori.
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En esta version coalicional del indice de poder de Deegan-Packel se mantienen
estas dos condiciones de solidaridad, pero se modificard la condiciéon de mi-
nimalidad y se sustituira la condicién de equiprobabilidad por dos nuevas
condiciones. Asf se tiene:

e Minimalidad en el juego cociente: Sélo originan una “victoria” las
coaliciones minimales ganadoras, cuyo representante en el cociente, es
decir, aquellas uniones a priori con algin jugador en dicha coalicién,
sea una coalicién minimal ganadora en el juego cociente.

e Equiprobabilidad entre coaliciones minimales ganadoras en el
cociente: Todas las coaliciones minimales ganadoras en el juego co-
ciente son equiprobables.

e Equiprobabilidad entre coaliciones minimales ganadoras “idén-
ticas en el cociente”: Todas las coaliciones minimales ganadoras,
cuyo representante en el cociente es la misma coalicién minimal ganadora
en dicho juego cociente, son equiprobables.

En el siguiente ejemplo se hard una interpretacién de estas condiciones:

Ejemplo 2.5.1 Supdngase un juego simple (N,v) con N = {1,2,3,4,5,6}
Yy M (U) = {Sl, 527 Sg, 54} donde Sl = {]_, 2} s Sg = {]., 3, 4} s S3 = {]., 5, 6} s
Sy ={1,3,5} y S5 ={2,3,4,5,6}. Si en este juego estd definido un sistema
de uniones a priori P = { Py, P, P3} donde P, = {1},P, ={2,3,4} y P; =
{5,6}, el juego cociente (M P ) tiene como coaliciones minimales ganadoras
a: {{P1, P2} ,{P1, P3s} ,{P, Ps}}.

Las condiciones anteriores establecen:

Por la condicion de minimalidad en el juego cociente la coalicion minimal
ganadora Sy no origina una victoria porque su representante en el cociente,
{P1, Py, Ps}, no es una coalicion minimal ganadora en el juego cociente.

Por la condicion de equiprobabilidad entre coaliciones minimales ganadoras
en el cociente { Py, Py} ,{ P\, P3s} y { P, P3s} son equiprobables.

Finalmente, por la condicion de equiprobabilidad entre coaliciones minimales
ganadoras idénticas en el cociente, las coaliciones S1 y Sa que dan lugar a
{P1, Py}, una coalicion minimal ganadora en el cociente, son equiprobables.
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A continuacién, se propondrd un nuevo valor que sea consistente con las
condiciones anteriores. En primer lugar, se introduce la notacién necesaria.

Dado un juego (N,v,P) € SU(N), con M (v) = {S1,5,...,5}, P =
{Pl,Pg,...,Pm}yM:{l,Q,...,m}:

e Se denotard por M (UP ) el conjunto de coaliciones minimales ganadoras
en el juego cociente, es decir,

M (v") ={R C M/v” (R) =1y v" (R') =0 para todo R’ C R} .

e Dada una union a priori k € M se denotard por M, (UP ) el conjunto de
coaliciones minimales ganadoras en el juego cociente a las que pertenece

k.

e Se denotard por M (v, P) el subconjunto de M (v) formado por aquellas
coaliciones cuyo representante en el juego cociente sea una coalicién
minimal ganadora, es decir,

M (v,P)={S €M (v)/m(S)eM((x")}.

e Dado S € M (v, P), se denotard por P (S) el subconjunto de coaliciones
S" € M (v, P) que tienen el mismo representante en el juego cociente,
es decir, que cumplen que m (S) =m (5').

e Dado i € N, se denotard por M; (v, P) el subconjunto formado por las
coaliciones de M (v, P) a las que pertenece i, por lo tanto,

M; (v,P)={S €M (v,P)/icS}t={SeM@)/m(S)eM(")}.

Empleando la notacién anterior, se define un nuevo indice de poder, al que
se denominaré indice de poder de Deegan-Packel coalicional simétrico.

Definicién 2.5.1 Dado (N,v, P) € SU (N), se define el indice de poder de
Deegan-Packel coalicional simétrico de un jugador i € P, como:

1 1 1 1
MNP =mreE 2 BElmeseer oW
SeM;(v,P)
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Este indice A es consistente con las condiciones que se establecieron anterior-
mente: Solo las coaliciones minimales ganadoras que originan una coalicién
minimal ganadora en el juego cociente tienen influencia, (minimalidad en
el juego cociente) y, teniendo en cuenta la cantidad Wip)', todas ellas son
tratadas de forma equiprobable (equiprobabilidad entre coaliciones minimales
ganadoras en el juego cociente). Todas las coaliciones que originan la misma
coalicién minimal ganadora en el cociente son tratadas del mismo modo ZEI P( S
(equiprobabilidad entre coaliciones minimales ganadoras idénticas en el co-
ciente). Finalmente, como ocurria para el indice de poder de Deegan-Packel
coalicional (, el indice de poder de Deegan-Packel coalicional simétrico A,

cumple las condiciones de solidaridad entre uniones a prior: (WIS)\> y soli-

daridad dentro de las uniones a prior: (ﬁ) :

Este indice también tiene una interpretacién probabilistica. Supongamos que
el pago correspondiente a un jugador i € P, que pertenece a una coalicién
minimal ganadora S cuyo representante en el cociente sea minimal ganadora
es WI)HSrw—lPV ya que todas las uniones a priori representadas en S ob-
tienen ‘m(l SR la cantidad obtenida por cada unién P, se la reparten de
forma solidaria los jugadores de S N P;. Si ademds una coalicién minimal
ganadora S cuyo representante en el cociente sea minimal ganadora tiene
una probabilidad { M( RICEG] P( 5] de formarse, la esperanza matemética del pago

correspondiente al jugador 7 es precisamente A;.

A diferencia con el indice de poder de Deegan-Packel coalicional, se verd
mas adelante que el indice de poder de Deegan-Packel coalicional simétrico
satisface la propiedad de simetria en el cociente. Teniendo en cuenta la
influencia del juego cociente en la definicién de este indice de poder, para
caracterizarlo se van a emplear dos propiedades de fusién; una en el cociente
y otra, dentro de las uniones a priori.

Definicién 2.5.2 Dos juegos (N, v, P),(N,w, P) € SU (N) son fusionables
en el cociente st para cualquier par de coaliciones R € M (UP ) y R €
M (wP) , se tiene que R ¢ Ry R' ¢ R. En este caso, es facil comprobar que
M (vPvw?) =M <(U\/w)P> =M (v")UM (w”) con M (v7)NM (w”) =
0.

Es decir, dos juegos simples con uniones a priori son fusionables en el co-
ciente, si son fusionables los juegos cocientes asociados.
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Definicién 2.5.3 Dos juegos (N,v, P), (N,w, P) € SU (N) son fusionables
en uniones a priori si los juegos (N,v) y (N,w) son fusionables y, ademds,
dadas dos coaliciones S € M (v) y T € M (w), se tiene que m (S) =m (T).

Para que dos juegos simples con uniones a priori sean fusionables en uniones a
priori, es necesario que el conjunto de uniones con representantes en cualquier
coalicion minimal ganadora de ambos juegos sea el mismo, es decir, si dos
juegos (N,v, P),(N,w,P) € SU(N) son fusionables en uniones a priori
implica que vI = w” = up, para algin R C M, pero el reciproco no es
cierto, en general. Noétese también que dos juegos (N,v, P),(N,w,P) €
SU (N) fusionables en el cociente no son fusionables en uniones a priori
y, reciprocamente. Teniendo en cuenta las dos definiciones anteriores, se

enuncian las siguientes propiedades.

Definicién 2.5.4 Un indice de poder f : SU (N) — R™ verifica la propiedad
de fusion en el cociente (FUSC') si para cualquier par de juegos fusionables
en el cociente (N,v, P),(N,w, P) € SU (N) se cumple que

_ M) (N0, P) + [M (wF)] f (N, w, P)

f (N, (vVw),P) [M(0P V wP)]

Definicién 2.5.5 Un indice de poder f : SU (N) — R™ verifica la propiedad
de fusion en uniones a priori (FUSU) si para cualquier par de juegos fusio-
nables en uniones a priori (N,v, P),(N,w, P) € SU (N) se cumple que

_ M )| f (N,v, P) + M (w)] f (N, w, P)

f(N,vVw,P)= M 0V )] .

Si la solucién buscada satisface la condicién de minimalidad en el cociente,
hay que tener en cuenta que algunas coaliciones minimales ganadoras en el
juego original no tendrén influencia si su representante en el juego cociente
no es minimal. Se verd en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 2.5.2 Supéngase un juego (N,v,P) € SU(N) en el que N =
{1,2,3,4} , M (v) = {S1,5} donde S; = {1,2} y So = {1,3,4} y P =
{Py, P2, Ps} donde P, = {1}, P, = {2,3} y P; = {4}. Al pasar al juego
cociente los representantes de Sy y Sy son { Py, Po} y { Py, Py, Ps} respectiva-
mente. Como el sequndo representante no es una coalicion minimal ganadora

una solucion f que satisfaga la condicion de minimalidad en el juego cociente
deberia cumplir que f (N,v, P) = f (N,w, P), donde M (w) = {5} .
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La siguiente propiedad, a la que se denominard propiedad de independencia
de coaliciones ganadoras no minimales en el cociente se basa en el efecto nulo
que en el resultado final del juego tienen las coaliciones minimales ganadoras
en el juego original cuyo representante en el cociente no es minimal ganadora.

Definicién 2.5.6 Un indice de poder f : SU (N) — R™ verifica la propiedad
de independencia de coaliciones ganadoras no minimales en el cociente (I MC')
si dado (N,v, P) € SU (N) con alguna coalicion S € M (v) tal que m (S) ¢

M (UP) entonces se cumple que
f(N?/U7 P) = f(N7/U§? P) Y
donde M (v&) = M (v)\S.

En el siguiente resultado se caracteriza el indice de poder de Deegan-Packel
coalicional simétrico.

Teorema 2.5.1 El tnico indice de poder f : SU(N) — R™ que satisface

las propiedades de JN,SU,SC, EFI,IMC FUSC y FUSU es el indice de
poder de Deegan-Packel coalicional simétrico.

Demostracion
Sea (N,v,P) € SU(N), donde P ={P,P,,...., P,} y M ={1,2,...m}.
Existencia:

Se va a probar que el indice de poder de Deegan-Packel coalicional simétrico
A verifica las propiedades anteriores.

Sii € N esun jugador nulo, entonces M; (v, P) = ), por lo que A; (N, v, P) =
0, ya que no hay ningiin término en el sumatorio.

Si dos jugadores 7, j € Py son simétricos, entonces:

AZ‘(N,U,P)—AJ'(N,U,P):

1 1 1 1
|M (v7)] 2 [P (S m(S)ISN P

SeM;(v,P)\M;(v,P)
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1 Z 1 1 1

Iy Tawel :

TP gy 2 gy TE NS 50
Existe una biyeccién entre M; (v, P)\M, (v, P) y M, (v, P)\M; (v, P) ya
que si una coaliciéon S € M; (v, P)\M, (v, P) entonces S’ = (S\i) Uj €
M; (v, P)\M; (v, P) y, reciprocamente, si 5" € M; (v, P) \M; (v, P) entonces
S = (5"\j) Ui € M; (v, P)\M; (v, P). Como |m (S)| = |m (5)|,|P(S)| =
|P(S")] y |S NP =1|5"N Pyl se tiene que A; (N, v, P) — A; (N,v, P) =0.

Dada una unién P, € P, se tiene que

1 1 1
ZAz‘(Nuv»P) Z Z |P(S)||m (S)||S N Pyl

1€Py, ZGPk SeM,;(v,P)

Dado S € M; (v, P), con i € P, hay exactamente |S N Pg| términos que
. 1 1 1
contribuyen a la suma total como WP TP e Por lo que al sumar en

P, se obtiene

1 1
2 N (Now P)= |M(UP)| > TPEmE

2, PN S)
SNPL#)
1 1
- iy (2.12)
A, 2 TA
k(v")

Es decir, la cantidad que asigna la solucién A a una unién P, € P coincide
con el indice de poder de Deegan-Packel del jugador k£ € M en el juego
cociente, como el indice de poder de Deegan-Packel es simétrico, se tiene que
si dos uniones Py, P; € P son simétricas en el cociente, se verifica que

> A (N,v, P) =) A (N,v, P),
i€Py i€P;

con lo que el indice A satisface la propiedad de simetria en el cociente. De
(2.12) se deduce ademds que el indice de poder de Deegan-Packel coalicional
simétrico satisface la propiedad de juego cociente.

Como el indice de poder de Deegan-Packel coalicional simétrico satisface la
propiedad de juego cociente y el indice de poder de Deegan-Packel es eficiente,
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se tiene que el indice de poder de Deegan-Packel coalicional simétrico satisface
la propiedad de eficiencia.

Se va a probar que A satisface la propiedad de independencia de coaliciones
ganadoras no minimales en el cociente: si (N,v, P) € SU(N) es tal que
existe S € M (v) tal que m (S) ¢ M (v”) y tomamos v§ como el juego tal
que M (v5) = M (v)\S, se tiene que M (v, P) = M (v§, P) y |M (vF)] =
‘M (ng ) . Por lo tanto, a partir de la expresién (2.11), en la definicién 2.5.1

A(N,v,P)=A(N,vg, P).

El indice A satisface la propiedad de fusién en el cociente ya que dado un par
de juegos (N,v, P),(N,w, P) € SU (N) fusionables en el cociente, se tiene
que para todo jugador i € P

1 1 1 .
A; (N, . P) = )
( vV w ) ‘M <(U \/U))P>‘ SEMZ.(;/U;,P) |P(S)| |m (S)’ |Smpk|

M vlvw SGZ |P<15>||m}5>|\sripk\+
1 ((0vu)”)]

M; (v,P)

1 oL 1
|M (v7)| A (N, v, P) + | M (wF)| A (N, w, P)
[M (" vV wP)|
El valor propuesto verifica la propiedad de fusién en uniones a priori, ya
que dado un par de juegos (N,v,P),(N,w,P) € SU(N) fusionables en
uniones a priori, se tiene que |M (vF)| = |M (wP)| = ‘M ((v\/w)P>‘ —
1. Ademds, para cualquier S € M (v),|P(S)| = |M (v)|, para cualquier
S € M(w),|P(S)| = |M(w)| y para cualquier S € M (vVw),|P(S)| =
|M (vVw)| =|M )|+ |M(w)|. Por tanto

1 1 1 L
A; (N, ) = B
v ‘M <(v\/w)P>‘ SGM%\:/w,P) [P (S)|Im (S)] SN Pyl
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1 1 1
[M (v Vw)] 2 m (S) 1SN P

SeM;(vVw,P)

1 1 1 1 1
vl | p> -
MV |y iz, ImOISAR] T e T ()5 P

|M ()| A (N, v, P) + |M (w)| A (N, w, P)
[ M (v Vv w)]

Unicidad:

Supéngase que existe otro indice f verificando las propiedades enumeradas
en el enunciado del teorema. Considérese un juego (N,v, P) € SU (N) y sea
M (v) = {51, 52, ..., Sp} el conjunto de coaliciones minimales ganadoras (por
lo tanto, |M (v)| = p). Teniendo en cuenta que este indice f satisface IMC
puede suponerse que el representante en el juego cociente de cada coalicion
S € M (v), es una coalicién minimal ganadora en (M,v").

En primer lugar, se verd que f y A coinciden en cualquier juego de unani-
midad. Sea (N,ug, P) con S C N. En este caso, es evidente que |M (ug)|
=1, porque M (ug) = {S}.

Ademds, dos uniones a priori P, P; € P tales que SN P, #0y SNP; #0,
son simétricas en el cociente. Si un jugador ¢ ¢ S, entonces i es un jugador
nulo.

Por las propiedades de eficiencia, jugador nulo, simetria dentro de las uniones
y simetria en el cociente se tiene que:

—=—1— siie SNP
(N P) = [m(S)| |SNPy| st
fi(N,us, P) { 0 sii¢ S

expresion que coincide con A; (N, ug, P).

Consideremos la particién de M (v) dada por {T},T5,... ,T,} de tal forma
que dos coaliciones S;, Sy € M (v) estdn en el mismo elemento de la particion,
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Ty, siy solo si m (S;) = m (Sy). Se tiene que v = v, V vp, V ... Vv, donde
vr, = ur, Vur, \/...\/uThth y T, = {Thl,Th2> . 7Thth} C M (v) para todo

he R={1,2,...,r}.

A partir de la propiedad de fusién en el cociente se tiene que:

fi (N, v, P) = e UP|Z}M vi )| fi (N, vr,, P). (2.13)

Como f también satisface la propiedad de fusién en uniones a priori, se tiene
que

1 1 1
fi(NavTha ’Th’ZfZ (N U, » ) :W Z ‘m(S)HSﬂPIJ

SeM;(v,P)/
P(S)=T,

Teniendo en cuenta que }M (v{ﬁh )| = 1, para todo h € R, la expresién (2.13)
es igual a:

1 1
EIMJ E:VMn@NWﬂHJZ

SeM; (’U,P
P(S)=T;

1 1 1 1
1 — A; (N, v, P).00
A 2, mETEnEEE) )

En secciones anteriores se enunciaron resultados en los que se caracterizaban
diversas soluciones coalicionales (valor de Owen, valor de Banzhaf-Owen,
valor de Banzhaf coalicional simétrico,...) empleando entre otras la propiedad
de ser valor coalicional del valor para juegos TU al que extienden. Se vera
que el indice de poder de Deegan-Packel coalicional simétrico es un fndice
coalicional de Deegan-Packel y se propondra otra caracterizacién basdndose
en este hecho.

Es facil comprobar que el indice de poder de Deegan-Packel coalicional simétri-
co no satisface la propiedad de contribuciones equilibradas en las uniones. Sin
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embargo, satisface la siguiente propiedad, a la que se denominard contribu-
ciones ponderadas en las uniones. Esta propiedad se basa en razonamientos
similares a la propiedad de monotonia minimal, con la que se obtuvo una
nueva caracterizacién del indice de poder de Deegan-Packel.

Definicién 2.5.7 Un indice de poder f : SU (N) — R™ verifica la propiedad
de contribuciones ponderadas en las uniones (C PU) si para todo juego (N, v, P)
€ SU(N), para todo P, € Py para todo par de jugadores i,j € Py, (i # j)
se cumple que

M (07)] fi (N0, P) = [ M (v")| fi (N0, Pj) =

|M (07)] f; (N, v, P) — | M (v")

fj(N7U7P—7L)-

En los siguientes lemas, se probara que el indice de poder de Deegan-Packel
coalicional simétrico satisface la propiedad anterior y que es un indice de
poder coalicional de Deegan-Packel. Al probar que satisface CPU se estd
demostrando que no satisface la propiedad de contribuciones equilibradas
en las uniones, ya que en general |M (UP)} #* ‘M (vp—") y ‘M (Up_i) #*
21 (o).

Lema 2.5.2 FEl indice de poder de Deegan-Packel coalicional simétrico veri-
fica la propiedad de contribuciones ponderadas en las uniones.

Demostracion

Sea (N,v,P) € SU(N), con P={P,,Ps,....,P,} y M ={1,2,....m}.

Sean P, € P e i, j € P;. Considérese P_; = {P[, P}, .., Pl,.,} donde P/ = P,
para todo l € M\k, P, =PF,\jy P, ={Jj}.

Dada una coalicién S, sean

m(S)={le{1,2,..m} /B NS +#0},
P(S)={T € M(v,P)/m(T)=m(S5)},

m' (S) = {l€{1,2,...,m+1} /PINS # 0}y
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P'(S)={T € M (v,P_;) /m'(S)=m"(T)}.

Obsérvese que si S C N\j, se tiene que m (S) = m/ (5).

|M (vF)[A; (N, v, P) — |M (") A; (N, v, P_j) =

Z 1 1 1 B Z 1 1 1 -
SeM;(v,P) ‘P <S)| ‘m (S)| ’S n Pk' S'eM;(v,P_j) |Pl (Sl)‘ ‘m/ (S,)| |Sl N Pk:'
> SN UM S—
SEM; (v,P)\ M, (v,P) [P (S)| |m (S)] S N Byl
Z 1 1 1 B
SeM;(v,P)NM;(v,P) |P <S)| |m (S)l |S N Pk|
R
srerswr ey E N (S5 N F|
> 1
P& T (15 Byl

S'eM;(v,P_;)NM;(v,P—;)

Se puede comprobar que M; (v, P)\M; (v,P) = M, (v, P_;)\M, (v, P_;).
Ademds, si S € M; (v, P)\M; (v, P), se tiene que |m (S)| = |m' (S)| |
[P (S)| y [SN Pl = [SN P

De aqui se deduce que:

|M (V)| Ay (N0, P) — | M (v | A (N, 0, P_j) =

1 1 1
2 [PS) m (S)1SN Pl

SGMZ' (U,P)IﬁIMj (U,P)
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Z 1 1 1

! ! !/ / ! /|
NN o I Ol ey
Como se verifica que M; (v, P_;) "M, (v, P_;) = M; (v, P_;) N M; (v, P_;) , se
finaliza la demostracion.[]

Lema 2.5.3 FEl indice de poder de Deegan-Packel coalictonal simétrico es un
indice de poder coalicional de Deegan-Packel.

Demostracion

Sea (N,v, P") € SU(N), en este caso M (an) = M (v), por lo que dado
un jugador i, se tiene que M; (v) = M, (v, P). Ademds, existe un tnico
ke{l,2,... ,m}tal que P, ={i} ysi S € M (v), m(S)=3S5, |P(S)]=1
y |S N Pg| = 1. Entonces:

1 1 1 1
A (N,v, P") = 5 =
| M (07") Se]%(:vvp) [P ()| [m (S)[ 15N Byl
1

> o) 0

M2,

Teorema 2.5.4 El indice de poder de Deegan-Packel coalicional simétrico

es el unico indice de poder coalicional de Deegan-Packel que verifica CPU y
JC.

Se omite la demostracién de este resultado anterior por emplear argumentos
andlogos a los utilizados en la demostracién de los teoremas 2.1.3, 2.3.5 y
2.4.4.

En el siguiente ejemplo, correspondiente al Parlamento de Cataluna, se com-
paran el indice de poder de Deegan-Packel coalicional y el indice de poder
de Deegan-Packel coalicional simétrico.

Ejemplo 2.5.3 La composicion del Parlamento de Catalunia (formado por
135 escanos), resultante de las elecciones de 1999 es la siguiente: CIU (56
escanos), PSOE (50 escanios), ERC (12 escanos), PP (12 escanos) e IC
(5 escanos).
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Las coaliciones minimales ganadoras son:
{{CIU,ERC} ,{CIU,PSOE} ,{CIU, PP} ,{PSOE,ERC,PP}}.
Vamos a considerar dos sistemas de uniones a priori, dados por:

P! = {{CIU},{PP} ,{PSOE} ,{ERC,IC}}

pP* = {{CIU} ,{PP} ,{PSOE,ERC,IC}}

En la siguiente tabla se presentan el indice de poder de Deegan-Packel y el
indice de poder de Deegan-Packel coalicional para los dos sistemas de uniones
considerados.

Partido | p | C(PY) | C(P?)
CIU | 0.8375| 0.375 | 0.375
PSOFE | 0.208 | 0.208 | 0.187
PP 0.208 | 0.208 | 0.250
ERC | 0.208| 0.208 | 0.187
IC 0 0 0

Se observa que con el primer sistema de uniones el indice ¢ coincide con p, ya
que todas las uniones a priori tienen como mdxrimo un representante en cada
coalicion minimal ganadora. Sin embargo, con el sequndo sistema de uniones,
el valor de PSOE y ERC' se ve afectado porque forman parte de la misma
union y de una de las coaliciones minimales ganadoras. La diferencia en el
pago recibido la recoge el PP, que es el otro partido que forma la coalicion
minimal ganadora a la que pertenecen PSOFE y ERC.

En la siguiente tabla se presentan el indice de poder de Deegan-Packel y el
indice de poder de Deegan-Packel coalicional simétrico para los dos sistemas

de uniones considerados.

Partido | p | A(PY) | A(P?)
CIU | 0.375| 0.375 | 0.333
PSOE | 0.208| 0.208 | 0.167
PP 0.208 | 0.208 | 0.333
ERC | 0.208| 0.208 | 0.167
e 0 0 0
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Al igual que sucedia para el indice de poder de Deegan-Packel coalicional,
se observa que con el primer sistema de uniones el indice A coincide con p,
ya que todas las uniones a priori tienen como mdximo un representante en
cada coalicion minimal ganadora. Sin embargo, con el sequndo sistema de
uniones, las tres uniones a priori son simétricas en el juego cociente, por lo
que obtienen el mismo valor. Como PSOFE y ERC' son jugadores simétricos
ambos reciben a su vez el mismo valor.

Es interesante hacer notar que el indice de poder de Deegan-Packel coali-
cional simétrico penaliza a las coaliciones minimales ganadoras {CIU, ERC'}
y {C1U, PSOE} con respecto a las demds. Esto se debe a que originan la
misma coalicion minimal ganadora en el juego cociente.

2.6 Extensiones multilineales

En el capitulo anterior se vio cémo pueden calcularse los valores de Shapley
y de Banzhaf y el indice de poder de Deegan-Packel empleando la exten-
sién multilineal. Se comenzara esta seccién reproduciendo los resultados que
permiten calcular el valor de Owen (Owen y Winter, 1992) y el valor de
Banzhaf-Owen (Carreras y Magana, 1994) utilizando la extensiéon multili-
neal.

Teorema 2.6.1 Sea (N, v, P) un juego cooperativo con sistema de uniones
donde P ={P, P, ..., P,} esla particion del conjunto de jugadores N que
determina la estructura de coaliciones a priori. Puede calcularse el valor de
Owen de un jugador i € P;, ®;, siguiendo los siguientes pasos:

1. Obtener la extension multilineal h (1, s, ... ,x,) del juego (N,v) .

2. Para todo | # j y para todo k € Py, reemplazar la variable xj por y;. Se
obtiene asi una nueva funcion de xz;, donde i € P; e y;, donde | # j.

3. En la funcion obtenida anteriormente, reducir todos los exponentes a 1,
es decir, reemplazar cada yi' con a > 1, por y;. Con esto se ha obtenido una
nueva funcion maultilineal g ((mz)le P (U1 j> :

4. En la funcion g sustituir cada vy; por r e integrar con respecto a r, obte-

niendo
Qj ((zi)iepj) = /019 ((mi)iepj ST Ty ,T) dr
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5. Finalmente, para obtener el valor de Owen, ®;, calcular

! 80@'

d; (N, v, P) =
(N, v, P) rn

(t,... . t)dL.

Teorema 2.6.2 Sea (N, v, P) un juego cooperativo con sistema de uniones
donde P ={P, P, ... ,P,} esla particion del conjunto de jugadores N que
determina la estructura de coaliciones a priori. Puede calcularse el valor de
Banzhaf-Owen de un jugador i € P;, V;, siguiendo los siguientes pasos:

1. 2. 8. Idénticos a los del teorema anterior.
4. Derivar la funcion g respecto a x;.

5. El valor de Banzhaf-Owen se obtiene sustituyendo, en la funcidn obtenida
en el paso anterior, cada x), con k € P; y cada y; por 1/2.

La extensién multilineal y el valor de Banzhaf coalicional simétrico

A continuacion, se describe el procedimiento para obtener el valor de Banzhaf
coalicional simétrico a partir de la extensién multilineal.

Teorema 2.6.3 Sea (N,v, P) un juego cooperativo con sistema de uniones
donde P ={P, P, ... ,P,} esla particion del conjunto de jugadores N que
determina la estructura de coaliciones a priori. Puede calcularse el valor
de Banzhaf coalicional simétrico de un jugador i € P;, 1I;, siguiendo los
stquientes pasos:

1. 2. 8. Idénticos a los de los teoremas 2.6.1 y 2.6.2.
4. En la funcion g obtenida en el paso anterior, sustituir cada y; por 1/2. Se

obtiene entonces una nueva funcion o; ((mk)kepj) , definida por o ((xk)kepj> =
9 ((w)per,  (1/2,1/2,.,1/2),;)

5. Finalmente, el valor 11; se obtendria como

! 80éj

0 aL

I, (N, v, P) = (t,t,... t)dt
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Demostracion
Sea (N,v,P) e U(N)eie€ P

Sea h(xy,x2,...,r,) la extensién multilineal del juego (INV,v). Aplicando
los pasos 2 y 3 puede comprobarse que los sumandos correspondientes a
coaliciones S tales que SN P, # () y SC NP, # () para [ # j, se anulan. Esto es
debido a que en el paso 2 los sumandos correspondientes a estas coaliciones
incluyen términos de la forma ky™ (1 — )", con ay,as € N. Al realizar el
paso 3 estos términos se anulan ya que se convierten en k (y; — y;).

Por lo tanto, después del paso 3 las coaliciones S para las cuales el término
correspondiente de la extensién multilineal no se anula son de la forma

S=QUT,
donde T C P,y @Q = P, con L C M\j. La funcién que se obtiene

I€L
después de aplicar el paso 3 es:

g <($k>kepj ’ (yj)j;él) =

Z Z ka H (1—%)1_[91 H (1—y)|v(@QUT).

TCP; LCM\j | k€T  keP\T leL  1¢LUj

Sustituyendo cada y; por 1/2 (paso 4) se tiene que:

o (@er) = X 2 (TToe IT 020 gy | v(@UT).

TCP; LCM\j | k€T  keP,\T

Derivando ahora la funcién «; ((xk) ke Pj) respecto a x;.

]

Ox; ((xk)kepf> -

> > (= 11 (1—:@)2,5_1 (W(QUT U —v(QUT)}.

TCP\i LCM\j | k€T  keP;\(TUi)
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Finalmente, por el paso 5,

! aOéj

0 axz

(t,t,... t)dt =

/0 Ht H (1—t)2ﬂ;l1 W(QUTU) —v(QUT)}dt =

TCP;\i LCM\] k€T  keP;\(TUi)

2. 2

TCP;\i LCM\j

/tT| PP g 0 (QUT Ud) — v (QUT)Y =

> oy e qur i - viQu) -

TCP\i LCM\j ps!

TCPj\i LCM\j

1 .
2 2 Ty ( 1){v(@wuw—v(@uﬂ}zmw,v,p).m
T

A continuacion, se ilustrard el procedimiento descrito en el resultado anterior,
calculando el indice de poder de Banzhaf coalicional simétrico, en el juego
simple que se puede considerar al estudiar el Parlamento de las Islas Baleares
resultante de las elecciones del ano 1999.

Ejemplo 2.6.1 FEste juego puede representarse como
[30; 28, 16, 5,4, 3, 3],

donde el jugador 1 es el PP, el jugador 2 es el PSOFE, el jugador 3 es el
PSM — EM, el jugador 4 es EU — EV , el jugador 5 es UM vy el jugador
6 es el PACTE. Supondremos que la estructura de uniones a priori es la
stquiente:

P ={{1},{2.4,6},{3,5}}.
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En el ejemplo 1.5.4, se vio que este juego simple puede escribirse de la si-
guiente forma, donde S = {1} y T = {2,3,4,5,6}.

v = E usur + ur — g usur + E USUR — E USUR-

RCT RCT RCT RCT
|R|=1 |R|=2 |R|=3 |R|=4

Aplicando el lema 1.3.3, la extension multilineal de este juego es:

h (3:1, Ty, T3, T4, Ts, xﬁ) = X1To + 123 + T1T4 + 125 + T1X6 + ToX3X4T5L —

T1X2X3 — X1X9X4 — X1X2T5 — 1AL g — L1X3T4 —

T1T3T5 — L1T3Tg — T1T4T5 — T1X4Tg — T1X5Tg +
T1T9T3T4 + T1XoX3T5 + T1X2L3Lg + T1TaX4Ts + T1ToX4Tg +
T1T9T5T6 + T1T3T4T5 + T1T3T4Tg + T1X3T5T6 + T1T4T5T6 —

T1X2X3T4T5 — L1X2X3XL4Tg — L1X2X3TL5Le — L1X2X4X 5L — L1X3T4T5T 6.

Se va a calcular el indice de poder de Banzhaf coalicional simétrico para el
Jugador 2. Teniendo en cuenta que el jugador 2 pertenece a la seqgunda union
a priori, aplicando el sequndo paso, se sustituye xy por y, (primera union) y
T3 Yy T5 por ys (tercera union) obteniendo la siguiente funcion:

Y1T2 + Y16 + Y124 + 2y1Y3 + $2$41L“6y32, -
Y1T2T4 — Y1T2T6 — 2Y1Y3T2 — 2Y1Y3T4 — 2Y1Y3T6 — Y1T4T6 — yly?2> +

201 T2Y3T4 + y1$2y§ + 2y172T6Y3 + Y1T2T4T6 + y1y§1¢4 + 21137476 + yleyg -

2 2 2
Y1X2T4Y3 — Y1T224T6Y3 — Y1T2TeY3 — Y1T2T4T6Y3 — Y1X4T6Y3-
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En el paso 3 se reducen todos los exponentes a 1, obteniendo la funcion g

9 (y1, %o, T4, T6, Y3) = Y102 + Y1T6 + Y1%a + Y1Y3 + ToTaTeys —
Y1T2T4 — Y1T2T6 — Y1Y3T4 — Y1Y3Te — Y1T4T6 + Y1T2Y3T4 —

Y122Y3 + Y122T6Y3 + Y10224T6 + Y1Y3T4T6 — 2Y1T2T4T6Y3.
En el paso 4 se sustituye y; e ys por 1/2, obteniendo la funcion oo

1 1 1 1 1 1 1
(6%)) (1’2, Ty, 1‘6) = ZZL’Q + ZZL’4 + ZZL‘G — ZI‘QIL’4 — ZI‘QILB — ZZL‘4ZE6 + 5%’21‘4%‘6 + Z

Derivando la funcion anterior respecto a xo, se obtiene la siguiente expresion:

1 1 1
Z — 11'4 — Zl‘ﬁ + 51‘41'6,

por lo que el valor del jugador 2 se calcularia finalmente aplicando el paso 5,

del siguiente modo,
1
1 1 1 1
= ——t+=t?)dt = -.
[ G-gvat)a=s

De forma similar, podria calcularse el valor de Banzhaf coalicional simétrico
del resto de los jugadores:

II(N,v,P) = (1/2,1/6,1/4,1/6,1/4,1/6).

La extensiéon multilineal y el indice de poder de Deegan-Packel
coalicional

En esta subseccion, se describird el procedimiento para obtener el indice de
poder de Deegan-Packel coalicional de un juego simple con uniones a prior:
(N, v, P) a partir de su extensiéon multilineal.

Teorema 2.6.4 Sea (N, v, P) un juego simple con uniones a priori donde
P ={P,,P,,...,P,} es la particion del conjunto de jugadores N que de-
termina la estructura de coaliciones a priori. Puede calcularse el indice de
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poder de Deegan-Packel coalicional de un jugador i € P;, (;, en dicho juego,
siguiendo los siguientes pasos:

1. 2. 3. Idénticos a los necesarios para obtener el indice de poder de Deegan-
Packel del juego (N,v), descritos en el teorema 1.3.4, obteniéndose la si-
guiente funcion

9($1>IE2,---» Z ka

SeM(v) keS

4. En la funcion g, para todo | # j y para todo k € P, reemplazar la variable
xy por y;. Se ha construido ast una funcion g, de xy, con k € P; e y;, donde
[ #j.

5. En la funcion g, reducir todos los exponentes a 1, es decir, reemplazar
cada yi' con a € N, por y;. Se obtiene asi una funcion gs.

6. A partir de g, calcular la funcion gs de zy, con k € P; del siguiente modo:

93((Tk)pep,) = /0192 (t, ot (:ck)kepj> dt.

7. Finalmente, el indice de poder de Deegan-Packel coalicional ; se obtiene
calculando

1 ! 893

C"(N’U’P):g(l,L... 1) ), oz,

(t,... t)dL.

Demostracion

Sea (N,v,P) € SU(N)eie€ P;.

A partir de la funcién g que se obtiene después del paso 3, tenemos que

g(1,1, = Y 1=[M(

SeM(v)

Después de los pasos 4 y 5, se obtiene la funcién,

92 ((mk)keP , (i z;é]) Z H yle’“

SeM(v) lem(S)\j keP;NS
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Una vez efectuado el paso 6, se obtiene

gg((xk)kepj) _ /0192 <t,... .1, (x/f)keP]) /0 Z fm(S)|-1 H opdt =

SeM (v keP;NS

SeM(v)

Finalmente, después del paso 7,

1
agS(t...,t)

o Oz

1 1
1SnP;| -1
= Y sy

0 SeM;(v SeM;(v)

con lo que se finaliza la demostracién.]

En el siguiente ejemplo se ilustrara el procedimiento descrito en el teorema
anterior para calcular el indice de poder de Deegan-Packel coalicional.

Ejemplo 2.6.2 El Parlamento de las Islas Baleares puede representarse como
[30;28,16,5,4,3,3]. Se va a calcular el indice de poder de Deegan-Packel
coalicional del jugador 1 (PP) empleando el procedimiento descrito en el re-
sultado anterior. Supdngase que el sistema de uniones a priori viene dado
por

P ={{1},{2,4,6},{3,5}}.

Como se vio en el ejemplo 1.3.4 después de aplicar el paso 3, se obtiene la
siguiente funcion

g (21, T, T3, Ty, Ts, Tg) = T1T9 + T1T3 + T124 + T125 + T1T6 + ToT3T4T5T6.
En el paso 4, se sustituyen xs, x4 Yy Tg por ys (sequnda union) y xs y xs por
ys (tercera union) obteniendo la siguiente funcion

g1 (21,92, Y3) = T1y2 + T1Y3 + T1yo + T1Y3 + T1Y2 + Y5y
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En el paso 5, se reducen todos los exponentes a 1, obteniendo la funcion

92 (21, Y2, y3) = 3T1Y2 + 271Y3 + Yays.
En el paso 6, se calcula

! ! 5 1
w(o) = [ g(onttyde= [ (st £)dt = Jar+ 3.
0 0

Finalmente, para evaluar el indice de poder de Deegan-Packel coalicional del
Jugador 1, se aplica el paso 7

1 1 9gs 5

GLLLLY Jy 9 V=13

<1<N7U>P): 12

De forma similar se obtendria el indice de poder de Deegan-Packel coalicional
de los restantes jugadores:

C(N,v,P)=(5/12,1/9,1/8,1/9,1/8,1/9).

La extension multilineal y el indice de poder de Deegan-Packel
coalicional simétrico

En esta subseccién se verd cémo se puede obtener el indice de poder de
Deegan-Packel coalicional simétrico de un juego simple con uniones a prior:
(N, v, P) a partir de su extensiéon multilineal.

Teorema 2.6.5 Sea (N, v, P) un juego simple con uniones a priori donde
P ={P,P,,...,P,} es la particion del conjunto de jugadores N que de-
termina la estructura de coaliciones a priori. Puede calcularse el indice de
poder de Deegan-Packel coalicional simétrico de un jugador i € P;, A;, en
dicho juego, siguiendo los siguientes pasos:

1. 2. 3. Idénticos a los necesarios para obtener el indice de poder de Deegan-
Packel del juego (N,v), descritos en el teorema 1.3.4, obteniéndose la si-
guiente funcion

g(r1,29,. .. ,2,) = Z Hg;k

SeM(v) keS
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4. Para todo | € {1,2,... ,m} y para todo k € P, reemplazar xj pory,. Se
obtiene asi una funcion de y;, dondel = 1,2,... ,m. En esta funcion reducir
todos los exponentes a 1, es decir, reemplazar cada yi' con a > 1, por y;. Si
hay varios monomzios iguales, suprimir todos excepto 1.

5. Sea t el minimo nimero de términos de los monomios || yi donde R C
IR
{1,2,...,m} que quedan en la funcion obtenida en el paso anterior. Desde

k =t+1 hasta k = m, eliminar aquellos monomios con k términos que sean
divisibles por algin otro monomio de esta funcion con nimero de términos
desde t hasta k — 1. Se obtiene asi una funcion g1 (y1,Y2, - - - » Ym)-

6. En la funcion g, eliminar aquellos términos que al reemplazar cada xy
por y;, para todo | € {1,2,... ,m} y reducir todos los exponentes a 1, no
coincidan con algiun término de g,.

7. En la funcion obtenida en el paso anterior dividir cada uno de los términos
[] 2, S € N por el nimero de sumandos que dan lugar al mismo término
55 g1. Obtenemos asi una funcion gs.

8. En la funcion gy sustituir, para todo | # j y para todo k € Py, la variable
xy por y;. Se obtiene ast una funcion gs que depende de xy, donde k € P; e
Y, con l # j.

9. En la funcion gs reducir todos los exponentes a 1, es decir, reemplazar
cada yi* con a € N, por y,. Se obtiene asi una funcion gs.

10. A partir de g4 calcular la funcion gs de xy, con k € P; del siguiente
modo:

95((Tk)pep,) = /0194 ((xk)kepj . ,t) dt.

11. Finalmente, el indice de poder de Deegan-Packel coalicional simétrico (;
se obtiene calculando

1 1895
g (1,1,...,1) Jy Ox;

AZ‘(N,’U,P): (t,,t)dt

Demostracion

La funcién g; que resulta del paso 5, se corresponderia con la obtenida después
del paso 3 para calcular el indice de poder de Deegan-Packel del juego cociente
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(M, UP) , que es igual a:

qn (ylay2>"' 7ym) = Z Hyl

RCM I€R
REM(UP)

Se tiene que ¢; (1,1,...,1)= > 1= |M(UP)}.
ReM(vP)

En el paso 6 se eliminan en la funcién g los términos correspondientes a
aquellas coaliciones minimales ganadoras cuyos representantes en el cociente
no son minimales ganadoras, es decir se obtiene la funcién

> I

SeM(v,P) k€S
En el paso 7, se divide cada uno de los términos [] zj de la funcién anterior

kes
entre |P (5)|, obteniendo

G2 (1,22, ... &) = Z P H:Uk
SeM(v,P) keS
Despiies de los pasos 8 y 9, se obtiene la funcién

1
ga ((wkz)ker ) (yl)l7£j> = Z |P (S)| H Ui H Tk.

SeM(v,P) lem(S)\j keP;NS

En el paso 10, se calcula

95((xk)kepj) = /01 g4 ((Ik)kepj I A ,t) dt =

m(S)|-1 - 1 1 -
/o st Il wr= 3> g 1 o

SeM(v keP;NS SeM(v,P)

Finalmente, después del paso 11,

m

0 SeM;(v,P)

1
dgs ( )dt

0 al'z
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1 1 1
2 [P ()| m (S)[S Bl

SEMZ‘(U,P)

con lo se finaliza la demostracion.]

Al igual que sucedia para el indice de poder de Deegan-Packel no coalicional,
teniendo en cuenta la facilidad de cédlculo de los dos indices de poder coa-
licionales de Deegan-Packel a partir del conocimiento de los conjuntos de
coaliciones minimales ganadoras del juego simple y del juego cociente, el re-
sultado anterior y el referente al indice de poder de Deegan-Packel coalicional
no tienen mucha utilidad practica. Se incluyen para ver su semejanza con el
procedimiento de cédlculo de otros indices de poder coalicionales a partir de
la extensién multilineal del juego. Para finalizar esta seccion, se empleard de
nuevo el Parlamento de las Islas Baleares para calcular el indice de poder de
Deegan-Packel coalicional simétrico, mediante el procedimiento descrito en
el teorema anterior.

Ejemplo 2.6.3 EI Parlamento de las Islas Baleares puede representarse como
[30;28,16,5,4,3,3]. Se va a calcular el indice de poder de Deegan-Packel
coalicional simétrico del jugador 2 (PSOE). Se recuerda que el sistema de
untones a priori viene dado por

P ={{1},{2.4,6},{3,5}}.

Como se vio en el ejemplo 1.3.4, la funcion g que se obtiene después de
aplicar el paso 3 es:

g (21, T, T3, Ty, Ts, Tg) = T1T + T1T3 + T124 + T125 + T1T6 + T2T3T47576.
En el paso se sustituye x1 por yy (primera union), xo, Ty Y Tg POT Yo
) ’ ) 6
(sequnda union) y, x3 y x5 por ys (tercera unidn), se reducen todos los expo-

nentes a 1 y, cuando hay varios monomios iguales, eliminamos todos menos
uno, obteniendo

Y1Y2 + Y1Ys + Y2ys + Y1Y2Ys3-

En el paso 5, se elimina el dltimo término, obteniendo la funcion ¢

(251 (yb Y2, 3/3) = Y1Y2 + Y1Y3 + Y2U3.
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En este caso en el paso 6, no se debe eliminar ningun término. En el paso
7, se obtiene la funcion

X129 T1x3 T1X4 X115 T1Te
G2 (x1, Ta, T3, T4, T5, Tg) = + ToT3T4X5%6.

3 2 3 2 3

En el paso 8, se sustituye x1 pory, (primera union) y, xs y xs porys (tercera
unidn) obteniendo la siguiente funcion

iz Y1Ts | Y12
93 (Y1, T2, T4, Te, Y3) = 13 2+ s + 13 + 13 S+ 2wy
En el paso 9, se reducen todos los exponentes a 1, obteniendo la funcion
x x x
94 (Y1, T2, T4, Te, Y3) = y13 2+ Y1ys + y13 -+ y13 S+ ToT4T6Y3-

En el paso 10, se calcula

1
g5 (o, T4, 76) = / ga (t, 8,20, x4, T6) dt =
0

/1 Tat o b Tt Naro L L1 +1 +1
—_— —_— —_— Lo = =T =T =T —Xol4T —-.
; 3 3 3 22426 62 64 66 2246 3

Finalmente, para evaluar el indice de poder de Deegan-Packel coalicional
simétrico del jugador 2, se aplica el paso 11

1 L 9gs 1

t.t.t)dt = —.
G LT Jy 2w, BEDA =3

AQ(N,’U,P) =

De forma similar, se obtendra el indice de poder de Deegan-Packel coalicional
simétrico de los restantes jugadores:

A(N,v,P)=(1/3,1/9,1/6,1/9,1/6,1/9) .

2.7 Funciones generatrices

En esta seccién se verda cémo es posible, empleando funciones generatri-
ces, calcular diversos indices de poder en juegos de mayorfa ponderada con
uniones a priori.
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El indice de poder de Banzhaf-Owen

Recuérdese que el valor de Banzhaf-Owen es una solucién f : U (N) — R"
que dado un juego (N, v, P) € U (N) asigna a cada jugador i € N el niimero
real:

U (No,P)= Y Y m12p71 (W(QUTUI) —v(QUT)), (2.14)

RCM\j TCP;\i

donde @ = |J P,y Pj € P es la unién tal que i € P;.

reR

En primer lugar, se comenzard dando dos definiciones que sélo se empleardn
en esta seccién, y que se utilizardn para facilitar la introduccién de nuevos
resultados.

Definicién 2.7.1 Dado (N,v, P) € U (N), donde P ={P,P,,... ,P,}, se
dice que una coalicion S C N es compatible con la estructura de uniones

a priori P para la union Pj, si S es de la forma S = |J P, UT, con
ke RCM\j
T CP;.

Dado (N, v, P) € U (N), denotaremos por C(j, P) el conjunto de coaliciones
compatibles con la estructura de coaliciones para la unién P;.

Definicién 2.7.2 Dado (N,v,P) € SU(N) se define un swing compatible
con P, para un jugador i € P;, como un par de coaliciones (S U1,S) tal que
S es perdedora, S € C(j,P) y SUi es ganadora.

Se representara por 7; (N, v, P) el nimero de swings compatibles con P para
un jugador 7, en el juego simple con uniones a priori (N, v, P).

En un juego simple, para un jugador i € P;, las cantidades v (S Ui7) — v ()
donde S € C(j, P) son iguales a 1 sélo si el jugador i hace ganadora a la
coalicién S, siendo igual a 0 en el resto de los casos. Por lo tanto, sustituyendo

n (2.14), el indice de poder de Banzhaf-Owen de un jugador i € P; es igual
al nimero de swings compatibles con P para 4, dividido entre 27172 eg

decir:

77@'(N7U7P)

U, (N,v,P) =
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Por ello, para calcular el indice de poder de Banzhaf-Owen en un juego simple
con uniones a priori es suficiente calcular el niimero de swings compatibles
con P para cada uno de los jugadores.

El siguiente resultado determina el mimero de swings, compatibles con P,

para un jugador en un juego simple de mayorfa ponderada con uniones a
priori (N,v, P).

Teorema 2.7.1 Sea (N, v, P) un juego simple con uniones a priori y de ma-
yoria ponderada con v = [q; w1, W, . .. ,w,]. Elnimero de swings compatibles
para un jugador i € P; en dicho juego viene dado por:

(N, v, P) Zb

k=q—w;

siendo bl el nimero de coaliciones S € C(j, P) tales que i ¢ S y w(S) = k.

Demostracion

Sea (N,v, P) € SU(N) con v = [q; w1, ws, ... ,w,] ei € P;.

Las coaliciones compatibles para la unién P;, a las que no pertenece 4, con
peso comprendido entre ¢ — w; y ¢ — 1 son coaliciones perdedoras. Si a una
de estas coaliciones se incorpora el jugador 7, el peso de la coalicién es por lo

menos igual a ¢, por lo que se convierte en una coalicién ganadora.

Si bi denota el mimero de coaliciones S compatibles con la estructura de
coaliciones para la unién P; que no incluyen al jugador ¢ y que tienen peso
k comprendido entre ¢ — w; y ¢ — 1, los swings compatibles para el jugador ¢
en el juego (N,v, P) se obtienen sumando los nimeros {b} },., para valores

de k comprendidos entre ¢ — w; y ¢ — 1. Por tanto, n, (N,v, P) = Z_: bi.O

k=q—w;

El siguiente resultado proporciona una funcién que permite determinar los
nimeros {b} },-, anteriores y calcular el valor de Banzhaf-Owen en juegos de
mayoria ponderada con uniones a priori.

Teorema 2.7.2 Sea (N,v, P) un juego simple con uniones a priori y de
mayoria ponderada con v = [q;wy,Ws, ..., w,|. Entonces dado un jugador
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. ., . L i . .
i € Pj, la funcidn generatriz de los niimeros {by. },~ , definidos anteriormente
viene dada por:

m pj
B; (z) = H (1 +z2)) H (1+2"n),
r=1,r#j a=Llg#
donde w (P,) = > w; y P; = {jlan; -~-7jpj}
JGPT
Demostracion

Sea (N,v, P) € SU(N) con v = [q;wy,ws, ... ,w,| ei € P;.
Considérese la siguiente funcién

(1+ xw(Pl)) (1 xw(ijl)) (1+ xw(Pj“)) L1+ xw(P’")) (1 +a%n)..
(2.15)

'(1+ijpj):1_’_ Z Hl,wz_l_’_ Z pllesW — 1 4 Z v

SeC(y,P) leS SeC(y,P) SeC(3,P)

Agrupando las potencias del mismo orden, y haciendo k£ = w (S), resulta que
la funcién anterior es igual a:

donde by = 1 y bg, para k > 0 es el nimero de coaliciones compatibles con
la estructura de uniones a priori para la unién P; con peso k. Para calcular
los niimeros {b},},, basta suprimir en (2.15) el factor (1 +2*) .00

Ejemplo 2.7.1 Se va a calcular el indice de poder de Banzhaf-Owen para el
Juego simple de mayoria ponderada correspondiente al Parlamento de las Is-
las Baleares. Este juego puede representarse como [30;28,16,5,4,3,3|. Con-
stderando la estructura de uniones a priori dada por:

P ={{1}.{2.4,6},{3,5}},
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Para calcular el nimero de swings para el jugador 4, hay que construir la
funcion:

By (7) = (1 + Igg) (1 + xs) (1 + le) (1 + x?’) =
$55+I52+ZL’47+ZE44+1339+1336—|—J}31+I28+I27+
e R R R g

29
FEntonces, se obtiene que n, (v) = . bi = 2. De forma similar, se tendria
k=26
que 1, (v) =3 (v) = ny (v) =75 (v) =16 (v) = 2.
Se obtendria de modo inmediato que el indice de Banzhaf-Owen es igual a:

U (N,v,P)=(1/2,1/8,1/4,1/8,1/4,1/8).

El indice de poder de Banzhaf coalicional simétrico

Para construir la funcién generatriz que permita calcular el indice de poder
de Banzhaf coalicional simétrico en juegos de mayorfa ponderada, hay que
tener en cuenta un argumento similar al que se utilizé para el cédlculo de la
funcién generatriz que permitia obtener el indice de poder de Shapley-Shubik.

En este caso, dado un juego (N,v,P) € SU(N), el indice de poder de
Banzhaf coalicional simétrico de un jugador i € P;, es igual a:

Hi(N7U7P):

> 1 [SAP|(p—ISNPI -1

2m—1 P |
{SeC(i,P)/SEW y SUiEW} J

”le 1 U —1-1)
m—1 A b
— 2 pj!
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donde d! representa el nimero de swings (S U1, S) compatibles con P para
el jugador i, en el juego (N, v, P), de tal forma que el nimero de jugadores
de S que pertenecen a P; es [. Siguiendo un razonamiento similar al que se
hizo para el indice de poder de Shapley-Shubik, se tiene que, para cualquier
valor de [ entre 0 y p; — 1,

qg—1
i
E Qs

k=q—w;

siendo a}; el nimero de swings compatibles con P para el jugador i, en
(N,v, P) con peso k que contienen [ jugadores de la unién P;.

Teorema 2.7.3 Sea (N,v, P) un juego simple con uniones a priori y de ma-
yoria ponderada con v = [q; wy, Wa, ..., w,|. Entonces dado un jugadori € P;,
la funcion generatriz de los nimeros {a;cl}kzo,lzoa definidos anteriormente,
viene dada por:

m pj
H 1—|—x H (14 2%iz).
7’:17T’¢] ]1217jl¢’i

Demostracion

Sea (N,v,P) € SU(N) con v = [q;wy,ws,... ,w,] € i € P; siendo P; =
{21,22,... ,Zp].

Considérese la siguiente funcion

(1+ xw(Pl)) (1 xw(ijl)) (1+ xw(Pj“)) (1 xw(P’”)) (14 2¥nz)...
(2.16)

(e =14 3 [ e ] ame=

SeC(i,P) keS\P; keSNP;

1+ Z pkes W HlSNPl — 1 4 Z 2w (S) SNy
SeC(3,P) SeC(3,P)



110 Valores en juegos con uniones a priori

Agrupando las potencias del mismo orden, y haciendo k = w (S), resulta que
el término anterior es igual a:

donde agp = 1 y ay; cuando al menos uno de los indices k o [ es mayor que 0,
es el niimero de coaliciones compatibles con la estructura de coaliciones para
la unién P; con peso k y que contienen ! jugadores de P;. Para calcular los
nimeros {aj, },-o,0, basta suprimir en (2.16) el factor (1 +2*).00

Empleando la proposicién anterior se pueden calcular los niumeros {a}, } k30,050 -
Ahora bien, para determinar el valor de Banzhaf coalicional simétrico es nece-

sario calcular los valores d; que pueden identificarse por un polinomio de la

forma

pj—1

gi (2) = Z diz',
1=0

q—1

ycomo di = Y al,, se tiene que
k=q—w;
pi—1 pi—1 [ g1
i1 1 l
gz(Z)—E dzZZE E agr | =
=0 =0 Lk=q—w;

Por la proposicién anterior

pi—1 [w(N)—w;

Si(x,z) = Z Z al, x| 2,

=0 k=0

de lo que se deduce que para determinar los coeficientes de g; (z) es suficiente,
para cada potencia de la variable z en S; (z, z) , seleccionar los coeficientes
de los monomios z*2! en los que el exponente k de la variable = tome valores
entre ¢ —w; y ¢ — 1.

Ejemplo 2.7.2 Se va a calcular el indice de poder de Banzhaf coalicional
simétrico para el juego de mayoria ponderada correspondiente al Parlamento
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de las Islas Baleares. Recuérdese que este juego puede representarse como
[30; 28,16, 5,4, 3, 3| y que consideramos la estructura de uniones a priori dada
por:

P ={{1},{2,4,6},{3,5}},

Para calcular el nimero de swings compatibles para el jugador 3, hay que
considerar la funcion:

Sy (z,2) = (14+2%) (1+2%) (1+2%2) =

2+ a2+t + 2 e 4 2B 41

k

Se eligen ahora los coeficientes de los monomios %27 en los que el exponente
26

k de la variable x tome valores entre 25 y 29 (en este caso son sélo dos x*°z
y %), por lo que

1
= Zd?zj =z+1,
=0

y el indice de poder de Banzhaf coalicional simétrico del jugador 3 se calcu-
laria

1 .
1 <2 ]—1) 1100 1010 1
[y (N, P)= =S L2 = s Z gy 2y
(N v, 22; TR 1

De modo similar, podria calcularse este indice para los restantes jugadores:

I1(N,v, P) = (1/2,1/6,1/4,1/6,1/4,1/6) .

Indice de poder de Owen

A continuacioén, se describird el procedimiento para calcular el indice de poder
de Owen en juegos de mayorfa ponderada empleando funciones generatrices.

En este caso, dado un juego (N, v, P) € SU (N), el indice de poder de Owen
de un jugador ¢ de P;, viene dado por:

o, (N,v,P) =
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3 [m; ()1 (m — |m; ()] = DS B[ (p =[SO B[ -1
| ]

{secC(i,P)/ me b

S¢W y SUiEW}

—

pj—1

3

— rtm—r -1 (p; —1-1)! ,

rl»

I
=)

T =0

donde m; (S) = {k € M\j/P, C S} y d!, representa el nimero de swings
(SU14,S) compatibles con P para el jugador i € P; en el juego (N, v, P), de
tal forma que en S estdn contenidas r uniones a prior: distintas de P; y el
nimero de elementos de S que pertenecen a P; es [. Siguiendo un razona-
miento similar al que se hizo para el valor de Banzhaf coalicional simétrico,
se tiene que, para cualquier valor de r entre 0 y m—1, y de l entre 0 y p; — 1,

k=g—1

T 7
= E Aty

k=q—w;

siendo al,. el nimero de swings compatibles con P para el jugador i, en
coaliciones de peso k, que contienen [ jugadores de la coalicién P; y r uniones
a priori distintas de P;.

Teorema 2.7.4 Sea (N,v, P) un juego simple con coaliciones a priori y de
mayoria ponderada donde v = [q; wy,ws, ... ,w,]. Entonces dado un jugador
i € Pj, la funcion generatriz de los nimeros {aj, } 1~ 150,50 definidos ante-
riormente viene dada por: I

m bj
Si (z,2,t) = H (1 +2") H (1+a2"%z).
r=1,r#j Je=L1jk#

Demostracion
Sea (N,v, P) € SU(N) con v = [q;wy,ws, ... ,w,] ei € P;.
Considérese la siguiente funcién

(1+ :L"w(Pl)t) L1+ x“’(ijl)t) (L4 zvFe) (1 + 2 Pmle) (1 2vnz) .
(2.17)
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(gt =14 > [ @ [ @) =

SeC(j,P) rem;(S) keSNP;

1+ Z pkes Wiplmi (S ISOF| — 1 Z 20(S)4m; (S)] ,[SNP;|
SeC(j,P) SeC(j,P)

Agrupando las potencias del mismo orden, y haciendo k£ = w (S), resulta que
la funcién anterior es igual a:

w(N)m—1 pj

Z Z Z gt 2

k=0 r=0 [=0

donde aggo = 1 y ar, cuando al menos uno de los indices k,! o r es mayor
Y )

que 0, es el nimero de coaliciones compatibles con el sistema de uniones para

el jugador ¢ con peso & que contiene a r coaliciones distintas de P; y con [

: . i ..

jugadores de P;. Para calcular los nimeros {ajy, };;50,50, Pasta suprimir

en (2.17) el factor (1 + z*i).0]

En la proposicién anterior, se presenta un método para el calculo de los
, i o e ,

nimeros {ay, }ys0 50,50 - D€ modo similar a como ocurrfa para el valor de

Banzhaf coalicional simétrico, para determinar el valor de Owen es necesario

calcular los valores d}, que pueden identificarse por un polinomio de la forma

m—1p;j—1
_ i ogr
gi (z,t) = g g dt"z,
r=0 1=0
. =l
7 1 3
y comod., = > aj,, se tiene que
k=q—w;
m—1p;j—1 m—1p;—1 q—1
o i Jdgr 7 r
gi(zvt)_ E E drl’Zt - E E iy tz.
r=0 [=0 r=0 [=0 Lk=q—w;

Por la proposicién anterior

m—1p;—1 [w

(N)—w;
Si(x,z,t) = Z ak, ot | 172,
k=0
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de lo que se deduce que para determinar los coeficientes de g; (2,t) es sufi-
ciente, para cada par de potencias de la variable z y t en S; (z, 2,t), selec-
cionar los coeficientes de los monomios z*t"2! en los que el exponente k de la
variable x tome valores entre ¢ — w; y ¢ — 1.

Ejemplo 2.7.3 Siguiendo con el ejemplo anterior que se representaba como
[30; 28,16, 5,4, 3,3|, con la estructura de uniones a priori dada por:

P={{1},{2,4,6},{3,5}}.

Para calcular el nimero de swings compatibles para el jugador 6, considérese
la funcion:

Se(z,2,t) = (1+2°%) (1 +2%) (1 +2"%) (1 +2%2) =
2922 + o122 4+ 128122 4+ 22022 4+ 5% + Mtz + 20t +

3%z + 2t + 2z + 2102 + ot 4+ 235 + 2Bt 4+ 2B+ 1

Se eligen ahora los coeficientes de los monomios x*t" 2 en los que el exponente
k de la variable x tome valores entre 27 y 29 (son dos x?8t2% y x%t), por lo
que

2 2
rt(m—r—11(p; —1—1)!
2 (.o P) =3 3 PR =Dy

m! ;!

1111 012! 1111 210! 1

31 3l +3! 319

De modo similar, se calcularia el indice de Owen de los restantes jugadores:

®(N,v, P)=(1/3,1/9,1/6,1/9,1/6,1/9).
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Indice de poder de Deegan-Packel coalicional

En esta subseccién se indicard como podria obtenerse el indice de poder de
Deegan-Packel coalicional de un juego de mayoria ponderada y con uniones
a priori (N, v, P) empleando funciones generatrices.

Recuérdese que dado (N,v,P) € SU(N), con P = {P,P,,... ,P,}, el
fndice de poder de Deegan-Packel coalicional de un jugador ¢ € F; viene
dado por la siguiente expresién

1 1 1
GWNoP)=mres 2 e SlEn BT

SGMi(U)

Para calcular el indice de poder de Deegan-Packel coalicional de un jugador
© € P; es necesario calcular el nimero de coaliciones minimales ganadoras,
(|M (v)|), y para cada coalicién minimal ganadora S a la que pertenece i, el
nimero de uniones a priori que tienen interseccién no vacia con S (|m (5)])
y el nimero de jugadores de P; que pertenecen a S (]S N P).

En este caso, es preciso emplear una funcién de m + n + 1 variables, una
para los pesos, otra indicadora de unién para cada una de las m uniones a
priori, y finalmente, otra variable indicadora de jugador para cada uno de
los n jugadores.

Para calcular el indice de poder de Deegan-Packel coalicional, en primer
lugar, se empleard una funcién generatriz que permita calcular el cardinal
del total de coaliciones posibles. Entre éstas, se elegirdn las ganadoras vy,
finalmente, las minimales ganadoras.

El siguiente resultado proporciona una funcién generatriz que permite el
célculo de los nimMeros {Ciz,z,..z0y1yn..5m f » donde k >0, z; = 0 0 z; = 1, para
1=1,2,...,ney;=00y; =1, paraj=12... ,m.

Las cantidades Cpz, 2. 2nyiys..ym, donde z; =1sii € S, 2z, =0sii ¢ S, y; =1
sije Rey; =0sij ¢ R es el nimero de coaliciones formadas por los
jugadores de S, de tal forma que estén representadas las uniones R C M y
de peso k. Es evidente que los nimeros {Cis 2y, zny1ys..5m ; SOD iguales a 1
(es posible formar una coalicién con esas caracteristicas) o a 0 (no es posible
formar dicha coalicién).
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Teorema 2.7.5 Sea (N,v, P) un juego simple de mayoria ponderada con
uniones a priori donde v = [q; w1, wa, ..., wy,]. La funcion generatriz de los
NUMETOS {Chizyzg.. 2ny1ys.um }» A€finidos anteriormente viene dada por

S($7217z27"'zn7y1>y27"‘ >ym H 1+’Iw]’zjyp ))
7=1

donde p (j) es la union a la que pertenece el jugador j.

A partir de la expresiéon anterior se obtienen todas las coaliciones posibles.
En un primer paso, para trabajar sélo con las coaliciones ganadoras deben
eliminarse aquellos monomios en los que la potencia de la variable x sea
menor que q.

En un segundo paso, y de modo similar a como se hizo para la extension mul-
tilineal del indice de poder de Deegan-Packel coalicional y para el método de
célculo del indice de poder de Deegan-Packel empleando funciones genera-
trices, deben eliminarse todos los monomios que puedan dividirse por algin
otro monomio de los que constituyen esta funcién. El nimero de monomios
de la funcién resultante es el nimero de coaliciones minimales ganadoras del
juego, [ M (v)].

Finalmente, para obtener el indice de poder de Deegan-Packel coalicional
de un jugador i € P;, bastard con seleccionar aquellos términos en los que
aparezca la variable z;. La potencia de la variable y; indica el nimero de ju-
gadores de P; que constituyen dicha coalicién minimal ganadora, y el niimero
de variables y; distintas que aparezcan indica el niimero de uniones a priori
que tienen interseccién no vacia con dicha coalicién.

Se va a ilustrar el procedimiento anterior calculando el indice de poder de
Deegan-Packel coalicional correspondiente al Parlamento de las Islas Baleares.

Ejemplo 2.7.4 Este Parlamento se representa como [30;28,16,5,4,3,3], y
se considera la estructura de uniones a priori dada por:

P={{1},{2,4,6},{3,5}}.

En primer lugar se calcula la funcion S (x, 21, 29, ... , 26, Y1, Y2, Y3)

6
S (‘T"a 1y 22y« - - 7267y1>y2ay3) - H (1 + ijzjyp(j)) =
j=1
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(1 + :U2821y1) (1 + xlﬁzng) (1 + x523y3)

(14 2*2492) (1 + 2®25y3) (1 + 2°2610) -

Para no alargar excesivamente este trabajo, no se recogen los cdlculos in-
termedios. En un sequndo paso, de la funcion anterior se eligen aquellos
términos en los que la potencia de la variable x sea mayor o igual que 30. De
éstos, se eligen ahora aquellos que no puedan ser divididos por otros términos,
con lo que al final se tendria:

31 3 2 44 33
X7 2923242526Y5Y3 T X 212201Y2 + X721 23Y1Y3 +

32 31 31
T 212401Y2 + X7 2125Y1Y3 + X7 2126Y1Y2-

Por lo tanto, |M (v)| = 6, el nimero de términos de la expresion anterior.
Para calcular el indice de poder de Deegan-Packel coalicional de un jugador
i € P; basta con sumar aquellos monomios en los que aparece la variable z;
dividido entre el producto del exponente correspondiente de la variable y; y
el nimero de variables y; distintas que aparezcan. Finalmente se divide el
resultado entre |M (v)] .

Ast para calcular el indice de poder del jugador 2 se tiene que zo aparece en dos
monomios, dividiendo entre los dos productos correspondientes, obtenemos
33+ 31 =2, que dividido a su vez entre |M (v)| es igual a 5.

De forma similar se obtendria el indice de poder de Deegan-Packel coalicional
de los restantes jugadores:

C(N,v,P)=(5/12,1/9,1/8,1/9,1/8,1/9).

Indice de poder de Deegan-Packel coalicional simétrico

Para finalizar esta seccién se indicard cémo podria obtenerse el valor de
Deegan-Packel coalicional simétrico de un juego simple de mayoria ponderada
y con uniones a priori (N,v, P) empleando funciones generatrices.

Recuérdese que dado (N,v,P) € SU(N), con P = {P,Ps,... ,P,}, el
fndice de poder de Deegan-Packel coalicional simétrico de un jugador i € P;
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viene dado por la siguiente expresion

1 1 1 1

A; (N,v, P :

N P) = 5 2 PO mGIEAE
Para calcular el indice de poder de Deegan-Packel coalicional simétrico de
un jugador ¢ € P; es necesario calcular el nimero de coaliciones minimales
ganadoras del juego cociente, (|M (UP ) D . Ademés, para cada S € M, (v),
cuyo representante en el cociente (m (.5)) sea minimal ganadora, el nimero de
coaliciones minimales ganadoras T" en (N, v) tal que m (T') = m (S) (|P (9)|),
el nimero de uniones a priori con representantes en S (|m (S)|) y el nimero
de jugadores de P; que pertenecen a S (]S N Pj|).

En este caso, es necesario emplear dos funciones generatrices. En primer
lugar, se empleard una funcién generatriz que permita calcular todas las
coaliciones ganadoras en el juego cociente, para elegir después las minimales
ganadoras de este juego cociente. La segunda funcién generatriz es la descrita
en el teorema 2.7.5; permitird calcular todas las coaliciones posibles del juego.
Entre éstas, se eligirdn las minimales ganadoras cuyo representante en el
cociente sea minimal ganadora.

El siguiente resultado proporciona una funcién generatriz que permite el
célculo de los nimeros {¢jiy,ys..5m t, donde j > 0,k > 0, y;, =00 y; = 1,
parat=1,2,... m

Las cantidades ¢jiy,y,..4,, donde y; = 1sii € Rey; = 0sii ¢ R es el nimero
de coaliciones en el juego cociente formadas por j uniones a priori y de peso
k. Es evidente que estas cantidades son iguales a 1 (es posible formar una
coalicién de uniones a priori con esas caracteristicas) o a 0 (no es posible
formar dicha coalicién).

Teorema 2.7.6 Sea (N,v, P) un juego simple de mayoria ponderada con
uniones a priori donde v = [q; w1, wa, ..., wy,]. La funcion generatriz de los
numeros {Cjkyly2~~-ym}j20,k20’ definidos anteriormente viene dada por

S(:E7y1ay2>"'ayma H ]-_"117 yt)
7j=1
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El resultado anterior es similar al que se vio en la proposicién 1.3.1 para el
indice de poder de Deegan-Packel. Siguiendo un razonamiento idéntico al que
se hizo en ese caso, se obtendrian todas las coaliciones minimales ganadoras
en el juego cociente.

A partir de la funcién generatriz definida en el teorema 2.7.5 deben efec-
tuarse los mismos pasos que los vistos anteriormente para el indice de poder
de Deegan-Packel coalicional, y al final deben eliminarse aquellas coaliciones
minimales ganadoras cuyo representante en el cociente no sea minimal gana-
dora.

Es evidente que el cédlculo de los indices de poder coalicionales de Deegan-
Packel empleando los procedimientos descritos en estas dos iltimas subsec-
ciones son bastante tediosos, pero pueden programarse para realizar los cél-
culos mediante un ordenador. El interés de estos resultados, al igual que para
el caso no coalicional, reside en que sirve para comprobar que estos indices
de poder también se pueden calcular empleando funciones generatrices, al
igual que sucedfa con los indices de poder de Owen y de Banzhaf-Owen.
Para finalizar el capitulo, se ilustrard el procedimiento anterior, calculando
el indice de poder de Deegan-Packel coalicional simétrico correspondiente al
Parlamento de las Islas Baleares.

Ejemplo 2.7.5 Este Parlamento se representa como [30;28,16,5,4,3,3], y
se considera la estructura de uniones a priori dada por:

P={{1},{2,4,6},{3,5}}.

En primer lugar, se calcula la funcién S (x,y1, Yz, ys, t)

3
S (:Ea Y1, Y2, Ys, t) - H (1 + xw(Pj)yjt) =
j=1
(1 + x28y1t) (1 + x23y2t) (1 + xSygt) .

Después de realizar los cdlculos intermedios y elegir solo las coaliciones mi-
nimales ganadoras, quedarian los términos

P yryat?® + 220y yst® + P yayst®.
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De aqui se deduce que el nimero de coaliciones minimales ganadoras del
juego cociente es |M (’UP )} = 3 y que son las formadas por dos uniones a
priori cualesquiera.

Después se calcula la funcion S (x, z1, 22, . .. , 26, Y1, Y2, Y3)

S(.I’, 1522y« - - ,2’67917192,3/3 H 1+$ ijpj)) =
7=1

(1 + x28z1y1) (1 + $1622y2) (1 + I5Z3y3)

(14 2*24y0) (1 + 2®25y3) (1 + 2 2612) -

Tal y como se describio anteriormente, se eligen los términos correspondientes
a coaliciones minimales ganadoras:

31 3.2 44 33
X7 22232425265 Y3 + X 2129Y1Y2 + 77 212301Y3 +

32 31 31
T2 2401Y2 + X7 2125Y1Y3 + X7 2126Y1Y2-

En este caso, todas estas coaliciones minimales ganadoras inducen coaliciones
minimales ganadoras en el cociente (ya que las variables y, que aparecen
en cada uno de los términos se corresponden con las uniones a priori que
constituyen una coalicion minimal ganadora en el cociente). Para calcular el
indice de poder de Deegan-Packel coalicional simétrico de un jugador i € P;
basta con considerar aquellos monomios en los que aparece la variable z;.
Para cada uno de ellos se obtiene el inverso del producto entre el exponente
de y; y el nimero de variables y; que aparecen (incluyendo y;). Finalmente,
se suman estos valores y se divide el resultado entre |M (UP )} .

Por ejemplo, para calcular el indice de poder de Deegan-Packel del jugador 3
se tiene que z3 aparece en dos monomios, dividiendo entre los dos productos
correspondientes, se obtiene %% + 55 = %, que dividido entre ’M (UP )} es
1gual a %.

De forma similar, se obtendria el indice de poder de Deegan-Packel coali-
cional simétrico de los restantes jugadores:

A(N,v,P)=(1/3,1/9,1/6,1/9,1/6,1/9) .



Capitulo 3

Valores en juegos con
comunicacion restringida

En la teorfa clasica de los juegos cooperativos se supone que todos los ju-
gadores pueden comunicarse libremente. Para estos juegos se estudiaron en

el primer capitulo diversas soluciones, como el valor de Shapley o el valor de
Banzhaf.

En otras situaciones los jugadores actian de forma no cooperativa, pero
también son posibles situaciones intermedias, en las que existe comunicacion,
pero ésta se encuentra restringida. En este capitulo se estudiardn situaciones
en las que la restriccién en la comunicacion estd modelizada por un grafo.
En este modelo, la existencia de un arco del grafo entre dos jugadores indica
que pueden comunicarse directamente. Si dos jugadores no estdn unidos por
un arco no pueden comunicarse directamente, aunque si puede ser posible
la comunicacién a través de otros jugadores. En 1977, Myerson propuso y
caracterizé un nuevo valor en este contexto, conocido con el nombre de valor
de Myerson.

El valor de Myerson puede caracterizarse mediante las propiedades de efi-
ciencia en componentes y justicia. Myerson defini6 el juego de comunicacién
asociado a estas situaciones y demostré que el valor de Shapley de este juego
coincide con el valor de Myerson del juego original. Por ello, puede conside-
rarse que el valor de Myerson es una extensién del valor de Shapley.

En el capitulo anterior, se definié el valor de Banzhaf coalicional simétrico;
una extension del valor de Banzhaf en el contexto de los juegos cooperativos

121
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con un sistema de uniones a priori. Para caracterizarlo, se empled, entre
otras, la propiedad de poder total coalicional. Esta propiedad se obtenia
modificando la propiedad del poder total, teniendo en cuenta la existencia
del sistema de uniones.

En la primera parte de este capitulo se propondra y caracterizard un nuevo
valor mediante la propiedad de justicia y otra modificacién de la propiedad
del poder total, construida en este caso, teniendo en cuenta la existencia de
restricciones en la comunicacién. También se probard que este nuevo valor
coincide con el valor de Banzhaf del juego de comunicacién asociado.

Msds adelante, se propondrd y caracterizard un nuevo indice de poder para
la familia de juegos simples con comunicacién restringida mediante grafos,
empleando la propiedad de eficiencia en componentes y una modificaciéon
de la propiedad de justicia. Para definir esta nueva propiedad se tendrd en
cuenta el nimero de coaliciones minimales ganadoras. También se probara
que este indice de poder coincide con el indice de poder de Deegan-Packel
del juego de comunicacién asociado.

3.1 El valor de Myerson

En esta seccién se introducird el valor propuesto por Myerson en 1977. En
primer lugar, presentaremos los conceptos necesarios.

Definicién 3.1.1 Sea N = {1,2,... ,n} un conjunto finito no vacio. Un
grafo no orientado sin lazos en N es un conjunto de pares no ordenados de
elementos distintos. Cada uno de estos pares no ordenados i : j se denomina
arco. (Ndtese que i: j = j:1i, ya que los pares son no ordenados).

Se denotard por g" el grafo completo sobre N y por GR (N) el conjunto de
grafos no orientados definidos en N, es decir:

g¥ ={i:jlie N,jeN,i#j} yGR(N)={g/gCd"}.

Dados S C N, g € GR(N) y un par de elementos i € N y j € N, se dice que
1y j estdn conectados en S por ¢ sii = j o si existe £ > 1 y un subconjunto
{ig,41,... ik} C S tales que

to =1,ik = J,th—1 : % € g, para todo h=1,2,... k.
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Obsérvese que g = (), representa el caso en que no se puede establecer co-
municacién entre ningtin par de jugadores. Dado g € GR(N) y S C N,
se denotard por S/g el conjunto de componentes conexas de S asociadas al
grafo g, es decir,

S/g={{k/j y k estdin conectados en S por g} /j € S}.

S/g es una particién de S formada por subconjuntos maximales de elementos
de S conectados por g. Si S/g = S, se dird que S es una componente
conectada por g. Nétese que S/g"¥ = S, para cualquier coalicién S C N.

Definicién 3.1.2 Se define un juego TU con comunicacion como una terna

(N,v,g) donde (N,v) € TU (N) y g € GR(N).

Se denotard por C'(N) el conjunto de todos los juegos TU con comunicacién
y conjunto de jugadores N.

Definicién 3.1.3 Dado un juego TU con comunicacion (N,v,q), se deno-
mina juego de comunicacion asociado a (N, v, g) al juego (N,v/g) € TU (N)
dado por:

v/g(T)= ) v(R).

ReT/g

A la vista de la definicién del juego de comunicacién, es evidente que v/g"¥ =
v. La funcién caracteristica del juego de comunicacién v/g asigna a una
coalicién T C N la suma de los valores asignados por la funcién v a la
particién de T formada por las componentes conexas de T asociadas a g.

Se ilustrardn estas ideas mediante un ejemplo sencillo.

Ejemplo 3.1.1 Sea (N,v) € TU (N) donde N = {1,2,3,4} y v es el juego
definido por:

e v(T)=2si{1,2} CT,|T| <3

e v(N)=14
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e v (T) =0 en cualquier otro caso

1. Si se considera el grafo de comunicacion g = {1 : 2},

3
o
1@——©O02
o
4

el juego de comunicacion asociado (N,v/g) seria de la forma:
e v/g(T)=2s{1,2} CT

e v/g(T) =0 en cualquier otro caso

ya que la funcion caracteristica del juego de comunicacion asigna a la
coalicion total

v/g(N)= > v(R)=v({L2}) +v({3}) +v({4}) =2

ReN/g
2. Si se considera el grafo de comunicacion g = {1 :3,2: 3},

3

T

10 o2
o
4

el juego de comunicacion asociado (N,v/g) seria de la forma:
o v/g(T)=2si{1,2,3}CT

e v/g(T) =0 en cualquier otro caso
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ya que ahora los jugadores 1 y 2 mecesitan al jugador 3 para poder
comunicarse y el jugador 4 es un jugador nulo.

3. Finalmente, si el grafo de comunicacion fuese g = {1:3,3:4},

/

1@ o2

3
[

(]
4

el juego de comunicacion asociado (N,v/g) seria:
v/g(T) =0 para cualquier coalicion T C N

ya que ahora los jugadores 1 y 2 no podrian comunicarse y la funcion
caracteristica asignaria una cantidad igual a 0 a cualquier coalicion.

Definicién 3.1.4 Una solucion sobre C'(N) es una aplicacion
f:C(N)—R"

que a cada juego (N, v, g) € C (N) le asigna un vector de R™, en el que cada
componente se corresponde con el pago que recibe el jugador correspondiente.

En una situacién con comunicaciéon se proponen, entre otras, las siguientes
propiedades:

Eficiencia en componentes (EFIC). Una solucién f : C'(N) — R" veri-
fica la propiedad de eficiencia en componentes si para todo juego (N, v, g) €
C (N) y para todo S € N/g, se cumple que

Zfi (N,v,9) =v(S5).
i€S

Esta propiedad establece que si S es una componente conexa de N asociada
al grafo ¢, entonces los jugadores de S obtienen v (S) que es la cantidad que
les garantiza la funcién caracteristica del juego.
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Dado g € GR(N), para todo i : j € g se define el grafo g\i : j € GR(N)
como el grafo que se obtiene a partir de ¢ eliminando el arco ¢ : j, es decir

g\i:j={h:keg/h:k#i:j}.
Estabilidad (£ST). Una solucién f : C'(N) — R™ es estable si para todo
juego (N,v,g) € C'(N) y para todoi: j € g, se tiene que
fi (N>U79> Z fz (N,U,g\i :j)7fj (N7U>g) 2 fj (N,U,g\i .])

Segin esta propiedad, la comunicacién directa entre dos jugadores no puede
ser perjudicial para ninguno de ellos.

Justicia (JUS). Una solucién f: C' (N) — R" es justa si para todo juego
(N,v,g9) € C(N) y para todo i : j € g, se tiene que

fi(N7U>g)_fi(Nav>g\i ]) :fj (N’U7g)_fj(N7U>g\i ])

La propiedad de justicia establece que si dos jugadores dejan de comunicarse
directamente, ambos pierden (o ganan) lo mismo. Con estas propiedades
Myerson (1977) obtuvo el siguiente resultado.

Teorema 3.1.1 FExiste una tnica solucion f : C'(N) — R™ wverificando
las propiedades de EFIC y JUS. Si el juego es superaditivo, también veri-
fica EST. FEsta funcion coincide con el valor de Shapley del juego de co-
municacion asociado, es decir, f(N,v,g9) = ¢ (N,v/g), para todo juego
(N,v,9) € C(N).

Si se considera el juego de comunicacién (N v, gV ) , se verifica que v/g" = v
y, en consecuencia, el valor de Myerson coincide con el valor de Shapley.

3.2 El valor de Banzhaf para juegos con co-
municacion restringida

A continuacién se propondrd una modificacién del valor de Banzhaf para
juegos con comunicacién restringida mediante grafos.

Se verd que este nuevo valor puede caracterizarse empleando la propiedad
de justicia y una modificacién de la propiedad de poder total, a la que se
denominaré poder total con comunicacion restringida.
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El poder total en situaciones con comunicacién restringida

Para obtener un nuevo valor para situaciones con comunicacién restringida,
que extienda al valor de Banzhaf, parece 16gico utilizar una modificacién de la
propiedad de poder total. Esta propiedad va a desempenar un papel similar
al jugado por la propiedad de eficiencia en componentes que satisface el valor
de Myerson.

Se recuerda que la propiedad de poder total establece que dado un juego
(N,v) € TU (N), se tiene que

SR = 5y 3OS (1) o (1) (3.1)

ieN i€N TCN
i€T

Ahora, dado (N,v,g) € C(N), debe proponerse un valor razonable para
Zfz <N7U7g)7 donde S € N/g

€5

En primer lugar, la cantidad 1/2"! que aparece en la expresién (3.1) porque
entre los n jugadores se suponia que existia una cooperacién total, parece
16gico sustituirla por 1/2°7!, ya que ahora sélo intervienen los jugadores de
la componente conexa S.

Si en (3.1) se consideraba la suma en todos los jugadores ¢ € N y en todas
las subcoaliciones de N a las que pertenece 7, en una situacién con comuni-
cacion, la suma debe incluir tinicamente a los jugadores i € S y a aquellas
subcoaliciones de S a las que pertenece 1.

Finalmente, las coaliciones Ty T'\i no obtienen v (T7') y v (T'\7), sino que la
existencia de restricciones en la comunicacién modelizadas mediante el grafo
g, les otorgarfa respectivamente

D w(R) y Y w(R),
RET/g Re(T\i)/g

es decir, el valor asignado por la funcién caracteristica del juego de comuni-
cacién v/g.

Con todas estas consideraciones se propone la propiedad de poder total con
comunicacion restringida.
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Definicién 3.2.1 Una solucion f : C(N) — R™ werifica la propiedad
de poder total con comunicacion restringida (PTCR) si para todo juego
(N,v,g) € C(N) y para todo S € N/g, se cumple que:

1
Zfi(N7vag>:25_1ZZ Z U<R)_ Z U(R)

€S €S T%? ReT/g Re(T\%)/g
i€

En la expresién anterior, nétese que si R € T/g e i ¢ R, entonces R €
(T'\i) /g. Con esta nueva propiedad y las propiedades de justicia y estabilidad,
se caracteriza un nuevo valor en el contexto de juegos con comunicacion
restringida.

Teorema 3.2.1 Existe una unica solucion f : C'(N) — R™ wverificando
las propiedades de PTCR y JUS. Si el juego es superaditivo, también sa-
tisface EST. Esta funcion coincide con el valor de Banzhaf del juego de
comunicacion asociado, es decir, f(N,v,g) = B(N,v/g), para todo juego
(N,v,9) € C(N).

Demostracion

Existencia:

En primer lugar se comprobard que f(N,v,g9) = B(N,v/g) satisface la
propiedad de poder total con comunicacién restringida.

Dados (N,v) € TU(N)y g € GR(N), para cada S € N/g, se define un
nuevo juego con funcién caracteristica v, dada por

v (T) = Z v(R), para todo T'C N.
Re(TNS) /g

Si dos jugadores estdn conectados en 1" por g también lo estdn en IV, por lo
que,

T/g= = s,
/9= 8 (TNS)/gyv/g > w
SeN/g

Como v° (T) = v® (T'N S) para cualquier coalicién T, se tiene que S es un

soporte para v° y cualquier jugador i ¢ S es un jugador nulo. Entonces
B (N,v°%) =0,sii¢S.
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Empleando las propiedades de jugador nulo y poder total que verifica el valor
de Banzhaf, se tiene que para cualquier 7' € N/g,

S8 (NoT) = 34, (N, o) = 2n11 SOS [oF (B) = o (1) -

€N €T €T [N
i€L

Como el valor de Banzhaf es lineal, y teniendo en cuenta que si S,7 € N/g,
se verifica que S N'T = (), para cualquier S € N/g se cumple que

S WNo/e) = 30 3B (") = g 30 [ (1) — o (1) -

€S TEN/g i€S €S LCN
i€L

1
on—1 Z Z Z v (R) — Z v(R)| . (3.2)

€5 LCN | Re(LnS)/g Re((LNS\i)/g
1€

Dado i € S, se verifica la siguiente igualdad
{LcNjieLy=J Pu,
r'cs
e’

donde el conjunto Pj, esta formado por aquellas coaliciones cuyos represen-
tantes en S son precisamente los jugadores de L', es decir, dado L' C S tal
quei € L/

Py ={LCN/LNS=L}.

Dada una coalicién L tal que i € L, se obtiene un tinico conjunto P, dado por
P ={L'UR/R C N\S},con L' = LNS. El cardinal de P;, es | Pp/| = 2"*.

Para cualquier V' € Py, se verifica que VNS =Ly (VNS)\i=L'\i. Por
tanto, para cualquier V' € Pj, se tiene que

Yo v - Y v(R)= D> vR) - ) v(R).

Re(VNS)/g Re((VNS\i)/g ReL'/g Re(L'\i)/g
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Por lo que volviendo a la expresion (3.2) se obtiene la siguiente igualdad

Zﬁi(N7U/g) =

€S

2"1—122 Z Z v(R) - Z v(R)|| =

i€S L'CS |VeP | Re(VNSY)/g Re((V\i)NS)/g
ieL’

D IE Al I DT I SETr:]

€S L'CS ReL'/g Re(L'\1)/g
iel’

1
S35 Dl DURIIIRND SEpry

i€S L'CS | ReL'/g Re(L'\1)/g
icL’

Con lo que estaria demostrado que 3 (N,v/g) verifica la propiedad de poder
total con comunicacién restringida.

A continuacién se prueba que (N, v/g) también satisface justicia. Dados
(N,v) e TU(N), g€ GR(N) ei:j€ g, se define el juego

w=v/g—v/(g\i:]).

Notese que S/g =S/ (g\i : j) si {i,j} € S, por lo tanto sii ¢ S o j ¢ S, se
obtiene que

w(S) =Y v(@- Y o@)=0

TES/g TeS/(g\i:7)

Por lo que las tnicas coaliciones en las que la funcién caracteristica puede
no anularse son aquellas que contienen a los dos jugadores i y 7. Asi pues,
los jugadores 7, j son jugadores simétricos en (N, w). En ese caso, como el
valor de Banzhaf satisface la propiedad de simetria se sigue que 3, (N, w) =

B (N,w).
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Finalmente, por la linealidad de £,

Bi(N’v/g)_ﬁi(N7U/(g\i j)) :5i(N’w) =

Bj (N>w) :Bj (N,U/g) _Bj (N,U/(g\i j))
Unicidad:

Supéngase que existen dos soluciones f! y f? verificando PTCR y JUS.
Pueden encontrarse entonces (N,v) € TU (N)y g € GR(N) con el minimo
niimero de arcos tal que f!(N,v,g) # f2(N,v,g).

Si g = (), entonces las componentes conexas de N/g son los jugadores y por
la propiedad de poder total con comunicacién restringida tenemos que

fH(N,v,g) = f?(N,v,9), para cualquier i € N.
Supongamos g # (). Sea i € N.

e {i} € N/g entonces f}(N,v,g) = f?(N,v,g), por la propiedad de
poder total con comunicacién restringida.

e Existe j € N tal que 7 : j € g, por la minimalidad de g se tiene que
fE(N,v,9\i:j) = ff(N,v,g\i:j), para cualquier k € N.
Como ambas soluciones satisfacen la propiedad de justicia, se obtiene:

fil (N,U,g)—f]:-l (N,v,g) :fil (Navag\i:j)_fjl (N7U7g\i ]) =

SN, v, g\i 2 §) = f7 (N, v, 9\i 2 j) = f7 (N, v, 9) — f7 (N,v,9).

Por lo que

fil (N,U,g) _fi2 (N,U,g) = fjl (N7U7g) _fj2 (N7U7g)7 (33)

para cualquier par de jugadores ¢, j conectados directamente por g.
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Por lo tanto, dada S € N/g y cualquier par de jugadores i,j € S, también
se verifica la expresion (3.3). Como consecuencia,

fil (N7U7g) o fz2 (N7U7g) =ds (g)7 para CUCLZQU?:BT’ (&S SJ

donde dg (g) depende sélo de S y g, pero no de i. Pero por la propiedad de
poder total con comunicacion restringida, se tiene que

Zfil <N7U79) :Zfz?(N?U?g)a

€S i€S

y entonces,

0=3"(f (Nov.g) — 2 (Nov.g)) = 5] ds (9).

ieS
por tanto, dg (g) = 0.
Con lo que se llega a que

fH(N,v,9) = f2(N,v,q), para cualquier i € N.

Se omite la demostracién de que la solucién propuesta es estable para jue-
gos superaditivos, pues se sigue un procedimiento andlogo al empleado para
probar que el valor de Myerson es estable para juegos superaditivos. Esto es
debido a que tanto el valor de Shapley como el valor de Banzhaf son valo-

res probabilisticos, que es la tnica caracteristica del valor de Shapley que se
emplea en dicha demostracién.]

El siguiente ejemplo ilustra el célculo de este valor.

Ejemplo 3.2.1 Considérese un juego con comunicacion (N,v,qg) € C(N)
donde N = {1,2,3}, v es el juego de mayoria, es decir:

o v(T)=1si|T| >2

e v (T) =0 en cualquier otro caso
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y el grafo de comunicacion g ={1: 3}.

3
| ]

10 0?2

El valor de Banzhaf del juego (N,v) es igual a:
B(N,v)=1(1/2,1/2,1/2).
El juego de comunicacion (N,v/qg) viene dado por
o v/g(T)=1si{1,3}CT
e v/g(T) =0 en cualquier otro caso

Por lo tanto el valor de Banzhaf del juego (N,v/g) es igual a:
B(N,v/g)=(1/2,0,1/2).

Se vio en el capitulo anterior cémo la propiedad de contribuciones equili-
bradas en las uniones puede emplearse para caracterizar el valor de Owen,
el valor de Banzhaf coalicional simétrico y el indice de poder de Deegan-
Packel coalicional. Myerson (1980) habia definido una propiedad similar en
el contexto de los juegos con comunicacién restringida mediante grafos. Esta
propiedad se denomina contribuciones equilibradas en el grafo y con ella
Myerson obtuvo otra caracterizacién del valor de Myerson.

La propiedad de contribuciones equilibradas en el grafo proporciona una
relacién entre el valor obtenido por un jugador en un juego con un sistema
de comunicacién y el valor obtenido por dicho jugador si toma la decisién de
dejar de comunicarse con el resto de los jugadores.

Para formalizar estas ideas se hace necesario introducir nueva notacién. As{
dado g € GR(N), se denotard, para cualquier jugador i € N, por g_; al
elemento de GR(N) dadopor g ; ={j:h € g/j #i,h #i}.

Contribuciones equilibradas en el grafo (CEG). Una solucién f : C'(N)
— R"™ verifica la propiedad de contribuciones equilibradas en el grafo si para
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todo juego (N, v, g) € C' (N) y para todo par de jugadores i, j € N, se cumple
que:

fi(vahg) _fi(vaLg*j) :fj <N7U79)_fj (N7,U7g*’b')'

La pérdida (o ganancia) que para el jugador j supone el aislamiento del
jugador ¢ coincide con la que experimenta el jugador 7 si se aisla el jugador
j. Con esta propiedad, Myerson (1980) obtiene el siguiente resultado.

Teorema 3.2.2 FEuziste una unica solucion f : C (N) — R" verificando las
propiedades EFIC y CEG. FEsta funcion es el valor de Myerson.

Se verd que puede obtenerse un resultado similar para la modificacién del
valor de Banzhaf que se propuso anteriormente para aquellas situaciones en
las que existe comunicacién restringida mediante un grafo. Para empezar,
se probard que el valor §(N,v/g) satisface la propiedad de contribuciones
equilibradas en el grafo.

Lema 3.2.3 El valor  (N,v/g) verifica CEG.

Demostracién
Dado (N,v,g) € C(N) ei,j € N, considérese el juego w definido por:
w=v/g—v/g-i —v/g-;+v (i) ugy +v(j)ug,

donde ug;y y ug;) son los juegos de unanimidad con soportes {i} y {j}, res-
pectivamente.

Sea S C N\{i,j}. Como j ¢ S,v/g_;(SUi) = v/g(SUi). Ademss
v/g—; (SUi) =v/g(S)+v (i), yaquei¢S.

Entonces,

w(SUi)=v/g(SUi)—v/g(S)—v(i)—v/g(SU)+v(i)=—v/g(5).

Andlogamente, w (S U j) = —v/g (S). Por ello, los jugadores i, j son simétri-
cos en (N, w) y como el valor de Banzhaf verifica simetria, se tiene que

B; (N,w) = B; (N, w).
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Por ser el valor de Banzhaf lineal

B: (N,v/g) = Bi (N,v/g-;) = B: (N,v/g-i — v (i) ugsy — v (j) ugsy) =

B; (N,v/g) = B; (N, v/g-i) = B; (N,v/g—j — v () ugy — v (j) ugyy) -

Dada S C N\i se tiene que

v/g-i (SUD) = v (i) ugy (SU7) —v(f)ugy (SUI) =
v/g () +v (i) —v (@) —v (i) ug (5) =

v/g(S) — v (j) ugy (S) =v/g9-: (S) —v (1) ugy (S) — v (j) ugy ().

Por lo tanto, el jugador ¢ es un jugador nulo en v/g_; — v (2) ugy — v (j) ug)y-
Ya que el valor de Banzhaf verifica la propiedad de jugador nulo se obtiene

61‘ (N7 U/gfi -V (Z) Uy — U (]) U{j}) = 0.

Anilogamente, el jugador j es un jugador nulo en v/g_; —v (i) ugy —v (J) ugs
y entonces

B; (N,v/g—j — v (i) ugy — v (j) ugy) = 0.
Con lo que queda probado que
61‘ (N,v/g) _Bi (Nav/g*j) :Bj (N7U/g) _Bj (N7U/g*i)7

es decir, la solucién propuesta satisface la propiedad de contribuciones equi-
libradas en el grafo.[]

Ahora ya puede enunciarse el siguiente resultado.

Teorema 3.2.4 Eziste una unica solucion f : C (N) — R" verificando las
propiedades PTCR y CEG. Esta funcion asigna a cada juego (N,v,G) €
C(N), el vector f(N,v/g).
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Demostracion

Existencia:

En el teorema 3.2.1 se comprobé que 5 (N, v/g) satisface PTCR y en el lema
3.2.3 que satisface CEG.

Unicidad:

En Myerson (1980) se prueba que si un valor satisface C'EG entonces satisface
JUS. Como en el teorema 3.2.1 se probé que existe un unico valor que
satisface PI'C'R y JUS la demostracion estd finalizada.[]

Nota: Al igual que ocurrfa con el valor de Myerson, como v/g" = v, se
tiene que en el caso en que la comunicacién entre los jugadores es total, este
nuevo valor coincide con el valor de Banzhaf, por lo que puede considerarse
una extension de dicho valor.

Para finalizar esta seccién, en el siguiente ejemplo se comprobard que los
valores de Shapley y Banzhaf del juego de comunicacién no tienen por qué
ser iguales, aunque lo sean el valor de Banzhaf y el valor de Shapley del juego
sin tener en cuenta las restricciones en la comunicacién.

Ejemplo 3.2.2 Considérese un juego con comunicacion (N,v,qg) € C(N)
donde N = {1,2,3}, v es el juego de unanimidad de {1,2}, es decir:

o v(T)=1si{1,2) CT
e v (T) =0 en cualquier otro caso

El valor de Shapley y el valor de Banzhaf son respectivamente:

¢ (N,v)=p(N,v)=(1/2,1/2,0).

Si se considera el siguiente grafo de comunicacion g ={1:3,2: 3},

A\

Se tiene que el juego de comunicacion (N,v/g) viene dado por:
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e v/g(N)=1

e v/g(T) =0 para todo T # N

Por lo tanto, el valor de Shapley y el valor de Banzhaf del juego (N,v/g) son
1guales a:

90<N7U/g):(1/371/371/3)y5(N7U/g):(1/471/471/4)'

En el juego (N,v/q) el jugador 3 no es un jugador nulo. En este juego es
mas dificil alcanzar un acuerdo, ya que se necesita la colaboracion de todos
los jugadores. Por ese motivo el poder total de este juego es mas pequeno
que en el juego original, en este caso 3/4. Ya que el valor de Banzhaf es
simétrico, cada jugador obtiene 1/4. Como el valor de Shapley es eficiente y
simétrico otorga 1/3 a cada uno de los jugadores.

3.3 El indice de poder de Deegan-Packel para
juegos con comunicacién restringida

En esta seccién se propondra y caracterizard un nuevo valor para juegos sim-
ples con comunicacién restringida mediantes grafos, empleando las propieda-
des de eficiencia en componentes y dos nuevas propiedades que se proponen
en este contexto; las propiedades de juego nulo y la propiedad de justicia
minimal. Méas adelante, se verd que este nuevo valor coincide con el indice
de poder de Deegan-Packel del juego de comunicacién asociado.

Se van a considerar unicamente juegos (N, v,g), donde (NNV,v) es un juego
simple propio. Por ello, existe una tnica coaliciéon S € N/g, tal que S € W,
o bien, para toda S € N/g, S ¢ W. El caso interesante se corresponde con
aquellos juegos simples propios (N, v) y grafos g € GR (N) tales que (N, v, g)
posea una tinica componente conexa que sea una coalicién ganadora. Vamos
a denotar por C'S (N) el conjunto de todos los juegos simples propios con
comunicaciéon y conjunto de jugadores .

El indice de poder de Deegan-Packel satisface la propiedad de eficiencia, por
lo que parece l6gico que una modificacién de este indice para situaciones con
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comunicacion restringida, deberfa verificar la propiedad de eficiencia en com-
ponentes. En el caso particular de juegos simples, la propiedad de eficiencia
en componentes se reformula del siguiente modo.

Eficiencia en componentes (EFIC). Una solucién f : CS(N) — R”
verifica la propiedad de eficiencia en componentes si para todo juego simple
con comunicacién restringida (N, v, g) y para todo S € N/g, se cumple que

Y filNyu,g)=1siSeWy > fi(N,v,g)=0siS¢W.
i€S i€S
Dado (N,v,g) € CS(N), tal que para toda S € N/g, se tiene que S ¢ W

parece 16gico suponer que el indice de poder de cualquier jugador sea igual
a 0, por lo que se propone la siguiente propiedad.

Juego nulo (JUN). Una solucién f : C'S (N) — R™ verifica la propiedad
de juego nulo si para todo juego simple con comunicacién restringida (N, v, g)
tal que v/g = 0 (o, equivalentemente si M (v/g) = 0) se tiene que f; (N, v, g) =
0 para todo? € N

La propiedad de justicia minimal

En el primer capitulo se obtuvo una caracterizacién del indice de poder
de Deegan-Packel empleando la propiedad de monotonia minimal. Esta
propiedad se definia a partir de una modificacién de la propiedad de mono-
tonfa fuerte, introduciendo una ponderacién establecida en base al niimero
de coaliciones minimales ganadoras del juego.

Para caracterizar este nuevo indice de poder, se empleard una modificacién
similar de la propiedad de justicia, a la que se denominard propiedad de
justicia minimal.

Definicién 3.3.1 Un indice de poder f : C'S (N) — R™ verifica la propiedad
de justicia minimal (JUSM) si para todo juego (N,v,g) € CS(N) y para

todo 1 :j € g, se tiene que:

’M(U/g” (fl (N>Uag> - fj (vaag)) =

|M(U/ (g\l : ]))‘ (fz (N,U,g\i : ]) - fj (N,U,g\i : ]))
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Con la propiedad anterior y eficiencia en componentes, se caracteriza un
nuevo indice de poder en el contexto de los juegos simples con comunicaciéon
restringida mediante grafos.

Teorema 3.3.1 Eziste un tnico indice de poder f : CS(N) — R" verifi-
cando las propiedades de JUN, EFIC y JUSM. FEste indice coincide con
el indice de poder de Deegan-Packel del juego de comunicacion asociado, es
decir, f(N,v,q9) = p(N,v/g), para todo juego (N,v,g) € CS(N).

Demostracion
Existencia:

Dado un juego (N,v,g) € CS(N), veremos que p(N,v/g) satisface las
propiedades enunciadas en el teorema.

Esta solucién satisface la propiedad de juego nulo, pues si v/g = 0 entonces
p; (N,v/g) =0, para todo i € N.

En el caso de que v/g = 0, satisface la propiedad de eficiencia en compo-

nentes, ya que por la propiedad de juego nulo se tiene que p; (N,v/g) = 0,
para todo ¢ € N. Por tanto, para cualquier S € N/g, > p, (N,v/g) = 0.
i€s

Supongamos que v/g # 0, entonces existe S € N/g tal que S es ganadora.
En este caso v/g = v” siendo

v (T) = \/ v(R), para toda T C N.

Re(TNS)/g
Entonces v¥ = ug, Vug, V...V ug, siendo para cadai € {1,2,... .k}, S; un
conjunto conexo de S. Puesto que los juegos ug,, us,, . . . , us, son fusionables

y p verifica la propiedad de fusién, se tiene que
k
‘M(US>|pi(N,US)=Z Nus Z ]S’]
Jj=1 J/i€S;

ya que si i ¢ S, i es un jugador nulo en (N , qu) , todos los jugadores de S;
son simétricos y p es eficiente.
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Por tanto,
Sha) - Loy Lo LS Ly
2 M) £ 2 1S~ M%) & £ 15|

Queda pues demostrado que f (N, v,g) = p(N,v/g) verifica la propiedad de
eficiencia en componentes.

Sélo falta probar que p (N, v/g) satisface la propiedad de justicia minimal.
Dado (N,v,g) € CS(N) ei: j€ g, se tiene que

|M(U/g)| (/01 (N7U79) _pj (N,U,g)) =

1 1
Z G Z Gk (3.4)

SeM;(v/g)\M;(v/g) SeM;(v/g)\M;(v/g)
siendo M; (v/g) = {5 € M (v/g) /i € S}y M; (v/g) ={S € M (v/g)/j € S}.

SiS e M;(v/g)\M;(v/g) entonces S es minimal ganadora en (N,v/g) de
tal forma que los jugadores de S estan conectados por g. Ademds, i € S y
J ¢ S. Por tanto, S estd conectada en el grafo g\i : j y es minimal ganadora

en (N,v/(g\i:j)), esdecir, S € M;(v/(g\i:7))\M;(v/(g\i:j)).

Con el mismo razonamiento, si S € M, (v/(g\i:j))\M; (v/(g\i:j)) en-
tonces S € M; (v/g)\M; (v/g). Si se tiene que M; (v/g)\M; (v/g) = 0 en-
tonces M; (v/ (g\i : 7)) \M; (v/ (g\i: j)) =0, por lo que en cualquier caso

M; (v/g) \M; (v/g) = M; (v/ (g\i : §)) \M; (v/ (g\i : j))-
De forma similar se tiene que

M; (v/g)\M; (v/g) = M; (v/ (g\i : 3)) \M; (v/ (g\i : j)) -
Por lo que la expresién (3.4) es igual a

> gy e

SeMi(v/(g\i:3))\M;(v/(g\i:f)) SeM;(v/(g\i:7))\Mi(v/(g\i:5))



El indice de Deegan-Packel para juegos con comunicacion restringida 141

|M(U/ (g\Z : j))‘ (pi (Na,U?g\i j) - pj (Na,U?g\i j))
Unicidad:

Supéngase que existen dos soluciones f! y f? verificando EFIC, JUSM
y JUN. Puede encontrarse entonces un juego simple propio (N,v) y g €
GR(N) con el miimo nimero de arcos tal que f! (N,v,q) # f*(N,v,g).

Si g = (), entonces las componentes conexas de N/g son los jugadores y por
la propiedad de eficiencia en componentes se obtiene que

fH(N,v,g) = f2(N,v,9), para cualquier i € N.
Sig#0y|M(v/g)| =0, por la propiedad de juego nulo se tiene que
fH(N,v,g9) = f2(N,v,g) =0, para cualquier i € N.
Finalmente, supongamos que g # 0y |M (v/g)| > 0. Dado un jugador i € N.

e {i} € N/g entonces f!(N,v,g) = f?(N,v,g), por la propiedad de
eficiencia en componentes.

e Existe j € N tal que ¢ : j € g, por la minimalidad de g,
fE(N, v, g\i:j) = f#(N,v,g\i : j), para cualquier k € N.
Teniendo en cuenta la propiedad de justicia minimal se obtiene

|M(U/g>|(le (Navvg)_fjl (N,U,g)):
|M(U/ (g\Zj))| (le (N,U,g\i : j) - f]l (N,U,g\i : j)) =
|M(U/ (g\ij))|(f12 (N,U,g\lj) _fJQ (N,U,g\lj)) =

|M(U/g)| (sz (N,U,g) - fJQ (N,U,g)).
Por lo que

fil (N7U7g) _fi2 (N7U7g) = fgl (N,v,g) _fj2 (N,v,g),

para cualquier par de jugadores i, j conectados por g.

El resto de la demostracion de la unicidad es idéntica a la del teorema 3.2.1
y por lo tanto, se omite.[]
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Las propiedades de estabilidad minimal y de contribuciones equi-
libradas minimales en el grafo

Anteriormente se demostré que el valor de Banzhaf del juego de comuni-
cacién, al igual que ocurria con el valor de Shapley del juego de comuni-
cacién, es estable cuando el juego es superaditivo. También se proporcionaron
caracterizaciones de estos valores empleando la propiedad de contribuciones
equilibradas en el grafo.

En esta subseccién se definirdn dos propiedades similares a las anteriores y
se propondra otra caracterizacién para el indice de poder de Deegan-Packel
del juego de comunicacién. Estas nuevas propiedades se introducen teniendo
en cuenta el nimero de coaliciones minimales ganadoras, siguiendo la misma
filosofia que las propiedades de monotonia minimal o contribuciones ponde-
radas en las uniones. Estas propiedades son las siguientes:

Definicién 3.3.2 Un indice de poder f : C'S (N) — R™ verifica la propiedad
de estabilidad minimal (EST M) si para todo juego (N, v,g) € CS(N) y para
todo i :j € g, se tiene que:

[M (v/9)| fi (N;v,9) = |M (v/ (g\i : )| fi (N, v, 9\i 2 5)

[ M (v/g)| f; (N, v, 9) = [M (v] (g\i = 3))] fi (N, v, 9\i: j)

Definicién 3.3.3 Un indice de poder f : C'S (N) — R™ verifica la propiedad
de contribuciones equilibradas minimales en el grafo (CEMG) si para todo
juego (N,v,g) € CS(N) y para todo par de jugadores i,j € N, se tiene que:

|M (v/g)| fi (N,v,9) = |M (v/g-5) fi (N, v, 9-;) =

|M (v/g)| f; (N, v, 9) — [M (v/g-3)] f; (N, v,9-3) .-

En los dos lemas siguientes, se probara que el indice de poder de Deegan-
Packel del juego de comunicacién p (N,v/g) satisface las propiedades ante-
riores.

Lema 3.3.2 El indice de poder p(N,v/g) verifica ESTM.
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Demostracion

Teniendo en cuenta que el indice de poder de Deegan-Packel verifica la
propiedad de monotonfa minimal, para demostrar este resultado basta con
probar que dado un juego (N,v,g) € C'S(N), para todo i : j € g, se tiene
que M; (v/ (g\i : j)) € M; (v/9g).

Dada una coaliciéon S € M; (v/ (¢g\i : j)) se tiene que S es una coalicién mini-
mal ganadora conectada por ¢g\i : j. Del mismo modo se tiene que dicha coali-
cién S € M; (v/g) ya que S sigue estando conectada por g. La demostracién
del resultado para el jugador j es idéntica.[]

Lema 3.3.3 El indice de poder p (N,v/g) verifica CEMG.
Demostracién
Dado un juego (N, v,g) € CS(N), si |[M (v/g)| =0, el resultado es trivial.

Si |M (v/g)| > 0, para todo par de jugadores i, j € N, se tiene que:

|M (v/g)| p; (N,v/g) — M (v/g—;)| p; (N,v/g-;) =

N R

SeM;(v/g) SeM;(v/g—j;)

DR D DR

SeMi(v/g)\M;(v/g) SeMi(v/g)NM;(v/g)

1 1
Z m — Z m (3.5)

SeM;(v/g—;)\M;(v/g—;) SeM;(v/g—;)NM;(v/g—;)

Se comprueba ficilmente que

M; (v/g)\M; (v/g) = M (v/g-;) \M; (v/g-;)

M;(v/g-3) 0 M; (v/g-;) = M; (v/g-i) OV M; (v/g-i) = 0.
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De aqui se sigue que la expresiéon (3.5) depende de i del mismo modo que
depende de j, por lo que es igual a:

)R SR
SeM;(v/g) |S’ SeM;(v/g—q) |S|
M (v/9)| p; (N, v/g) — M (v/g-5)| p; (N, v/g—;) .0

En el siguiente lema se demostrard que si un indice de poder satisface la
propiedad de contribuciones equilibradas minimales en el grafo entonces sa-
tisface la propiedad de justicia minimal.

Lema 3.3.4 Si un indice de poder f : CS(N) — R" satisface CEMG
entonces satisface JUSM.

Demostracion

Notese que si i : j € g, tomando ¢ = ¢g\i : j se tiene que ¢, = g_; y
9-; = 9-j-

Como f satisface CEMG, dado un juego (N,v,g9) € CS(N), para todo
1:J € g, se tiene que

|M (v/g)] fi (N, v,9) = [M (v/ (g\i = )] fi (N, 0, 9\i = j) =
[M (v/g)| f; (N, v, 9) = [M (v/g-3)] f5 (N, 0, 9-) +
(M (v/g-)| fi (N;v,9-5) = IM (v/ (g\i )] f5 (N, 0, 9\i < j) +
|M (v/g-0)| f; (N, v,9-3) = [M (v/g-5)| fi (N, v,9-;) =

[M (v/g)] f; (N,v,9) = |M (v/ (g\i : )] f; (N, v,9\i 2 j).
Con lo que f satisface JUSM.[]

En el tdltimo resultado de este capitulo se proporciona otra caracterizacion
del indice de poder de Deegan-Packel del juego de comunicacién.

Teorema 3.3.5 Existe un unico indice de poder f : C'S (N) — R" verifi-
cando JUN, EFIC y CEMG. Este indice asigna a cada juego (N,v,g) €
CS (N), el vector p(N,v/g).
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Demostracion

Existencia:

En el teorema 3.3.1 se comprobé que p (N, v/g) satisface JUN y EFIC y en
el lema 3.3.3 que satisface CEMG.

Unicidad:

En el teorema 3.3.1 se prob6 que existe un tnico valor que satisface las
propiedades de JUN, EFIC y JUSM, con lo que a partir del lema anterior,
la demostracién estd finalizada.[]

Nota: Al igual que ocurria con los valores de Myerson y el valor de Banzhaf
del juego de comunicacion, si se considera el juego de comunicacién (N v, gN ) ,
se verifica que v/g" = vy, en consecuencia, este nuevo indice de poder coin-
cide con el indice de poder de Deegan-Packel.

A continuacién, ilustramos con un ejemplo el cédlculo del indice de poder de
Deegan-Packel en un juego simple con comunicacion.

Ejemplo 3.3.1 Dado un juego simple con comunicacion (N,v,g) € CS(N)
donde N = {1,2,3}, el conjunto de coaliciones minimales ganadoras del juego
(N, v) viene dado por M (v) = {{1,2},{1,3}}. El indice de Deegan-Packel
de este juego es igual a:

p(N,v)=(1/2,1/4,1/4).

Si se considera el grafo de comunicacion g = {1:3,2: 3},

A\

el conjunto de coaliciones minimales ganadoras del juego de comunicacion
(N,v/g) es igual a M (v/g) = {{1,3}}.

Por lo tanto, el indice de poder de Deegan-Packel del juego (N,v/g) es:

p(N,’U/g) = (1/27071/2)'
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En el juego de comunicacion el jugador 2 estd penalizado por no poder co-
municarse directamente con el jugador 1. El jugador 2 necesita al jugador 3
para poder comunicarse con el jugador 1 y obtener una coalicion ganadora,
pero esta coalicion ganadora ya no seria minimal ganadora. La cantidad que
pierde el jugador 2 la recibe el jugador 3.

Puede efectuarse el cédlculo de los valores estudiados en este capitulo, para
la familia de juegos con comunicacién restringida, a partir de las extensiones
multilineales. Basta tener en cuenta que estos valores coinciden con los valo-
res de Banzhaf, Shapley y Deegan-Packel del juego de comunicacién asociado,
para los que se describié el procedimiento de célculo a partir de la extension
multilineal. En el caso particular de juegos de mayorfa ponderada, en Fernan-
dez Garcia (1998) se describe cémo calcular el valor de Myerson empleando
funciones generatrices. Para finalizar este capitulo, vamos a calcular los tres
valores con comunicacion restringida considerados en este capitulo para los
partidos con representacién en el Parlamento de las Islas Baleares.

Ejemplo 3.3.2 Recordemos que este parlamento puede representarse como
un juego de mayoria ponderada [30;28,16,5,4,3,3| donde el jugador 1 es el
PP, el jugador 2 es el PSOFE, el jugador 3 es el PSM — EM, el jugador 4 es

EU —EV, el jugador 5 es UM y el jugador 6 es el PACTE. Las coaliciones
minimales ganadoras son:

{PP,PSOE}, {PP, EU — EV}, {PP, PACTE}, {PP,UM}

{PP,PSM — EN}y {PSOE,PSM — EN,UM,EU — EV, PACTE} .

Los indices de poder de Shapley-Shubik, Banzhaf-Coleman y Deegan-Packel
son iguales a:

o (N,v) = (2/3,1/15,1/15,1/15,1/15,1/15)

B(N,v) = (15/16,1/16,1/16,1/16,1/16,1/16)

p(N,v) = (5/12,7/60,7/60,7/60,7/60,7/60)



El indice de Deegan-Packel para juegos con comunicacion restringida 147

Si se considera el grafo con componentes conexas las asociadas a las uniones
a priori en el capitulo anterior, tenemos

g={PSOE : EU — EV,PSOE : PACTE,PSM — EN : UM},

PP PSOE PSM-EN

UM

EU-EV PACTE

El juego de comunicacion v/g asociado al grafo g es igual al juego nulo, ya
que

N/g={{PP},{PSOE,EU — EV,PACTE} ,{PSM — EN,UM}},

estd formado por tres coaliciones perdedoras. Entonces,

¢ (N,v/g)=B(N,v/g) =p(N,v/g) =0.

Supongamos ahora que dejando aislado al PP, los restantes cinco jugadores
pueden comunicarse. Por ejemplo, si al grafo anterior se le anade un arco
que comunique PSOE y PSM — EN, se obtiene el sistema de comunicacion
dado por el siguiente grafo,

PP PSOE PSM-EN
o

UM

EU-EV PACTE
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Ahora, la coalicion ganadora { PSOE, EU — EV, PACTE, PSM — EN, UM}
estd conectada y los indices de poder de Shapley-Shubik, Banzhaf-Coleman y
Deegan-Packel del juego de comunicacion asociado son iguales a:

v(N,v/g)=1(0,1/5,1/5,1/5,1/5,1/5)
B(N,v/g) = (0,1/16,1/16,1/16,1/16,1/16)

p(N,v/g)=1(0,1/5,1/5,1/5,1/5,1/5).



Capitulo 4

Juegos espaciales

En este capitulo se estudian los juegos espaciales, que son juegos simples
en los que cada jugador tiene asociado un punto en un espacio euclideo m-
dimensional, que refleja su posicién ideoldgica con respecto a ciertas variables
de interés. Para esta familia de juegos se propondrén soluciones, a las que se
denominarén indices de poder espaciales, que se corresponden con versiones
modificadas de indices de poder estudiados en los capitulos 1 y 2. También
se introduce una familia de valores, a los que se dard el nombre de valores
pseudo-probabilisticos, que extiende a la familia de valores probabilisticos.
Se verd que algunos de los indices de poder espaciales propuestos, son valores
pseudo-probabilisticos.

4.1 Introduccion

En primer lugar se presenta la definicién de juego espacial, ilustrandola con
un par de ejemplos.

Definicion 4.1.1 Se define un juego espacial m-dimensional como una terna
(N,v,{Q'},cn) tal que (N,v) es un juego simple y {Q'},.y es una coleccion
de puntos en R™ que refleja las posiciones ideologicas de los jugadores. Lla-
mamos a Q' el punto ideal del jugador i. Supondremos que, al menos, dos
puntos tdeales son distintos. Denotaremos por E (N , {Q"}i6 N) el conjunto
de los juegos espaciales con conjunto de jugadores N y con puntos ideales
{Q }ien-

En un juego espacial, ademds de la funcién caracteristica del juego, que de-
termina si una coalicién es ganadora o perdedora, se dispone de informacién

149
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adicional sobre los intereses de los jugadores. Esta informacién la propor-
ciona la posicién de sus puntos ideales. Si dos jugadores tienen sus puntos
ideales préximos, sus intereses son similares. Los juegos espaciales han sido
estudiados en Owen, (1972a y 1990) y Owen y Shapley (1989). En estos tra-
bajos, se siguen dos objetivos claramente diferenciados, asi, en Owen (1990)
el interés se centra en la bisqueda de un punto resumen del juego. La fina-
lidad de los otros trabajos es la obtencién de indices de poder teniendo en
cuenta la disposicion espacial de los puntos ideales de los jugadores. En esta
memoria, estudiaremos los juegos espaciales bajo esta segunda 6ptica.

Ejemplo 4.1.1 Considérese el juego espacial bidimensional dado por

N = {1727374}7Wm = {{172}7{173}7{1’4}7{27374}}7

Q1:<171)7Q2:(273)7Q3:(3>2> yQ4:(371)'

Sin tener en cuenta la posicion de los puntos ideales, es decir, analizando
sdlo la funcion caracteristica, la situacion del jugador 1 es la mds ventajosa,
ya que hace ganadora a cualquier coalicion formada por un tnico jugador.
Claramente, los restantes jugadores desempenan el mismo papel. Sin em-
bargo, al considerar las posiciones de los puntos ideales de los jugadores 2, 3
y 4 no estd claro que tengan el mismo poder.

Ejemplo 4.1.2 Considérese el juego espacial tridimensional dado por

N = {1,2,3},Wm = {{17273}}7
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Q'=(4,4,4),Q°=(2,2,7) yQ° = (3,7,8).

En este caso, como el juego simple es un juego de unanimidad, todos los
jugadores desemperian el mismo papel. Al considerar las posiciones ideoldgi-
cas, es evidente que los jugadores 1 y 2 tienen intereses similares, por estar
prorimos sus puntos ideales.

4.2 1Indices de poder espaciales de Shapley-
Shubik

En esta seccion, se van a estudiar “modificaciones espaciales” del indice de
poder de Shapley-Shubik. Para calcular un indice de poder en un juego
espacial, habrd que tener en cuenta la informacién que proporciona la funcién
caracteristica del juego y la situacién de los puntos ideales.

Definicién 4.2.1 Un indice de poder espacial sobre E (N,{Q'},.y) €s una
aplicacion

1B (NAQ o) — R,

que a cada juego (N,v,{Q"},cy) le asigna un vector de R", en el que cada
componente representa el poder espacial del jugador correspondiente.
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Dado un juego simple (N, v), el indice de poder de Shapley-Shubik de un
jugador ¢ € N coincide con la probabilidad de que dicho jugador sea pivot,
suponiendo una distribucién uniforme sobre el conjunto de todas las per-
mutaciones del conjunto de jugadores N. Es decir, se considera que todas
las permutaciones de los jugadores son equiprobables, por lo que tienen una
probabilidad igual a 1/n!.

Sin embargo, al introducir los puntos ideales {QZ}Ze N esta suposicién no
parece aceptable, porque al considerar la estructura espacial del juego es
l6gico suponer que no todas las permutaciones de los jugadores deberian
tener la misma probabilidad. Owen (1972a) sugiere que las probabilidades
asignadas a las distintas permutaciones de los jugadores deberian cumplir las
siguientes propiedades.

e Si la distancia entre los puntos ideales de dos jugadores es “pequena’,
las probabilidades asignadas a las permutaciones en las que los ju-
gadores correspondientes estdn préximos deben ser mayores que las
asignadas a las permutaciones en las que estén alejados.

e Las probabilidades asignadas a las distintas permutaciones deben per-
manecer invariantes bajo movimientos rigidos de los puntos ideales, es
decir, traslaciones, rotaciones, reflexiones y dilataciones.

e Una permutacién y la permutacién inversa deberfan tener la misma
probabilidad.

e Las probabilidades asignadas a las diferentes permutaciones deben ser
funciones continuas de los puntos ideales, exceptuando posibles discon-
tinuidades en casos como: dos o méds puntos coincidentes, tres o mas
puntos alineados, etc.

e Si los puntos ideales Q' y )7 de dos jugadores i y j coinciden, el efecto
sobre las probabilidades de las permutaciones deberfa ser el mismo que
si se considera a los dos jugadores ¢ y j, como un tnico jugador.

Es posible definir varias asignaciones de probabilidades de las permutaciones
de los jugadores que satisfagan las propiedades anteriores. A continuacion,
se describen las propuestas por Owen (1972a), Shapley (1977) y una tercera,
basada en el cdlculo de las distancias entre los puntos ideales de los jugadores,
que se propone como alternativa a las dos anteriores. A partir de estas
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modificaciones se obtienen indices de poder espaciales. Queremos hacer notar
que estos indices de poder espaciales no estdn caracterizados. Su naturaleza
reside en considerar que las probabilidades asignadas a las permutaciones
de los jugadores dependen de la posicién de los puntos ideales, a diferencia
del indice de poder de Shapley-Shubik donde todas las permutaciones de los
jugadores se consideran equiprobables.

Modificacién de Owen

En Owen, (1972a) se propone la siguiente asignacién de probabilidades de
las permutaciones de los jugadores en un juego espacial.

Tomemos un juego espacial m-dimensional (N, v, {Q'},.,) donde los puntos
{Q'},c y determinan una esfera S de dimensién (n — 2). Un punto arbitrario
de esta esfera z € S establece una permutacién de los jugadores, en base a las
distancias desde el punto z a sus correspondientes puntos ideales {Q'}, . -
[lustraremos esta idea en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 4.2.1 Considérese el juego espacial bidimensional dado por

N = {172a3}>Wm = {{172}>{173}7{273}}7

Q' = (-0.73,0.68) , Q* = (—0.43,—0.90) y Q* = (0.63,0.81).

el punto z = (—1,0) establece la permutacion 1,2,3, ya que se verifica que:

d (z, Ql) <d (z, Q2) <d (z, Q3) )
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Entonces, a cada permutacién de los jugadores, se le asigna una probabilidad
que es proporcional a la medida de los puntos de la esfera S que determi-
nan dicha permutaciéon. FEn el ejemplo anterior, la correspondencia entre
permutaciones de jugadores y arcos de la circunferencia es la indicada en la
siguiente tabla teniendo en cuenta las posiciones de los puntos a, b, c,d, e, f
sobre la circunferencia

permutacién arco que la define

1,2,3 de
1,3,2 ef
2,3,1 bc
2,1,3 cd
3,1,2 fa
3,21 ab
f
1
eQ Q°
a
d
b
Q=

Dado un juego espacial (N ,, {Qi}ie N) se define el conjunto A; como
A; ={z € S/i es pivot en la permutacion inducida por z},

la modificacién de las probabilidades propuestas por Owen da lugar al indice
de poder espacial dado por

i 1 (Ai)
f’i <N7 v, Q ; ) = ) 4.1

{ }zeN 1 (S) (4.1)

donde p es la medida de Lebesgue. Se comprueba facilmente que los puntos
z € S que no determinan un orden estricto de los jugadores constituyen

un conjunto de medida cero, por lo que > fi = 1. En Owen (1972a), se
iEN




Indices de poder espaciales de Shapley-Shubik 155

demuestra que el cociente (4.1) no depende de la dimensién de la esfera S en
la que estdn situados los puntos {Q'} :en » Por lo que para facilitar los calculos
puede considerarse la esfera de menor dimensién que contenga a estos puntos.

Para el ejemplo 4.2.1 este indice de poder espacial es igual a
f (N, v, {Qi}iEN) — (0.42,0.28,0.30) .

Modificacién de Shapley

Esta asignacion de probabilidades de las distintas permutaciones de los ju-
gadores en un juego espacial fue propuesta por Shapley (1977) y se basa
en los ¢rdenes determinados por el conjunto de funcionales lineales (R™*,
espacio dual de R™), evaluados en los puntos ideales de los jugadores.

Ejemplo 4.2.2 Considérese el juego espacial bidimensional dado por
N =1{1,2,3} , W™ ={{1,2},{1,3},{2,3}},

donde la situacion de los puntos ideales de los jugadores se corresponde con
el siguiente grdfico.

Q2

Q' Q?

El funcional representado mediante la flecha, define la permutacion de los
Jugadores 1,2,3, ya que se tiene que f(Q) < f(Q%) < f(Q?) (esta per-
mutacion se corresponde con el orden de las proyecciones ortogonales de los
puntos ideales sobre la recta correspondiente).

Se puede ver facilmente que si f y g son dos funcionales, de tal forma que
f =rg, conr € Rr > 0, entonces ambos funcionales inducen la misma
permutacién sobre el conjunto de jugadores. Por lo tanto, basta utilizar un
funcional en cada direccién del espacio dual.
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Para un juego espacial m-dimensional (N 0, {Q"} e N) , considerando tnica-
mente los elementos de K (la esfera unitaria de R™*), es decir, los funcionales
lineales f con |f| = 1, se define para cada jugador i € N el conjunto B; de
la siguiente forma

B, ={f € K/i es pivot en la permutacion inducida por f} .

A partir de la medida de Lebesgue de estos conjuntos, la modificacién de las
probabilidades propuestas por Shapley da lugar al indice de poder espacial
dado por

(N Q) - 2 (12

Se comprueba facilmente que si todos los puntos ideales son distintos, la
medida de Lebesgue del subconjunto de K consistente en los elementos que
no inducen una permutacién con un tnico pivot es 0, por lo tanto, se tiene

que > fi=1.

1EN

Owen y Shapley (1989) definen un punto final del juego a partir de la solucién
anterior, al que denominan centro de poder. En ese trabajo estudian diversas
propiedades de este punto.

Definicién 4.2.2 FEl centro de poder del juego espacial (N, v, {Qi}ieN) es el
punto dado por

Pr=> fQ,

ieN
donde [ estd definida seqin (4.2).

Con la configuracién espacial del ejemplo 4.2.2, es facil comprobar que para
que un funcional f determine la permutacion 1,2, 3 es necesario y suficiente
que vaya de izquierda a derecha y que la perpendicular a f trazada desde
el punto Q? quede en el interior del dngulo Q'Q%*Q3. Este dngulo tiene
una medida igual a [ radianes, por lo tanto, la medida del conjunto de
funcionales que determina la permutacion 1, 2, 3 es . La medida del conjunto
que determina la permutacién inversa es también 5. Como para este juego,
el pivot es el jugador que ocupa la posicién central de la permutacién se
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tiene que p(Bg) = 2. De modo similar, se obtendria que u(B;) = 2«
y i (Bz) = 27v, con lo que la medida del poder espacial que determina la
modificacién propuesta por Shapley para este juego espacial es igual a:

7(%et@ha) = (T h)

Modificacién basada en distancias

Las modificaciones propuestas por Owen y Shapley, asignan distintas proba-
bilidades a las permutaciones de los jugadores, teniendo en cuenta la configu-
racién espacial de los puntos ideales de los jugadores. Estas modificaciones
presentan algin inconveniente, como la dificultad de cdlculo, (sobre todo la
propuesta por Owen) y, ademds, en ciertos casos, algunas permutaciones de
los jugadores tienen probabilidad nula. Se verd esto en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 4.2.3 Considérese el juego espacial bidimensional dado por

N={1,2,3,4,5}, W™ ={{1,2,3,4,5}},

Q' =(4,2),0"=(2,3),Q°=(3,6),Q" = (10,7) y @* = (10,5).

Q4
Q3
Q5
.Q2

Q1

o kN w » G o N o o

0 12 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

Empleando la modificacion propuesta por Shapley, ningiin funcional f € R5*
determina la permutacion de los jugadores 1,2,3,4,5, que parece bastante
l6gica teniendo en cuenta la configuracion espacial de los puntos ideales. Sin
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embargo, otras permutaciones que parecen menos probables como, por ejem-
plo, la permutacion 1,5,2,4,3 tienen medida no nula. FEsta permutacion la
establece, entre otros, el funcional f € R>* definido por

fiR — R
@~ =619 )

En el siguiente grifico se representa el orden establecido por este funcional

f.

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

A continuacién, se presenta una nueva modificacién de las probabilidades
asignadas a las permutaciones de los jugadores. A diferencia de las mo-
dificaciones propuestas por Owen y Shapley, ésta proporciona probabilidad
positiva a todas las posibles permutaciones de los jugadores, pero de tal forma
que aquellas permutaciones de los jugadores que tienen mayor “longitud”,
(es decir, que son tales que para unir los puntos ideales de los jugadores
correspondientes, es preciso recorrer un camino mayor), tienen menor pro-
babilidad que aquellas permutaciones de longitud menor. En primer lugar,
formalizaremos estas ideas.

Definicién 4.2.3 Dada una permutacion o del conjunto de jugadores N, tal
que 0 (i1) < 0 (i2) < ... < 0 (i) se define la longitud de o como

l(O’) =d (Qil,QiZ) + d (Qm’Qi?,) 4+ .+ d (Qin_l,Qi”) '
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En el ejemplo 4.2.3 la longitud de la permutacién 1,2, 3,4, 5 vendrd dada por
la longitud de la poligonal:

10

o r N w K~ O O N ® ©

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

Parece 16gico suponer que, cuanto mayor es la longitud de una permutacion
més dificil es que ésta llegue a realizarse. Por lo tanto, la probabilidad
asignada a una permutacion serd inversamente proporcional a su longitud.
Asf pues, se asigna a cada permutacién o la siguiente probabilidad (donde
IT(N) es el conjunto de permutaciones de N).

L

Plo)=—92

( ) Z Z(LU)
€T(N
Dado un juego espacial (N,v,{Q’} ZGN) si C; es el subconjunto de II(N)
formado por las permutaciones en las que un jugador ¢ € N es pivot, se
define un nuevo indice de poder espacial para el jugador ¢ como la suma de
las probabilidades de estas permutaciones, es decir,

fi <NU {Q'} ng) ZP

el

Como se comenté anteriormente, esta modificacién otorga probabilidad po-
sitiva a todas las permutaciones, ya que no hay informacién adicional sobre
el juego que nos lleve a pensar que ciertas permutaciones son imposibles.
Ademas tiene la ventaja de la facilidad de cdlculo y de que puede extenderse
de modo sencillo a otros modelos. Maés adelante, se verd cémo se aplicaria
esta modificacién a la familia de juegos con uniones a priori. Para finalizar
esta seccién, se ilustrard el cdlculo de este indice de poder espacial con los
datos del ejemplo 4.2.1.
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Ejemplo 4.2.4 Recordemos las posiciones de los puntos ideales asi como las
coaliciones minimales ganadoras.

En primer lugar, habria que calcular las longitudes de las 24 permutaciones
posibles de los 4 jugadores (realmente sdlo hace falta calcular 12 porque una
permutacion y la inversa tienen la misma longitud). En estas permutaciones,
se mira qué jugador es el pivot y se calcularia el indice de poder espacial
basado en distancias, obteniendo:

F(V,0,{Q'},cy ) = (0.464,0.179,0158,0.199) .

En este ejemplo, analizando el indice de poder espacial basado en distancias,
el jugador 1 (que presenta una posicion ventajosa si sélo se tiene en cuenta la
funcién caracteristica) es el jugador con mds poder. El resto de los jugadores
(que desempenan el mismo papel en la funcion caracteristica) tienen un poder
similar pero, de tal forma, que el jugador con menos poder, el 3, es el que
tiene su punto ideal mds alejado del punto ideal del jugador 1.

4.3 Indices de poder espaciales de Owen

Dado un juego simple con uniones a priori (N,v,P) € SU(N), donde
P = {P,P,,... P}, el indice de poder de Owen de un jugador j € P
coincide con la probabilidad de que dicho jugador sea pivot, suponiendo una
distribucién uniforme sobre el subconjunto de II (N) formado por aquellas
permutaciones que respeten la condicién de que entre dos jugadores de la
misma unién a priori no aparece ningin jugador de otra unién a priori. Al
igual que para el indice de poder de Shapley-Shubik se supone que todas las
permutaciones posibles son equiprobables sélo que, en este caso, el conjunto
de permutaciones posibles son aquellas que respetan la condicién anterior.
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Se define un juego espacial m-dimensional con uniones a priori, como una
cuaterna (N, v, P,{Q"},.y), donde (N,v,{Q"},.y) es un juego espacial m-
dimensional y P es una particién del conjunto de jugadores que determina
la estructura de cooperacién a priori. Se denotard por E (N, P, {Q'},.y)
el conjunto de juegos espaciales con uniones a priori, con conjunto de ju-
gadores N, conjunto de puntos ideales {Qi}ie N Y sistema de uniones dado
por la particién P. En esta seccién se van a extender las tres modificaciones
consideradas en la seccién anterior para el indice de poder de Shapley-Shubik
al caso con uniones a priori. En este caso, un indice de poder espacial sobre

E (N,P,{Q"},.y) es una aplicacién
fE (N, P {Qi}ieN> . R”,

que a cada juego (N, v, P,{Q"},. ) le asigna un vector de R", en el que cada
componente representa el poder espacial del jugador correspondiente.

Modificaciéon de Owen

La modificacién propuesta por Owen, en 1972 para el indice de poder de
Shapley-Shubik puede aplicarse para un juego espacial con uniones a pri-
ori de la siguiente forma. Tomemos un juego espacial con uniones a priori
(N,v, P,{Q'},c ) donde los puntos {Q'},.\ determinan una esfera S de di-
mensién (n —2). Un punto arbitrario de esta esfera z € S determina una
permutacién de los jugadores compatible con la estructura de uniones a prio-
ri, siempre que la permutaciéon determinada por las distancias desde el punto
z a los correspondientes puntos ideales {QZ}ZG ~ » sea compatible con la es-
tructura de uniones a priori.

Por ejemplo, si se verifica que
d (z,Q“) <d (z,Qiz) <...<d (z,Qi") ,

el punto z determina la permutacién iy, is, ... ,,, que serd compatible con la
estructura de uniones a priori si se cumple que, paratodo j € {1,2,... ,n — 2}

ij,ij_,_g € P, — ij+1 € P,

para cualesquiera Py, € P.
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De forma similar al caso sin uniones a priori, a cada una de estas permuta-
ciones de los jugadores, se les asigna una probabilidad que es proporcional a
la medida de los puntos z que determinan esa permutaciéon. De esta forma,
si definimos S’ como el conjunto de puntos de la esfera que determinan una
permutacién compatible con la estructura de uniones a priori y el conjunto
Al como

Al ={z € S'/i es pwot en la permutacion inducida por z},

la modificacién espacial de poder de Owen viene dada por
i (A7)

fi (NaU7P7 {Q }iEN) ="

Z)l 1 (A7)

siempre que al menos uno de los conjuntos A} tenga medida no nula (es decir,
p(A%) > 0). En otro caso no se podria definir.

Ejemplo 4.3.1 Considérese el grifico siguiente, que muestra los puntos ide-
ales de un juego espacial con uniones a priori, donde N = {1,2,3,4,5,6,7,8},
P = {Pl,PQ,Pg} con Pl = {1,2},P2 = {3,4,5} ypg = {6,7,8}

Q4
Q3 Q°
Q3 Q7
Q1
z

QG
Q5

El punto z determina la permutacion, 1,2,3,5,4,8,6,7 que es compatible con
el sistema de uniones a priori

Evidentemente, los cédlculos en este caso son mas tediosos que en las situa-
ciones sin uniones a priori. Se ilustrard esta modificacién en el siguiente
ejemplo.
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Ejemplo 4.3.2 Considérese el juego espacial bidimensional con uniones a
priori dado por

N ={1,2,3,4,5,6} , W™ ={S C N/|S| =4},
Q' = (0.59,0.81),Q* = (0.31,0.95), Q* = (0.95, —0.31),
Q* = (0.81,-0.59),Q° = (0.59, —0.81) , Q° = (—0.59, —0.81)..
P ={P, P, P3s}, donde P, ={1,2},P, ={3,4,5} y P;={6}
El conjunto de puntos z de la esfera que no dan lugar a una permutacion

compatible con la estructura de uniones a priori, son los representados en
oscuro en el siguiente grdfico.

Si se calcula el indice de poder espacial mediante el procedimiento descrito
anteriormente, se obtiene

¥ (N,v, P {Qi}ieN) — (0.107,0,0.393,0.250,0.107, 0.143) .

Los jugadores con mds poder son el 3 y el 4. Es de destacar que el jugador
2 tiene poder igual a cero porque no existe ningin punto de la esfera que
determine una permutacion compatible con el sistema de uniones a priori en
la que sea pivot.
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Modificacién de Shapley

Segin la modificacién propuesta por Shapley, un funcional f € R™" define
una permutacion de los jugadores de la siguiente forma: un jugador 7 precede

a otro jugador j si f(Q°) < f(Q7).

Al considerar un sistema de uniones a priori, el interés se centrard en aque-
llos funcionales f € R™* que determinen una permutacién de los jugadores
compatible con la estructura de uniones a priori. Al igual que en el caso
no coalicional, basta utilizar un funcional en cada direccién del espacio R™*.
Considerando K’, el conjunto de funcionales lineales pertenecientes a la es-
fera unitaria de R™*, que determinen una permutacién compatible con el
sistema de uniones a priori, se define para cada jugador ¢ el conjunto B; de
la siguiente forma

B! = {f € K'/i es pivot en la permutacion inducida por f}.
En este caso, el indice de poder espacial viene dado por:

s <N’U’P’ {Qi}ieN> B %

Evidentemente, este indice s6lo podra calcularse cuando el conjunto K’ sea tal
que 4 (K') > 0. Un ejemplo de situacién en la que este indice se puede calcular
es la que se puede ver en el grifico que aparece a continuacién. En este
caso el funcional lineal perpendicular a esta familia de hiperplanos paralelos
determina una permutacién de los jugadores compatible con la estructura de
uniones a priori (evidentemente, no basta con que haya uno solo, sino que
es necesario que p (K') > 0).

OQ9

.Q5 .Q4

Q1A
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Dependiendo de la configuracién espacial de los puntos ideales, puede resultar
bastante laborioso el célculo del indice anterior. Se ilustrard con un ejemplo
sencillo.

Ejemplo 4.3.3 Considérese el juego espacial bidimensional con uniones a
priori dado por

N ={1,2,3} , W™ = {{1,2},{1,3},{2,3}},

P:{Pl,PQ}, CO’TLP1:{1,3} yPQZ{Q}

donde la situacion de los puntos ideales de los jugadores se corresponde con
el siguiente grifico.

Q2

Q! Q3

Teniendo en cuenta la estructura de uniones a priori, las unicas permuta-
ciones de los jugadores que mo son compatibles con dicha estructura son:
1,2,3 y3,2,1 (por ejemplo, la determinada por el funcional representado en
el grafico anterior). Por lo tanto, segin lo visto anteriormente para el caso
no coalicional, se tiene que:

(Mo PAQ Y L) = (@ (@47).0,9/ (a+7)).

Es interesante comentar que aunque el jugador 2 no sea pivot en ninguna de
las permutaciones compatibles con la estructura de uniones a priori y, por lo
tanto, tiene un poder igual a 0, su presencia condiciona el poder espacial de
los otros jugadores.

Modificacién basada en distancias

Las dos modificaciones comentadas anteriormente asignan distintas probabi-
lidades a las permutaciones de los jugadores en situaciones en las que existe
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una particion del conjunto de jugadores que determina un sistema de uniones
a priori. Estas modificaciones presentan (al igual que para el caso no coali-
cional) algun inconveniente, como la dificultad de cdlculo y que ciertas per-
mutaciones tienen probabilidad nula. A estos problemas, se anade el hecho
de que para ciertas configuraciones geométricas no es posible calcular las
modificaciones anteriores ya que siguiendo el proceso de calculo de las proba-
bilidades de estas permutaciones, el conjunto que determina permutaciones
de los jugadores compatibles con el sistema de uniones tiene medida nula.

A continuacion, vamos a extender al caso con uniones a priori la modificacion
basada en distancias. Esta modificacién puede calcularse siempre y, ademas,
proporciona probabilidad positiva a todas las posibles permutaciones de los
jugadores compatibles con la estructura de uniones. Al igual que en el caso no
coalicional, aquellas permutaciones que tienen mayor longitud, es decir, aque-
llas en las que para unir los puntos ideales de los jugadores correspondientes
es preciso recorrer un camino de mayor longitud, tienen menor probabilidad
que aquellas que tienen menor longitud.

Denotando por IT (P, N) el conjunto de permutaciones de los jugadores de
N compatibles con la estructura de uniones a priori P, la probabilidad asig-
nada a una permutacién serd inversamente proporcional a su longitud. Para
normalizar estas probabilidades, se asigna a una permutacién o € I1 (P, N)
la siguiente probabilidad
1
P (0) = —=2—
et ')

donde [ (¢) es la longitud de la permutacién o. Si C] es el conjunto de per-
mutaciones compatibles con la estructura de uniones en las que el jugador
i es pivot, se define un fndice de poder espacial de un jugador ¢+ € N en el
juego espacial con uniones a priori (N ,, {Qi}ZG N P) como la suma de las
probabilidades de las permutaciones compatibles con la estructura de uniones
a priori en las que 7 es pivot, es decir,

£ (N Q@Y oy P) = Y P (0).
oeCy

A diferencia de las modificaciones consideradas anteriormente, ésta puede
calcularse siempre (ademds, de un modo més sencillo). Para finalizar esta
seccion, se ilustrard este indice de poder espacial con el siguiente ejemplo.
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Ejemplo 4.3.4 Con los datos del ejemplo 4.2.4, se considera la siguiente
particion del conjunto de jugadores: P = { Py, Py, P3}, donde P, = {1}, P, =
{2} y P; = {3,4}. En primer lugar, habria que calcular las longitudes de
las 12 permutaciones compatibles con la estructura de uniones a priori (real-
mente sélo hace falta calcular 6 porque una permutacion y la inversa tienen la
misma longitud). Al igual que en el caso no coalicional, se busca qué jugador
es el piwot y se calcula el indice de poder espacial definido anteriormente,
obteniendo

f (N, v, P, {Qi}ieN) = (0.4707,0.1823,0.1544,0.1925) .

4.4 Valores pseudo-probabilisticos

Algunos de los valores estudiados en esta memoria, como el valor de Banzhaf
o el valor de Shapley, tienen en comiin que asignan a cada jugador una suma
ponderada de sus contribuciones marginales. La diferencia entre estos valores
reside en las ponderaciones otorgadas a estas contribuciones. Estos valores
se denominan valores probabilisticos. En esta seccién se introducird una
nueva familia de valores, que extiende a los valores probabilisticos, a la que
se denominara familia de valores pseudo-probabilisticos.

Definicién 4.4.1 Dada una subfamilia T (N) de TU (N), una solucidn f :
T(N) — R", se dice que es un valor probabilistico, si para cada jugador i €
N, existe una distribucion de probabilidad {p% : S C N\i} sobre el conjunto
de coaliciones que no contienen a i, de tal forma que, dado (N,v) € T (N),

fi(Nov) = Y psfo(SUi) —v(S)]. (4.3)

SCN\i

Los valores de Shapley y Banzhaf son valores probabilisticos. Para el valor
de Shapley se tiene que, en la expresién (4.3), para cualquier S C N\i,

;1 1 slln—s—1)
S GO R

mientras que para el valor de Banzhaf, en la expresién (4.3), para cualquier
S C N\i,




168 Juegos espaciales

Alguno de los valores coalicionales que se estudiaron en el capitulo 2 (valor
de Owen, valor de Banzhaf-Owen y valor de Banzhaf coalicional simétrico)
también son valores probabilisticos.

Weber (1988) obtuvo una caracterizacién de los valores probabilisticos, em-
pleando las propiedades de linealidad, positividad y titeres. A continuacion,
se introducirdn estas propiedades, para una subfamilia 7' (N) de TU (N).

Linealidad (LI/N). Una solucién f : T'(N) — R™ es lineal si para todo par
de juegos (N,v) € T(N) y (N,w) € T (N) y para todo nimero real ¢ > 0,
se tiene que

b f(N’U+w):f(N7U)+f(N7w)a

e f(N,cv) =cf(N,v).

Positividad (POS). Una solucién f : T'(N) — R™ es positiva si para todo
juego monétono (N,v) € T'(N), se tiene que

f(N,v) >0.

Titere (TIT). Una solucién f : T (N) — R" satisface la propiedad de
titeres si para todo juego (N,v) € T'(N) y para todo jugador i € N, titere
en (N, v), se tiene que

fi(N,v) = v (z).

En Weber (1988) se obtiene una caracterizacion de los valores probabilisticos
en la familia de los juegos T'U y en la familia de los juegos simples.

Teorema 4.4.1 Una solucion f : TU (N) — R"™ es un valor probabilistico
si y solo si [ satisface las propiedades de linealidad, positividad y titeres.
Un indice de poder f: S (N) — R™ es un valor probabilistico si y solo si f
satisface las propiedades de transferencia, positividad y titeres.

Si de las condiciones que deben cumplir las constantes {p% : S C N\i} para
obtener un valor probabilistico se elimina la condicion de ser positivas, resul-
tan los valores pseudo-probabilisticos.
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Definicién 4.4.2 Dada una subfamilia T (N) de TU (N), una solucion f :
T(N) — R", se dice que es un valor pseudo-probabilistico si para cada
jugador i € N, existen unas constantes {qs : S C N\i} de tal forma que

d gs=1y

SCN\i

fi(Now) = Y g (S Ui) — o (S)]. (4.4)

SCN\i

De la definicién anterior se deduce inmediatamente que todo valor proba-
bilistico es un valor pseudo-probabilistico. Un valor pseudo-probabilistico
otorga a un jugador una suma de sus contribuciones marginales multipli-
cadas por constantes, pero en este caso, la tinica condicién que cumplen es-
tas constantes es que sumen 1, es decir, no se exige que sean positivas. Este
hecho que, en principio, parece extrano, es aplicable en ciertas situaciones
en las que un jugador no estd interesado en colaborar con alguna coalicion.
Por ejemplo, en un juego espacial es posible que a un jugador no le interese
hacer ganadora a una coalicién formada por jugadores cuyos puntos ideales
se encuentren alejados de su punto ideal. Esto es debido a que sus intereses,
determinados por su posicién ideoldgica, no van a ser compartidos por el
resto de los jugadores de esta coalicién. Se volverd a incidir en esta idea en
la siguiente seccion.

De modo implicito, en Weber (1988) aparece la demostracién de la caracte-
rizacién de los valores pseudo-probabilisticos en la familia de los juegos TU
y en la familia de los juegos simples. Esta caracterizacion se obtiene a partir
de la caracterizacion de los valores probabilisticos, eliminando la propiedad
de positividad. La citada caracterizacién de Weber se recoge en el siguiente
resultado.

Teorema 4.4.2 Una solucion f : TU (N) — R" es un valor pseudo-
probabilistico si y solo si f satisface las propiedades de linealidad 1y titeres.
Un indice de poder f : S(N) — R"™ es un valor pseudo-probabilistico si y
solo si f satisface las propiedades de transferencia y titeres.

A continuacién, se proporciona un resultado que caracteriza el valor de las
constantes {q4 : S C N\i} que aparecen en la expresiéon de un valor pseudo-
probabilistico, a la vez que proporciona un método recursivo para su célculo.
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En este método se emplean las soluciones de los juegos de unanimidad y
se empiezan calculando las constantes relativas a las coaliciones de tamano
mayor.

Teorema 4.4.3 Dado un valor pseudo-probabilistico f : TU (N) — R" las
constantes {q% : S C N\i} son de la forma

. fi(Nyusu) — Y. ¢ siS CN\i
qs = T/SCTCN\i (4.5)
fi (N, un) si S = N\i
Demostracién

En primer lugar se demostrard que las constantes {¢ : S C N\i} obtenidas
de acuerdo a la expresién (4.5), determinan un valor pseudo-probabilistico,
para lo que es suficiente demostrar que su suma es igual a 1. De la expresion
(4.5) se tiene que

De donde se deduce que > ¢4 = f; (N,u;) = u; (1) = 1, ya que el jugador
SCN\i
i es un titere para el juego (N, u;) .

Ahora, se va a demostrar el reciproco; es decir, dado un valor pseudo-
probabilistico f, que puede escribirse de la forma

fi(Nov) = Y gso(SUi) —o(S)],

SCN\i

necesariamente la expresién de las constantes {¢4 : S C N\i} que intervienen
en su desarrollo, tiene que ser de la forma (4.5).

Si se considera el juego de unanimidad (N, uy), es evidente que uy (S Ui) —
uny (S) = 1 siy solosi SUiI = N siendo igual a 0 en cualquier otro caso.
Teniendo en cuenta la expresién (4.4) es claro que qjv\i = fi (N, uy).

Dada una coalicién S # N y un jugador i ¢ S, para el juego de unanimidad
(N, ugy;) es evidente que ug;(T'U i) —ugy(T) =11 .S CT C N\i, con lo
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que se obtiene la siguiente igualdad:

fi (N7 uSUi) = Z Q’_ll“ = quz + Z q%‘?

T/SCTCN\i T/SCTCN\i

con lo que la expresion (4.5) es cierta y se finaliza la demostracién.[

Corolario 4.4.1 Como casos particulares del teorema anterior se obtiene
una forma recursiva para calcular las constantes que aparecen en las expre-
siones del valor de Shapley
' { ;11 — S5 ph o siSCN\i
pls = T/SCTCN\i
1 si S = N\i

n

y del valor de Banzhaf

‘ L Y ph o siSCN\
pg = T/SCTCN\i
= si S = N\i

Ms4s adelante, se presenta un resultado en el que se obtiene una reformulacién
de la propiedad de transferencia, en funcién de la solucién para los juegos de
unanimidad de las coaliciones minimales ganadoras. La expresion resultante
es similar, en cierto modo, a la férmula para el calculo de la probabilidad
de la unién de un conjunto de n sucesos. Para demostrar ese resultado se
hace necesario el siguiente lema, en el que se prueba que la citada expresién
estd bien definida, en el sentido de que la inclusién de coaliciones ganadoras
no minimales no afecta al resultado. Este hecho es similar al que cumple la
férmula de cédlculo de la probabilidad de la unién de sucesos ya que, como es
bien sabido, la adicién de un suceso contenido en alguno de los originales no
afecta al resultado final.

Lema 4.4.4 Dado un indice de poder f : S(N) — R", para todo juego
simple (N,v) con

W™ ={51,5,...,9} yW ={51,5,...,8m; Sm+1,---5p},
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se cumple lo siguiente. Para cualquier jugadori € N, las siguientes p—m+1
expresiones son equivalentes

Z fz (N7qu1) - Z Z fi (N’U'Shusjz) +

Jj1eEM’ JEM’ joeM’
J2>7J1

Z Z Z fi (Nausjlusj2u5j3) -+

JEM! €M jseM’
J2>J1 J3>72

(_1)ml+1 fl (N7 U‘SlUSQU..,US’m/) ) (46)

donde M = {1,2,... ,m},P ={1,2,... ,p} y M’ es cualquier subconjunto
tal que M C M' C P.

Demostracion

En primer lugar, se probara que el resultado es cierto para M y M’, donde
|M'| = m + 1. Supongamos que Sy,+1 = M\ M.

Como S,,+1 1o es una coalicién minimal ganadora, existird una coalicién S;
con j < m, tal que S; C Sy,41. Vamos a suponer que j = 1, entonces se tiene
que probar que

(Z fi (N’usjl) - Z Z fi (N>u5j1U51‘2) +

JieM’ JEM’ joeM’
J2>71

Z Z Z fZ (N7 usjluszUSjs) + e + (_1)ml+1 fz (N7 u51USQU...US’m+1)) -

PEM! j2EeM” jse M’
J2>J1 J3>J2

(Z fi (N7u3j1) - Z Z fi (N’ushush) +

J1EM J1EM joeM
J2>7J1
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Z Z Z fi (N, us; us,us,,) + -+ (=)™ fi (N, us,u850..08m))

J1€EM joeM jseM
J2>71 33>)2

toma el valor cero.

La diferencia anterior es igual a

fi (N,ug,,.,) — Zfi (N, us,u8,.1 ) + Z Z fi (N, us,us,u8pmss) +- -+
i=1 i=1 j=it+1

(=)™ fi (N, 8,080 .USp 1) -

Esta tltima expresién tiene un total de 2™ términos, de los cuales la mitad
2™=1 incluyen a S;, (conjunto A), y el resto de términos (conjunto B), con
el mismo cardinal 2! no incluyen a S;.

Se puede establecer una biyeccién entre los términos del conjunto A y los del
conjunto B, de forma que al término f; (IV,us) € B se le hace corresponder
fi (N ugus,) € A, es decir

B — A
fi (Na US) — fl (Nv U’SUSl)

Como S,,11 €Sy Sii1 2 51, se tiene que S U .S, =5, por lo tanto,
fi (N us) = fi (N, usus, ),

como estos términos aparecen con distinto signo en la expresién anterior, ésta
se hace igual a 0.

Trivialmente, por hipétesis de induccion, se cumple el resultado para cualquier
valor de M’ tal que M C M’ C P.OJ

A continuacién, se obtiene el resultado anunciado anteriormente. En el
siguiente teorema se demuestra que para un indice de poder es equivalente
que cumpla la propiedad de transferencia o que coincida con la expresion
(4.6). Con esto, se tiene que todos los valores probabilisticos y pseudo-
probabilisticos definidos en la clase de juegos simples admiten dicha expre-
sion.
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Teorema 4.4.5 Un valor f : S (N) — R"™ cumple la propiedad de transfe-
rencia si y solo si dado un juego simple (N,v) tal que W™ = {S1,Ss,... ,Sm},
asigna a cada © € N la siguiente cantidad

fi (N7U) - Z fl (N,Ugjl) - Z Z fz (N’USHUSJQ) +

neM J1EM joeM
Je>J1
E § § fZ (N7 qu1USj2USj3) T oee + (47)
J1EM joeM jzeM

J2>71 j3>j2

(_1)m+1 i (N7 Usluszu...usm) )

donde M = {1,2,... ,m}.

Demostracion

Supéngase un valor f : S (N) — R™ que satisfaga la propiedad de transfe-
rencia.

Dado un juego simple (N, v), con conjunto de coaliciones minimales ganado-
ras W™ = {51, S, ... ,Sn}, puede escribirse de la siguiente forma

v=ug, Vug, V...Vug,.
La demostracién se hara por induccién en el cardinal del conjunto W™.

Si m =1 la expresién (4.7) es cierta trivialmente.

Supongase que el resultado es cierto para cualquier valor desde 1 hasta m—1,
se probard que es cierto para m.

En ese caso v = ug, Vug,V...Vug, = v'Vug, donde v = ug,Vug,V...Vug, ,,
como f satisface la propiedad de transferencia, se tiene que:

f(Nv) = f(N.v'"Vus,) = f(N,V)+ f(N,us,) = f (N,v Aus,) . (4.8)

Los tres términos que aparecen en la parte derecha de la expresion (4.8) se
corresponden con juegos donde el nimero de coaliciones minimales ganadoras
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es menor o igual que m — 1. Empleando la hipétesis de induccion y el lema
4.4.4 se obtiene la expresién enunciada en el teorema ya que el conjunto de
coaliciones minimales ganadoras del juego (N, v Aug, ) es un subconjunto
de

{S1U S, S2USn, ..., Smo1 USy}.

Para probar el reciproco, supéngase que un valor f: S (N) — R™ asigna a
cada juego (N, v) la cantidad dada por la expresién (4.7). Para probar que f
satisface la propiedad de transferencia, tendria que probarse que dados dos
juegos simples (N, v), (N, w) se cumple la siguiente igualdad

F(Nw)+ f(N,w) = f(N,oVw)+ f(N,vAw).
Por ser v y w juegos simples pueden escribirse de la forma:

v=us, Vug,V...Vus, yw=us, ,Vus,  ,V...Vug,,,

m-+1

La demostracién se hard por induccién en m y r.

Param =1y r =1, se tiene que v = ug y w = up. Como ug A ur = usyur,
la expresion (4.7) es equivalente a:

f(N,us Vur) = f(N,us) + f (N,ur) — f (N,us AN ur) .

Se supone entonces que f satisface la propiedad de transferencia para los
valores (1,1),(2,1),...,(k—1,1) del par (m,r) y se va a probar que es
cierto para (k,1). Se tiene entonces que:

v=ug Vug,V...Vug,_, VUusy w=u1us,,.

Como f satisface (4.7),

k+1 k+1  k+1
f(DLQJV/UO :zjg:af(fv’ush) _-EE: EE: ‘f([v’ushusm)-+
j1=1 J1=1j2=71+1

k+1  k+1 k+1

Z Z Z / (N, USjlquZUSjs) — ...+

J1=1j2=j1+1 jz=ja+1
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(_1)kf (N, u51US2U-~USk+1) :

Por otro lado:

f)+ fw) = flonw) =

f (U) + f (w) - f((u51 A uSk+1) \ (U5’2 A uSk+1) V...V (usk A USk+1)) =

f(’U) + f(w) - f(u51USk+1 V US,USk 41 V...V uSkUSk+1) =

k k k
Z f (N’ qul) - Z Z f (N’ USHUSJ'Q) +
Jji=1 Jj1=1j2=751+1

k k
DD > S (Nausyusyusy) =+

J1=1jo=j1+1 jz=ja2+1

J

(=" f (N, ugusao.us,) + f (Vo us,,,) — Z f(N,us; us,,,) +

j1=1

k k
Z Z f(N7 uS]'lUszUSkJrl) — ... F (_1)k f (N7 uslUSQU...USk+1) .

J1=1j2=j1+1

que es igual a f (N,vV w). Con lo que estd demostrado que el resultado se
cumple para cualquier par de la forma (m, 1), para cualquier valor de m.

Para finalizar, supéngase que es cierto para un par (m,r), habria que de-
mostrar que es cierto para (m,r + 1). Tomemos entonces

v=1ug, Vus, V...Vug, yw=ug,  Vus, ,V...Vus, Vug, .
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El juego w puede escribirse de la siguiente forma

w = wi V wy con

\/US

w1 = Ug my2 Voo VUg, Y We = Ug

m+1 m+r+1°

Por lo demostrado anteriormente, se tiene que

f(N,v) + f(N,w) = f(N,v) + f(N,wy Vws) =

f(N,U) +f<N7w1) —|—f(N,'lU2) _f<N7w1 /\w2)
Con lo que serfa suficiente demostrar que es cierta la igualdad

f(N,uoVvw)+ f(N,v Aw) =

f(N,U)+f(N,w1)—|—f(N,w2)—f(N,wl/\wg) (49)
En primer lugar, desarrollando f(N,v V w)
f(N;oVw)= f(N,oVw Vwy) =

f(N,oVw)+ f(Nywy) — f(N,(vVw) Awy) =

F(N,v)+ f(N,wy) — f(N,v Awy) + f(N,wz) — f(N, (v Aws) V (wy Aws)) =

f(NvU)+f<N7w1)_f(N7U/\w1)+f(N7w2)_

F(N,v Aws) — f(N,wy Awa) + f(N, v Awy Aws).
Desarrollando ahora f(N,v A w)

J(N,v Aw) = f(N,v A (wy Vws)) = f(N, (v Aw) V(v Aws)) =

F(N;v ANwy) + f(N,v Awy) — f(N,v Awy A ws).

Sumando estos dos iltimas ecuaciones se cumple la igualdad (4.9) que se
querfa demostrar.[]
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Corolario 4.4.2 Los indices de Shapley-Shubik y de Banzhaf-Coleman de
un jugador i € N, en el juego simple (N,v) donde W™ = {S1,Ss,...,Sm}
vienen dados por:

DS =Y Y (S, U8y +

J1EM J1EM jaeM
J2>71

>3 S (5,08, U8 @) .+

J1EM j2o€M jzeM
J2>71 J3>7J2

(=)™ (S, US,U...US;) (i),

donde M = {1,2,... ,m} vy,

1 ..
PN I si1 €S
570 {0 siigsS

para el indice de poder de Shapley-Shubik vy,

1 ..
1y ) g ostield
570 { 0 sii¢S

para el indice de poder de Banzhaf-Coleman.

4.5 La propiedad de simetria espacial

A continuacién se van a caracterizar diversos indices de poder espaciales em-
pleando propiedades comunes con otros indices de poder y una modificacién
de la propiedad de simetria, a la que se denominara propiedad de simetria
espacial.

En la segunda seccién de este capitulo, se estudiaron modificaciones del indice
de poder de Shapley-Shubik que daban lugar a varios indices de poder es-
paciales. En esas modificaciones se definia una forma de elegir las distintas
probabilidades de las permutaciones de los jugadores. En esta seccién, se va
a seguir con una linea mds similar a la empleada en el resto de esta memoria.
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Se propondrédn diversas propiedades que se consideran adecuadas en el con-
texto de los juegos espaciales, para demostrar a continuacién, que sélo hay
un indice de poder espacial que las satisface.

En el primer capitulo se estudiaron diversos indices de poder para la familia
de juegos simples, en particular, los indices de poder de Shapley-Shubik,
Banzhaf-Coleman y Deegan-Packel. De entre las propiedades que caracte-
rizaban estos indices de poder, las de eficiencia, poder total, transferencia,
fusién y jugador nulo, en principio, parece que siguen siendo adecuadas en
el contexto de los juegos espaciales. Esto es debido a que la introduccién de
los puntos ideales no afecta a la naturaleza de estas propiedades. No puede
decirse lo mismo de la propiedad de simetria, porque dentro del modelo de
los juegos espaciales, el poder que tienen los jugadores simétricos para el
juego simple no tiene por qué coincidir. En un juego espacial, el poder de un
jugador estard condicionado por la situacién de su punto ideal.

En un juego de unanimidad ug, parece légico suponer que el poder de un
jugador ¢ € S serd mayor si su punto ideal se encuentra en una posicién
cercana al resto de las posiciones de los jugadores de S. Por tanto, el poder
que tienen dos jugadores de S en el juego de unanimidad ug es inversamente
proporcional a la suma de las distancias de sus puntos ideales a los puntos
ideales del resto de los jugadores de S. Segin esto, en un juego de unani-
midad, los jugadores del soporte con objetivos situados en posiciones maés
“centrales” tendrdan mayor poder. Con esta idea, se define la propiedad de
simetria espacial.

Definicién 4.5.1 Un indice espacial de poder f : E (N, {Q'},.y) — R"
satisface la propiedad de simetria espacial si para cualquier juego de unani-
midad ug, y para cualquier par de jugadores, | € S;m € S, se tiene que:

fi(Mous {Q o) Do dQLQY) = fu (Nous, {Q',) Do d@™, Q).

kesS kesS

Propiedades similares a la anterior, que pueden entenderse como propiedades
de “simetria ponderada para jugadores del soporte en juegos de unanimidad”,
se emplean en Bilbao (1998) y Bilbao et al. (1998) para obtener caracteri-
zaciones de los valores de Shapley y de Banzhaf en geometrias convexas.
Queremos hacer notar que la propiedad anterior no determina que si dos
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jugadores son simétricos entonces siempre tendra mayor poder aquel jugador
cuyo punto ideal se encuentre en una posicién central. Esto ocurrird en los
juegos de unanimidad, pero no necesariamente para todos los juegos simples.

Empleando la propiedad de simetria espacial, en lugar de la propiedad de
simetria, se van a obtener tres indices de poder espaciales: los indices de
poder simétricos espaciales de Shapley-Shubik, Banzhaf-Coleman y Deegan-
Packel. La diferencia que presentan estos indices de poder espaciales respecto
a los indices de poder originales es la forma de repartir el poder entre los
jugadores de un soporte en los juegos de unanimidad.

Para simplificar la escritura de los distintos resultados que se van a enunciar,
se empleara la siguiente notacién. Dado un juego (N,v) y una coalicién
S C N, la funcién dgl : N — R asigna a cada jugador j € N la siguiente
cantidad:

( 1

> d(Q*F @)

kes .. .
. sij€S,S#{j}

ds' (/) =4 Y =

€8S d(Qk7 QZ)
0 sij¢sS

\ 1 1.5 = {]}

A la vista de la expresién anterior, se ve que la funcién dg' : N — R
es una funcién normalizada que asigna a cada jugador de S una cantidad
inversamente proporcional a la distancia de su punto ideal al resto de los
puntos de los jugadores de S, mientras que asigna 0 a los jugadores que no
estdn en S. Puede interpretarse como una medida de la cercanfa de cada
jugador j € N a la coalicién S. Esta funcién estd directamente relacionada
con la propiedad de simetria espacial.

En el siguiente resultado se caracteriza un indice de poder espacial, susti-
tuyendo la propiedad de simetria por la propiedad de simetria espacial en la
caracterizacién del indice de poder de Shapley-Shubik ().

Teorema 4.5.1 Euiste un unico indice de poder f : E (N,{Q'},.x) — R"
que verifica las propiedades de eficiencia, jugador nulo, simetria espacial y
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transferencia. Dado un juego espacial (N,v,{Q"},.y), esta solucion asigna
a cada jugador | € N el nimero real:

fi <N7U> {Qi}i€N> - Zm:dgil Ok i

SUS

HME

P30 S g (4 ),

=1 j=i+1 k=j+1 U Si
i=1

Demostracion

Unicidad:

Dado un juego espacial (N,v,{Q"},.y), existe un mimero finito m de coa-
liciones minimales ganadoras Si,S55,...,S,, por lo que el juego v puede
escribirse de la siguiente forma:

v=1ug, Vug, V...Vug,.
Se definen dos indices ny (v) y ng (v) del siguiente modo:

ny (v) = min {p € N/existe una coalicién minimal ganadora 7" con |T'| = p},
tamano de la coalicién minimal ganadora mds pequena,

ns (v) =nimero de coaliciones minimales ganadoras T tales que |T'| = ny (v).
La demostracién de este resultado se hace por induccién en ny (v) y ng (v).
Para n; (v) = n,v = ux y ny (v) = 1, en cuyo caso una solucién f que satis-

faga las propiedades de eficiencia, jugador nulo y simetria espacial, necesari-
amente asigna a un jugador j € NN, la cantidad

fi(Nun, {Q"}, ) = dit (4) -

Supdngase que se ha probado que la solucién es tnica cuando n (v) = k +
1,k4+2,... ,nyns(v) =1, habria que probar que la solucién es tinica cuando
ny (v) =k yng(v) =1.
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Sea S la tnica coalicién minimal ganadora con k jugadores. Si S es la tnica
coalicién minimal ganadora, entonces v = ug y por la propiedades de simetria
espacial, eficiencia y jugador nulo, necesariamente la solucién para un jugador
J € N, tiene que venir dada por

fi(Nus, {Q'} ) = dg' (7) -

Para demostrar la unicidad en el caso de que ny (v) > 1, se procede como en
la demostracién de la unicidad del indice de poder de Shapley-Shubik en la
familia de los juegos simples, que aparece en Dubey (1975), ya que en este
momento sélo se necesita la propiedad de transferencia.

Existencia:

Dado un juego espacial (N,v,{Q'}, ) existe un mimero finito m de coa-
liciones minimales ganadoras Si,.55,...,5,, de tal forma que el juego v se
puede escribir de la siguiente forma

v=us, Vus, V...Vug,.
Se considera la funcién f!: E (N , {Qi}lE N) — R", que asigna a un jugador
[ € N, la siguiente cantidad

fi <N“ {@'} eN) Zd Z Z SUS

=1 j=i+1

>
i=1 j= Us:

A continuacidén, se comprobard que este indice de poder verifica las propieda-

des de jugador nulo, eficiencia y simetria espacial, ya que por el teorema 4.4.5

satisface la propiedad de transferencia.

Z Z SuSuSk DA+ (=)™, (D).
=i+1 k=j+1

Jugador nulo:

Sea i € N, jugador nulo. Entonces ¢ ¢ S, para todo ] =1,2,... ,m y para
cualquier R C {1,2,... ,m},i ¢ |J S;. Por tanto, d ( ) =0, con lo que

JER ]ER
fil (Nava {Qz}zEN) = 0.
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Eficiencia:

Dado un juego espacial (N, v,{Q"},.y) con W™ ={S},Ss,...,Sn}.

Sim =1 el resultado es trivial.

Sea S = S;US,U...S,, con m > 1. Cualquier ¢ ¢ S es un jugador nulo.
Por tanto,

Zfl <N v, {Q"} ZGN) Zfl <N U, {QZ} eN) =

leN les
m
71
S-S Y il
lesS i=1 leS i=1 j=i+1
m m m
—1 m+]_ _
D00 > dsisus D+ Dy ()=
€S i=1 j=i+1k=j+1 les 2 1
m m m
DD A5 =20 D0 D dsi,
i=1 leS i=1 j=i4+1 €S



184 Juegos espaciales

Aplicando repetidamente la férmula de Stiegel: (') = (’::11) - (m;l)’ la
expresién anterior puede escribirse de la forma:

")) - () ()
(") () - ) )= G = ()

(m — 1) (m — 1) L
0 m
Propiedad de simetria espacial:

Dado un juego espacial (N, us, {Q'},. ), dados dos jugadores [ € S, m € S
se tiene que

1 (Vs Q' o) = ds* ()

f (Vs {Q'} ) = ds* (m).

Por lo que

A (Nous {Q' Y0y ) Do d(Q1Q) = £ (Nous {Q},y ) D4 Q. Q)

kesS kesS

Ejemplo 4.5.1 Dado el juego espacial bidimensional del ejemplo 4.1.1 con
puntos ideales y coaliciones minimales ganadoras representados en el siguien-
te grifico
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Se tiene que el indice de poder espacial caracterizado en el teorema anterior
es gual a:

Iz (N,v, {QZ’}EN) — (0.602, 0.098, 0.2085, 0.0915) .

De acuerdo con este indice, el jugador con mayor poder espacial es el 1,
debido a su papel “dominante” en la funcion caracteristica. Después del
jugador 1, el jugador con mayor poder espacial es el 3, que ocupa una posicion
central dentro de la coalicion minimal ganadora {2,3,4}.

En el siguiente ejemplo se demuestra que el indice anterior puede asignar un
valor negativo a alguno de los jugadores que intervienen en un juego espacial.

Ejemplo 4.5.2 Supdngase un juego espacial bidimensional (N , U, {Qi}ie N),
dado por

N =1{1,2,3,4} , W™ ={{1,2,3},{1,2,4}},

y donde la configuracion espacial de los puntos ideales {Qi}ie N €s la siguiente

Q?e Q3
Q'e® ®eQ4

(es decir, las distancias d (Q', Q%) y d (Q3, Q%) son muy pequenas si las com-
paramos con las distancias d (Q',Q%), d(Q',Q%), d(Q* Q%) v d(Q? Q%))

El indice de poder espacial definido anteriormente es igual a:

I (N, v, {Qf}i€N> — (11/20,11/20, —1/20, —1/20) .

Los jugadores 3 y 4 tienen poder negativo. En este caso, el conjunto de coali-
ciones minimales ganadoras no es coherente con la configuracion geométrica
de los puntos ideales. Como los puntos ideales de los jugadores 1 y 2 estdn
proximos, tienen mayor poder espacial en los juegos de unanimidad de las
coaliciones {1,2,3} y {1,2,4} que los jugadores 3 y 4. Si los jugadores 3 y
4 no hiciesen ganadora a la coalicion formada por los jugadores 1 y 2, de
modo individual, los cuatro jugadores tendrian el mismo poder espacial. Los
jugadores 3 y 4 no se estdn comportando de forma adecuada a sus intereses
al convertir en ganadora a la coalicion {1,2}.
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En el siguiente resultado se caracteriza un indice de poder espacial, susti-
tuyendo la propiedad de simetria por la de simetria espacial en la caracteri-
zacion del indice de poder de Banzhaf-Coleman. Se omite la demostracion
de este resultado por emplear argumentos similares a los empleados en el
teorema 4.5.1.

Teorema 4.5.2 FExiste un unico indice de poder [ : E (N, {Qi}ieN) —s R”
que verifica las propiedades de poder total, jugador nulo, simetria espacial y
transferencia. Dado un juego espacial (N, v, {Q’}ZGN) , esta solucion asigna
a cada jugador | € N el nimero real:

= |Sil ds, ( [5i U Sjl ds,us, (1)

2 (N,v, {Qi}i€N> =2 gE Z Z 9[5;US;]|—1

=1 =1 j=i+1

[y

d .,
(s

i=1

Gsi

1=1

()

|S U S U Sk| d§U5 USy (l)

+Z Z Z 9|8iUS;USk|-1 +"'+(_1>m+1

i=1 j=i4+1 k=j+1

-

Si|—1

=1

2

donde M (v) = {S1,5,...,m}.

Al igual que el indice espacial de poder caracterizado en el teorema 4.5.1, este
indice satisface la propiedad de transferencia, por lo que queda determinado
conociendo la solucién para los juegos de unanimidad. Para un juego de
unanimidad ug, es inmediato probar que la tnica solucién que satisface la
propiedad de poder total, jugador nulo y simetria espacial es:

, . S|dgt (1
2 (Nous. (@) o) = B0

Corolario 4.5.1 Los indices de poder espaciales definidos en los teoremas
4.5.1 y 4.5.2 son valores pseudo-probabilisticos.

La expresion de las constantes para los dos valores anteriores vienen dadas
por las siguientes expresiones. Para el definido en el teorema 4.5.1,

l {5&(0— > dr siSCN\

q5 = T/SCTCN\I

dyt (1) si S = N\l
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mientras que para el definido en el teorema 4.5.2; las constantes vienen dadas
por la expresién

S|+1)dzl, (1 .
l { |+2|)S‘ O _ S gk st SC N\
gy = T/SCTCN\!

() si § = N\l

En el ejemplo 4.5.2, en el que los jugadores 3 y 4 tenfan poder espacial
negativo, puede comprobarse que la constante referente a la coalicién {1, 2}

para el jugador 3 (qf{”l 2}> es igual a —1/5; por lo que este jugador no estaria
interesado en hacer ganadora a esta coalicién.

Sustituyendo la propiedad de simetria por la de simetria espacial en la carac-
terizacién del indice de poder de Deegan-Packel se obtiene un nuevo indice
de poder espacial. Al igual que para el anterior, se omite la demostracion de
este resultado por ser andloga a las vistas anteriormente.

Teorema 4.5.3 FExiste un unico indice de poder f : E (N, {Q"}ZEN) — R”
que verifica las propiedades de eficiencia, jugador nulo, simetria espacial y
fusion.

En este caso, el indice de poder no es un valor pseudo-probabilistico porque
no satisface la propiedad de transferencia. Es facil comprobar que dado un
juego espacial (N ,, {Qi}ie N) este fndice de poder asigna a cada jugador
[ € N, la cantidad

7 (Ve dQYen) = gy 2 450

es decir, en este caso los jugadores que forman parte de una coalicién minimal
ganadora S, en lugar de repartir W en partes iguales, lo hacen en base a las
distancias entre sus puntos ideales, Ae acuerdo con la propiedad de simetria

espacial.

Para finalizar, en el siguiente ejemplo calculamos los tres indices de poder
espacial que satisfacen la propiedad de simetria espacial definidos en esta
seccion.
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Ejemplo 4.5.3 En Schofield et al. (1998) se hace una revision de los resul-
tados de algunas elecciones que tuvieron lugar en Alemania y Holanda en las
ultimas tres décadas, presentando en algunos casos, las posiciones ideologicas
de los partidos que se presentaron a estas elecciones. Vamos a emplear los
resultados electorales de las elecciones alemanas de 1980, en las que obtu-
vieron representacion los partidos CDU (Jugador 1: Demdcratas cristianos)
con 226 escanos, FDP (Jugador 2: Liberales) con 53 escanos y SPD (Ju-
gador 3: Social Demdcratas) con 218 escanos. Las posiciones ideoldgicas,
que determinan el punto ideal de cada partido en un espacio bidimensional,
fueron obtenidas por Martin and Quinn (1997). El eje X se corresponde con
la dimension economica y el eje Y con la dimension social.

Las coordenadas de los partidos en estas dimensiones son las siquientes: las
de CDU son: (0.55,0.40), las de FPD son (—0.35,—0.30) y las de SPD
(—1.23,—-0.90) . Sus puntos ideales estdn representados en el siguiente grdfico:

Ccbu

FDP
°

SPD

e
e
)

e
~e

Aunque la diferencia de escanos es grande, los tres partidos son simétricos
tanto si consideramos el juego de unanimidad (son necesarios todos los votos
para ganar una votacion) o el juego de mayoria (para ganar una votacion es
necesario obtener el voto favorable de por lo menos la mitad mds uno de los
miembros del Parlamento).

St calculamos el poder de los jugadores utilizando el indice caracterizado en
el teorema 4.5.1, obtenemos

#1 (N, v, {Qi}ieN) — (0.281,0.410, 0.309) , (4.10)
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en el caso de unanimidad y
1 (N,v, {Qi}ieN> — (0.438,0.180, 0.382) , (4.11)
en el caso de mayoria simple.

Empleando el indice caracterizado en el teorema 4.5.2, obtenemos

2 <N,'u, {Qi}i€N> — (0.2108, 0.3075,0.2318) , (4.12)
en el caso de unanimidad y

72 <N, v, {Qi}i€N> — (0.5784, 0.3850, 0.5364) , (4.13)
en el caso de mayoria simple.

Finalmente, con el indice caracterizado en el teorema 4.5.3, obtenemos

7 (N,v, {QZ}ZGN> — (0.281,0.410, 0.309) , (4.14)
en el caso de unanimidad y

& (N,v, {QZ}ZEN> — (0.333,0.333,0.333), (4.15)
en el caso de mayoria simple.

En primer lugar vamos a analizar las diferencias entre (4.10) y (4.11). El
Jugador mdas poderoso en el caso de unanimidad es el jugador con punto ideal
mdas central. La idea intuitiva de este hecho reside en que por ser necesario
que todos los jugadores se pongan de acuerdo, un punto ideal situado en una
situacion intermedia otorga mayor poder al jugador correspondiente. Sin
embargo, en el caso de mayoria, este jugador pasa a ser el menos poderoso,
a pesar de que los tres jugadores (al igual que en el caso de unanimidad)
son jugadores simétricos. Una interpretacion coherente con estos resulta-
dos aparece en Binmore (1994). Su idea trasladada a este ejemplo es la
siguiente: teniendo en cuenta que los tres jugadores son simétricos, el CDU
atraeria tanto a los votantes situados a la derecha de su punto ideal como
a la mitad de los situados entre su punto ideal y el del FDP (algo similar
pasaria con el SPD pero hacia la izquierda). Segiun esto, el FDP seria el
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Jjugador con menos poder. Fuvidentemente, ésta es sola una de las posibles
interpretaciones y podrian buscarse otras en diferente sentido. Entre la li-
teratura sobre interpretaciones de indices de poder destacamos los libros de
Enelow y Hinich (1984) y Taylor (1995) y la coleccion de trabajos editados
por Holler (1981).

Un comentario similar valdria para analizar las diferencias entre (4.12) y
(4.13), sdlo que en este caso la solucion no es eficiente y el poder total es
mayor en el caso de mayoria. En cuanto al indice de poder espacial f3,
este coincide con f' en el caso de unanimidad ((4.10) y (4.14)), ya que las
propiedades que determinan estas soluciones en estos juegos son las mismas.
En el juego de mayoria (4.15), los tres jugadores tienen el mismo poder. Esto
es debido a que en esta solucion sdlo intervienen las coaliciones minimales
ganadoras (en este caso, constituidas por dos jugadores) y que la propiedad
de simetria espacial coincide con la propiedad de simetria cuando intervienen
coaliciones de 2 jugadores.



Conclusiones

En este trabajo se estudian diversas soluciones en el contexto de los juegos
cooperativos con utilidad transferible. Algunas de estas soluciones ya habian
sido estudiadas en otros trabajos y lo que se propone son nuevas propiedades
o nuevas herramientas de cdlculo en diversas situaciones. En otras ocasiones,
se definen nuevas soluciones que se caracterizan empleando propiedades ya
utilizadas en otros trabajos y algunas que se presentan en esta memoria.

La mayorfa de las soluciones estudiadas se aplican en situaciones en las que la
cooperacién entre los jugadores se encuentra condicionada. Por lo tanto, se
trabaja en contextos en los que existe cierta informacién adicional a la pro-
porcionada por la funcién caracteristica del juego. Estos condicionamientos
vienen dados por la existencia de una estructura de cooperacién a prior: dada
por una particién del conjunto de jugadores, por restricciones en la comuni-
cacion entre los jugadores determinadas por un grafo o por la informacién
adicional que proporciona la asociacién a cada jugador de un punto en un
espacio euclideo. Estos tres condicionamientos se abordan en los capitulos 2,
3 y 4 de esta memoria.

En el capitulo 1 se hace una revisiéon de los conceptos bésicos relativos a la
teorfa de los juegos con utilidad transferible y, en particular, de los juegos
simples, considerando los valores de Shapley y Banzhaf y el indice de poder
de Deegan-Packel. La aportacién original a este capitulo reside en una nueva
caracterizacion del indice de poder de Deegan-Packel, asi como su célculo
empleando la extensién multilineal y la funcién generatriz.

El capitulo 2 estd dedicado al estudio de juegos con uniones a priori. Para
empezar se hace una revisién de los principales resultados referentes al valor
de Owen. A continuacién, se presenta una nueva caracterizacion del valor
de Banzhaf-Owen y se definen y caracterizan un nuevo valor coalicional de

191
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Banzhaf y dos indices de poder coalicionales de Deegan-Packel. Ademds, se
describen los procedimientos de célculo a partir de la extensién multilineal
del juego para el valor de Banzhaf coalicional simétrico y para los dos indices
de poder coalicionales de Deegan-Packel. Como aportacién final en este capi-
tulo, para todos los valores considerados, se presenta un procedimiento de
célculo para juegos de mayoria ponderada basado en la utilizacién de fun-
ciones generatrices. A lo largo del capitulo se proporcionan numerosos ejem-
plos para ilustrar los valores estudiados, asi como para hacer comparaciones
entre ellos.

En el capitulo 3 se estudian situaciones en las que la cooperacién entre los
jugadores estd limitada por la presencia de un grafo de comunicacién. El
valor de Myerson es la extensién del valor de Shapley en este contexto. En
este capitulo se caracterizan extensiones del valor de Banzhaf y del indice de
poder de Deegan-Packel para situaciones con comunicacion restringida.

Finalmente, el capitulo 4 estd dedicado al estudio de los juegos espaciales,
que son juegos simples en los que cada jugador tiene asociada una posicion
en un espacio ideolégico. En primer lugar, se hace una revisiéon de los re-
sultados obtenidos por Shapley y Owen en este contexto. A continuacién se
propone una nueva modificacién para el indice de poder de Shapley-Shubik,
asi como las extensiones de varios indices al caso con uniones a priori. Mas
adelante, se introduce una familia de valores, para la que se obtienen diver-
sos resultados, que extiende a la familia de valores probabilisticos y a los que
se denomina valores pseudo-probabilisticos. Para finalizar, se propone una
nueva propiedad, denominada propiedad de simetria espacial. A partir de
ella, se definen y caracterizan nuevos indices de poder espaciales, alguno de
los cuales pertenece a la familia de valores pseudo-probabilistico.

Evidentemente, el estudio de los puntos anteriores puede ampliarse o incluso
determinar nuevas lineas de investigacién. Asi, el trabajo futuro podria en-
caminarse hacia:

e La modificacién de los valores anteriores para aquellos juegos en los
que existan jugadores incompatibles.

e El anélisis de los juegos espaciales con comunicacién restringida.
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e La obtencion de los valores que extiendan el valor de Banzhaf-Owen o
el valor de Banzhaf coalicional simétrico para situaciones con comuni-
cacién restringida.

e El estudio de los valores pseudo-probabilisticos en situaciones con uniones
a priori.

Para finalizar, en las siguientes tablas se resumen las caracterizaciones obte-
nidas para los distintos valores estudiados en esta memoria, compardandolas
con otras existentes en la literatura (si procede).

Valor de Shapley

Valor de Banzhaf

Eficiencia

Poder total

Simetria

Simetria

Monotonia fuerte

Monotonia fuerte

Indice de poder de
Shapley — Shubik

Indice de poder de
Banzhaf — Coleman

Eficiencia Poder total
Jugador nulo Jugador nulo
Simetria Simetria
Transferencia Transferencia

Indice de poder de
Deegan — Packel

Indice de poder de
Deegan — Packel

Eficiencia Eficiencia
Simetria Simetria
Jugador nulo Jugador nulo
Fusién Monotonia minimal

Valor de Banzhaf — Owen

Valor coalicional de Banzhaf

Indiferencia en las uniones

Juego cociente para coaliciones de un jugador
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Valor de Owen

Valor de Banzhaf

coalicional simétrico

Eficiencia

Poder total
coalicional

Jugador nulo

Jugador nulo

Simetria en
cada unién

Simetria en
cada union

Simetria en
el cociente

Simetria en
el cociente

Aditividad

Aditividad

Valor de Owen

Valor de Banzhaf
coalicional simétrico

Valor coalicional de Shapley

Valor coalicional de Banzhaf

Contribuciones equilibradas
en las uniones

Contribuciones equilibradas
en las uniones

Juego cociente

Juego cociente

Valor de Owen

Valor de Banzhaf
coalicional simétrico

Eficiencia

Poder total coalicional

Jugador nulo

Jugador nulo

Contribuciones equilibradas
en las uniones

Contribuciones equilibradas
en las uniones

Simetria en el cociente

Simetria en el cociente

Aditividad

Aditividad

Valor de Owen

Valor de Banzhaf
coalicional simétrico

Eficiencia

Poder total coalicional

Simetria en cada unién

Simetria en cada unién

Simetria en el cociente

Simetria en el cociente

Monotonia fuerte

Monotonia fuerte
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Indice de poder de Indice de poder de Deegan
Deegan — Packel coalicional Packel coalicional simétrico
Eficiencia Eficiencia
Jugador nulo Jugador nulo
Simetria en cada unién Simetria en cada unién
Simetria fuerte Simetria en el cociente
. Independencia de coaliciones no
Fusion .. .
minimales en el cociente
Fusién en uniones a prior:
Fusién en el cociente
Indice de poder de Indice de poder de Deegan
Deegan — Packel coalicional Packel coalicional simétrico
Valor coalicional de Valor coalicional de
Deegan-Packel Deegan-Packel
Contribuciones equilibradas Contribuciones ponderadas
en las uniones en las uniones
Familia de los juegos cociente asociada Juego cociente
Indice de poder de
Valor de Banzhaf p
L Deegan — Packel
Valor de Myerson con comunicacion .,
o con comunicacion
restringida o
restringida
Eficiencia en Poder total con Eficiencia en
componentes comunicacion restringida componentes
Justicia Justicia Justicia minimal
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Conclusiones

Valor de Myerson

Valor de Banzhaf
con comunicacion
restringida

Indice de poder de
Deegan — Packel
con comunicacion

restringida
Eficiencia en Poder total con Eficiencia en
componentes comunicacion restringida componentes
Contribuciones Contribuciones Contribuciones
equilibradas equilibradas equilibradas
en el grafo en el grafo minimales en el grafo

Indice de poder de
Shapley — Shubik

stmétrico espacial

Indice de poder de
Banzhaf — Coleman
stmétrico espacial

Indice de poder de
Deegan — Packel
stmétrico espacial

Eficiencia

Poder total

Eficiencia

Simetria espacial

Simetria espacial

Simetria espacial

Jugador nulo

Jugador nulo

Jugador nulo

Transferencia

Transferencia

Fusion




Simbolos y notacién basica

Dado un conjunto N :

|N| denota el cardinal del conjunto N.

IT(N) denota el conjunto de las permutaciones de N.

2V denota el conjunto de partes de N.

Dado un nimero natural n,n! denota el factorial de n.

C: inclusién

C: inclusién estricta

R: conjunto de nimeros reales

R*: conjunto de nimeros reales positivos

R™: espacio euclideo n-dimensional

Dado un numero real x, ent (x) denota la parte entera de z

(N,v): un juego cooperativo con utilidad transferible (un juego TU)
TU (N): conjunto de juegos TU con conjunto de jugadores N
SI(N): conjunto de juegos simples con conjunto de jugadores N
ug: funcién caracterfstica del juego de unanimidad de la coalicién S
(N, v, P): un juego TU con sistema de uniones

U (N): conjunto de juegos TU con sistema de uniones

SU (N): conjunto de juegos simples con sistema de uniones

(M ,oF ): juego cociente asociado a un juego TU con sistema de uniones
(N, v,g): un juego TU con comunicacién

C (N): conjunto de juegos TU con comunicacién

CS (N): conjunto de juegos simples propios con comunicacién
(N,v/g): juego de comunicacién asociado a (N, v, g)

[q; w1, wa, ... ,wy,]: juego de mayoria ponderada

I (N,v): conjunto de imputaciones del juego (N, v)

Nu (N, v): nicleo del juego (N, v)

f: cualquier concepto de solucién

h: extensién multilineal
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E: esperanza matematica
W: conjunto de coaliciones ganadoras del juego simple (IV, v)
W™ o M (v): conjunto de coaliciones minimales ganadoras de (N, v)

Conceptos de solucién:

©: valor de Shapley

[: valor de Banzhaf

p: indice de poder de Deegan-Packel

®: valor de Owen

U: valor de Banzhaf-Owen

IT: valor de Banzhaf coalicional simétrico

(: indice de poder de Deegan-Packel coalicional

A: indice de poder de Deegan-Packel coalicional simétrico

Propiedades:

EF1I : Eficiencia (pdginas 10 y 45)

PT : Poder total (pagina 11)

SIM : Simetria (pagina 11)

JN : Jugador nulo (paginas 11 y 45)

SOP : Soporte (pédginas 11 y 45)

ADI : Aditividad (paginas 11 y 45)

MF : Monotonia fuerte (pagina 11)

TR : Transferencia (pagina 20)

FUS : Fusién (pégina 31 y 70)

MM : Monotonia minimal (pagina 32)

SU : Simetria en cada unién (pagina 45)

SC' : Simetria en el cociente (pagina 45)

JC' : Juego cociente (pagina 46)

MF : Monotonia fuerte (pdgina 46)

CEU : Contribuciones equilibradas en las uniones (pagina 47)
IU : Indiferencia en las uniones (pagina 50)

JCU : Juego cociente para coaliciones formadas por un jugador (pagina 51)
PTC' : Poder total coalicional (pdgina 54)

SF : Simetria fuerte (pdgina 71)

JCA : Familia de los juegos cociente asociada (pagina 76)
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FUSC' : Fusién en el cociente (pdgina 82)

FUSU : Fusién en uniones a priori (pdgina 82)

IMC' : Independencia de coaliciones no minimales en el cociente (pédgina 83)
CPU : Contribuciones ponderadas en las uniones (pagina 88)

EFIC : Eficiencia en componentes (pdginas 125 y 138)

EST : Estabilidad (pédgina 126)

JUS : Justicia (pdgina 126)

PTCR : Poder total con comunicacién restringida (pagina 128)

CEG : Contribuciones equilibradas en el grafo (pagina 133)

JUSM : Justicia minimal (pdgina 138)

JUN : Juego nulo (pagina 138)

ESTM : Estabilidad minimal (pdgina 142)

CEMG : Contribuciones equilibradas minimales en el grafo (pdgina 142)
LIN : Linealidad (pagina 168)

POS : Positividad (pédgina 168)

TIT : Titeres (pagina 168)

Simetria espacial (pdgina 179)
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