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Introduccion.

La teorfa de juegos es una disciplina matematica que estudia situaciones
conflictivas en las que estdn involucrados varios agentes que han de tomar
decisiones, de modo que el resultado final depende de las decisiones de todos,
y cada uno de ellos tiene sus propias preferencias sobe el conjunto de posibles
resultados.

Aunque hay algun resultado previo, la teoria de juegos como tal se inicia
con el trabajo de Von Neumann (1928), en el que se demuestra el teorema
minimax, aunque empieza a ser conocida con ese nombre a partir de la publi-
cacion del libro “Theory of games and economic behavior” de Von Neumann
y Morgenstern en 1944. A partir de ese momento se ha ido aplicando en
distintos 4mbitos (economia, politica, biologia, etc.) y el nimero de trabajos
no ha cesado de crecer. En 1994 se concedié el premio Nobel de Economia a
tres tedricos de juegos: John Nash, John Harsanyi y Reinhard Selten.

La teorfa de juegos comprende, en realidad, dos teorfas: la teorfa de jue-
gos no cooperativos y la teorfa de juegos cooperativos. Cldsicamente se dice
que los juegos cooperativos son aquellos en los que los jugadores si dispo-
nen de mecanismos que les permiten tomar acuerdos vinculantes (ver, por
ejemplo, Harsanyi y Selten (1988)). Una interpretacién més moderna de esta
divisién (ver, por ejemplo, Van Damme y Furth (2002)) considera que los
juegos no cooperativos son aquéllos en los que todas las posibilidades de co-
operacion de los jugadores estdan explicitamente incluidas en el modelo, al
revés de lo que ocurre en los juegos cooperativos, en los que se suele quedar
lnicamente con ciertos elementos bésicos de la situacién porque las posibili-
dades de cooperacion de los jugadores son tantas y tan complejas que resulta
dificil modelarlas explicitamente. En esta memoria se tratan tanto juegos
cooperativos como juegos no cooperativos.

La estructura del trabajo es la siguiente. Se consideran tres partes dife-
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Introduccion.

renciadas.

La primera parte se centrara exclusivamente en el &mbito no cooperativo
y bipersonal. Esta parte consta de los capitulos 1 y 2.

En el primer capitulo, se trata de describir propiedades deseables
que verifiquen distintas formas de valoracién para un jugador de un
juego matricial (juego finito, bipersonal y de suma nula) y que lleven a
la caracterizacién de tales valoraciones. El trabajo en el que se inspira
este capitulo es fundamentalmente el de Vilkas (1963). En ¢l se carac-
terizaba axiomadticamente el valor de la extensién mixta de un juego
matricial. En este capitulo se aportan nuevas caracterizaciones para el
valor de un juego y ademds se considera una valoracién mds pesimista:
la que aporta el valor inferior. La principal motivacién para considerar
el valor inferior es que hay muchas situaciones en las que no se pueden
emplear estrategias mixtas (loterias) o éstas no son razonables.

En el segundo capitulo, se parte de un contexto en el que la utilidad
de los jugadores no esta definida explicitamente. Estos contextos son
los denominados escenarios estrictamente competitivos, en los que dos
jugadores tienen preferencias opuestas sobre un conjunto de posibles
resultados. Se trata de caracterizar distintas formas de valoracién de
juegos llevados a cabo en dichos escenarios. Para ello, se deben anadir
condiciones que garanticen la existencia de una funcién de utilidad para
los jugadores. Se consideran desde los modelos més sencillos, en los que
los jugadores no aleatorizan sobre sus conjuntos de estrategias hasta
aquéllos en los que es posible aleatorizar. Al igual que en el capitulo 1,
se aportan diferentes caracterizaciones para la funcién valor y la funcién
valor inferior en este contexto.

La segunda parte de esta memoria se centra en el contexto no cooperativo
n-personal. Consta de los capitulos 3 y 4.

En el tercer capitulo, se parte de juegos en forma estratégica y se
consideran distintos procedimientos para asignar juegos en forma carac-
teristica a éstos. Von Neumann y Morgenstern (1944) describieron un
procedimiento basado en la funcién valor de un juego matricial. En este
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Introduccion.

capitulo se caracteriza axiomdaticamente este procedimiento. También
se define un nuevo procedimiento, basado en la funcién valor inferior,
y se caracteriza axiomdticamente. Los resultados de este capitulo son
en parte consecuencia de los establecidos en el primero.

En el cuarto capitulo, se parte de la idea del capitulo anterior y
se consideran funciones de valoracién. Una funcién de valoracién aso-
cia a cada coalicién no vacia de jugadores en un juego en forma es-
tratégica un vector de pagos para los miembros de dicha coalicién, que
proporciona valoraciones para esos jugadores de su cooperacién. Estas
valoraciones se obtienen a partir de valores de Shapley aplicados a los
juegos en forma caracteristica asociados a juegos en forma estratégi-
ca, segun los procedimientos descritos en el capitulo 3. Se aportaran
caracterizaciones axiométicas para dichas valoraciones.

La tercera parte de esta memoria estd dedicada a problemas de bancarrota
en los que se introduce una estructura de uniones a priori entre los agentes.
Estd estructurada en tres capitulos (del 5 al 7).

Una situacién de bancarrota cldsica se produce por la existencia de un
recurso escaso sobre el que se tienen una serie de demandas provenientes de
diferentes agentes. Estas demandas superan la cantidad total disponible de
tal recurso. Estos problemas aparecen ya formulados en escritos antiguos co-
mo el Talmud y se han estudiado a lo largo de la historia exhaustivamente.
Hay muchos trabajos de teoria de juegos que tratan de modelizar y estudiar
estas situaciones. Una revision de la literatura de bancarrota y de los prin-
cipales resultados aparece en Thomson (2003). Las uniones a priori no son
més que grupos de jugadores que ya vienen formados bien porque actian
conjuntamente, bien porque los reline una caracterfstica comin.

En el quinto capitulo, se aborda el problema de extender una regla
de problemas de bancarrota cldsicos al nuevo contexto en el que se
introducen uniones a priori. La regla en la que se centra este capitulo es
la regla igualitaria restringida, aunque se proponen varios mecanismos
para la extension de reglas clésicas al contexto de uniones. El mds in-
tuitivo es un procedimiento en dos etapas, en el que primero se produce
un reparto entre las uniones, y luego cada unién realiza un reparto para
sus agentes. Este procedimiento es caracterizado axiomédticamente de
dos formas distintas, cuando se aplica a la regla igualitaria. Otros de
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Introduccion.

los procedimientos propuestos surgen a través de la definicién de una
serie de juegos en forma caracteristica asociados a estas situaciones. La
definicién de un juego en forma caracteristica asociado a una situacién
de bancarrota clédsica aparece en O "Neill (1982).

En el sexto capitulo, se continia el estudio iniciado en el capitulo
anterior, aunque se centra en la regla de bancarrota cldsica denomi-
nada de llegadas aleatorias, introducida en O “Neill (1982). Esta regla
se extiende a los problemas de bancarrota con uniones a priori y se
caracteriza con una propiedad de consistencia, que resulta una genera-
lizacién de la propiedad de consistencia definida en O “Neill (1982). Al
igual que en aquel trabajo, se define un procedimiento de compleccién
recursiva, que extiende reglas clésicas a este contexto mas general. Sin
embargo, y a diferencia de lo que ocurria en el trabajo que ha inspi-
rado practicamente todo este capitulo, la extensiéon basada en la regla
de llegadas aleatorias y el procedimiento de compleccién recursiva dan
resultados diferentes.

En el capitulo siete, se aplican los resultados teéricos obtenidos en
los capitulos cinco y seis a una serie de datos reales. En una primera
seccion se analizan los datos provenientes de la reorganizacién de la em-
presa americana Pacific Gas & Electric Company. En la segunda seccién
de este capitulo se analizan los datos de las cuotas ldcteas impuestas
por la Unién Europea a los distintos paises comunitarios.



Parte 1

Juegos bipersonales.






Capitulo 1

Caracterizaciones de valores en
juegos matriciales.

Un juego matricial es un juego bipersonal finito de suma nula. Es decir,
es un juego en el que se enfrentan dos jugadores, que tienen conjuntos finitos
de estrategias y cuyos pagos son opuestos.

Dado un juego matricial, es interesante conocer las posibilidades que tiene
un jugador dentro de él. Una manera de reflejar esto es aportando una va-
loracién para el jugador de tal juego. Un ejemplo de valoracion es el valor
del juego. En Von Neumann (1928) se demuestra que existe siempre en la
extensién mixta del juego de partida. La extension mixta de un juego matri-
cial considera que los jugadores pueden utilizar loterfas sobre sus conjuntos
iniciales de estrategias. En muchos contextos, tal suposicién no puede darse
o no tiene sentido. En estas situaciones hay que buscar valoraciones alterna-
tivas. Una posibilidad consiste en la valoracién pesimista dada por el valor
inferior de un juego matricial que, como es bien sabido, existe siempre sin
tener que considerar la extensién mixta del juego.

El objetivo principal de este capitulo es el de sentar las bases para el
desarrollo de los siguientes capitulos de la Parte I y de la Parte II. Aqui se
introducen caracterizaciones axiométicas para el valor de un juego matricial
y para el valor inferior de un juego matricial. El punto de partida para estas
caracterizaciones son las que aparecen en Vilkas (1963) y Tijs (1981).!

1Un trabajo reciente e independiente del que se introduce en este capitulo es el de
Norde y Voorneveld (2004), que contiene caracterizaciones axiométicas del valor de jue-
gos matriciales. Sus resultados son préximos a los aqui presentados pero con enfoques y
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Capitulo 1. Caracterizaciones de valores en juegos matriciales.

La estructura del capitulo es la siguiente. En una primera seccién se des-
criben e introducen los juegos matriciales y los conceptos bésicos relacionados
con ellos. En la segunda y tercera secciéon se aportan las caracterizaciones
axiomaticas del valor y del valor inferior, respectivamente. Finalmente, se
incluye un apartado de conclusiones en el que se resumen y comentan los
principales resultados del capitulo y se enumeran futuras lineas de trabajo.

Parte de este capitulo aparece en Carpente y otros (2003).

1.1. Introduccién a los juegos matriciales.

Un juego matricial es un juego bipersonal finito de suma nula (M, N, A)
enelque M ={1,...,m} y N ={1,...,n} son los conjuntos de estrategias
de los jugadores J; y Jo, respectivamente, y A = [a;;]iem, jen €S una matriz
real de dimensién m x n que proporciona los pagos de los jugadores. Si el
jugador J; escoge la estrategia i € M y el jugador Js escoge la estrategia
J € N, entonces J; recibe un pago de a;; y Jo obtiene un pago de —ay;.
Para simplificar la notacién, se hara referencia al juego matricial (M, N, A)
simplemente como A.

Dado un juego matricial A, la extensiéon mixta de A, que se denota por
E(A), es un juego bipersonal de suma nula en el que el conjunto de estrategias
(denominadas mixtas) para el jugador J; es

Sy = {z € RM|z; > 0 para todo i € M,in =1},
ieM
es decir, el jugador J; elige una distribucién de probabilidad sobre sus es-
trategias, y, de forma similar, el conjunto de estrategias para el jugador Jy
es
Sy = {y € RN|y; > 0 para todo j € N,Zyj =1}
JEN
Si el jugador J; elige = € Sy y el jugador J; elige y € Sy, el pago (esperado)
para el jugador J; es 27 Ay (0 >, 4, > jen TiYjaij) y para el jugador Jp es
T A, 2
—x' Ay.

propiedades diferentes.
2Por 27 se denota el vector fila obtenido del vector columna z.



1.1. Introduccion a los juegos matriciales.

El valor de la extensién mixta de un juego matricial se define haciendo

uso del valor inferior y del valor superior. Los valores inferior y superior de
E(A), V(E(A)) y V(E(A)), respectivamente, se definen como sigue:

V(E(A)) := mix min 2" Ay

_ r€SN YESN

V(E(A)) := min max 27 Ay.

yeSN xE€SN

Las bases de estas definiciones son que el jugador J; quiere maximizar
2T Ay mientras que el jugador J, quiere minimizarlo. Escogiendo una es-
trategia © € S); apropiada, el jugador .J; puede asegurarse conseguir al
menos el valor inferior. De manera anéloga, escogiendo una estrategia y € Sy
apropiada, el jugador J, puede estar seguro de no tener que pagar mas
que el valor superior. Nétese que de las definiciones se sigue facilmente que
V(E(A)) < V(E(A)). El teorema minimax (Von Neumann (1928)) demues-
tra que V(E(A)) = V(E(A)) para cada juego matricial A, lo que quiere decir
que el jugador J; espera conseguir exactamente la cantidad V(E(A)). Esto
conduce a la definicién de valor del juego A, V(A)3, que es

V(A) := V(E(A)) = V(E(A)).

Si los jugadores no pueden utilizar loterias sobre sus estrategias, se tiene el
valor inferior

CA) = el oo

del juego matricial A y su correspondiente valor superior

V(A) = min max a;;.

En general, V(A) < V(Q Para todas las matrices A, se cumple que
V(A) S V(E(A)) =V (A) = V(E(A) < V(A).

3Por comodidad se utiliza V' (A) para el valor de la extensién mixta del juego matricial
y V(A) para el valor inferior del juego matricial, aunque tal notacién puede no ser del
todo didfana.



Capitulo 1. Caracterizaciones de valores en juegos matriciales.

1.2. Caracterizaciones del valor de la exten-
sion mixta de un juego matricial.

Se denota por A al conjunto de matrices reales. La funcion valor,
V:A—-R,

asocia a cada matriz A € A su valor V(A). La funcién valor es un ejemplo
de funcion de evaluacion.

Definicién 1 Una funcion de evaluacion es una funcion real f: A — R que
asigna a cada matriz A € A un nimero real que refleja la valoracion del
juego matricial A desde el punto de vista del jugador J;.

La funcién valor fue caracterizada como una funcién de evaluacién en
Vilkas (1963), cuya caracterizacion fue extendida a una clase més amplia de
juegos bipersonales de suma nula en Tijs (1981). La funcién valor sélo tiene
sentido en situaciones en las que los jugadores pueden utilizar estrategias
mixtas.

A continuacion se recuerda la caracterizaciéon de la funcién valor realizada
por Vilkas (1963). En ella se utilizaron las siguientes propiedades para una
funcién de evaluacion f : A — R.

Al Objetividad. Para todo a € R, f([a]) = a. *

A2 Monotonia. Para todo par de matrices A, B € A, si A > B, entonces

f(A) = f(B).
A3 Dominancia en filas’. La fila i—ésima de la matriz A, denotada por
r, = [a“ RN am],

estd dominada si existe una combinacién convexa, x, de las otras filas®
de A tal que z; > a;; para todo j € N. Para toda matriz A € A, si la
fila r estd dominada, entonces se verifica que f(A) = f(A\ r), donde
A\ r representa a la matriz obtenida de A al eliminar la fila r.

4Aqui, [a] denota la matriz 1 x 1 cuyo tinico elemento es a.

>Nétese que esta definicién de dominancia no es la estdndar.

62 es una combinacién convexa de las otras filas si existe (a)pe m\; tal que o > 0
para cada k € M\ i, con 3y cpnp; a6 =1,y & =34 cnp; Tk
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1.2. Caracterizaciones del valor de la extensién mixta de un juego matricial.

A4 Simetria. Para toda matriz A € A, f(—AT) = —f(A).

La objetividad precisa la valoracién que hace el jugador J; ante una
situacién trivial en la que los dos jugadores tienen tinicamente una posible
estrategia. La monotonfa establece que la valoracion que hace el jugador J;
no deberfa decrecer cuando su pago permanece igual o bien se incrementa
para cada posible eleccion de estrategias de los dos jugadores. La dominancia
en filas establece que la valoracién del jugador J; no deberfa cambiar si
ya no puede escoger una estrategia que es igualada o mejorada por alguna
combinacién de sus otras estrategias. Cabe mencionar que esta propiedad sé6lo
tiene sentido en un entorno en el que los jugadores pueden utilizar estrategias
mixtas. La simetria significa que la suma de la valoracién de los jugadores es
cero (igual a la suma de lo que ganan en cualquier posible resultqado). La
operacion de transposicién de la matriz intercambia los roles de los jugadores
y el signo menos aparece ya que que el pago que recibe el jugador J, es el
opuesto del que recibe el jugador J;.

Teorema 2 (Vilkas (1963)) La funcion valor V' es la dnica funcion de
evaluacion que satisface objetividad (A1), monotonia (A2), dominancia en
filas (A3) y simetria (A4).

El equivalente para el jugador J; a la dominancia en filas es lo que se
denomina dominancia en columnas, que estd referida a las estrategias domi-
nadas del jugador Js.

A5 Dominancia en columnas. La j—ésima columna de la matriz A,

denotada por

Cj = [alj ce amj]T,

estd dominada si existe una combinacion convexa, ¥, de las otras colum-
nas de A tal que y; < a;; para todo i € M. Para toda matriz A € A,
si la columna ¢ estd dominada , entonces se tiene que f(A) = f(A\ ¢),
donde A\ ¢ representa a la matriz obtenida de A al eliminar la columna
c.

La dominancia en columnas establece que la valoracién que hace el ju-
gador J; no deberfa cambiar si el jugador J, se ve privado de elegir una
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Capitulo 1. Caracterizaciones de valores en juegos matriciales.

estrategia dominada para él por una combinacién convexa de otras estrate-
gias suyas. Obsérvese que el jugador Jo quiere minimizar el pago del jugador
J1 (0, lo que es igual, maximizar su propio pago), por tanto, una estrategia
del jugador J; estd dominada si da siempre un pago mayor o igual al jugador
J1. La dominancia en columnas guarda cierta simetria con la propiedad de
dominancia en filas y, de hecho, puede reemplazar a la propiedad de simetria
en la caracterizacién de la funcién valor.

Teorema 3 La funcion valor V' es la inica funcion de evaluacion que sa-
tisface objetividad (A1), monotonia (A2), dominancia en filas (A3) y domi-
nancia en columnas (A5).

Demostracion: Fristencia. Del teorema anterior se deduce que V satisface
objetividad (A1), monotonia (A2) y dominancia en filas (A3). Se verd que V'
satisface la dominancia en columnas (A5). Para ello hay que tener encuenta
que si ¢ es una columna dominada de A, entonces es una fila dominada en la
matriz —A”. Como Vilkas probé que V cumple la propiedad de simetria, es
claro que VA) = V(A\ ¢).

Unicidad. Para probar la unicidad, se supondra que f : A — R es una
funcién de evaluacién que satisface las cuatro propiedades mencionadas en
el teorema y se fijard una matriz A = [a]iemjen € A. Como V(A) =
V(E(A)), y por tanto existe una estrategia mixta del jugador J; que garantiza
a dicho jugador un pago de al menos V' (A). Asi, utilizando que f cumple la
dominancia en filas, se puede anadir a la matriz una fila dominada en la
cual todos sus elementos son iguales a V' (A) sin que ello cambie la valoracién
que f asigna a la nueva matriz. De manera andloga, teniendo en cuenta
que V(A) = V(E(A)) y la dominancia en columnas, se puede afiadir una
columna en la cual todos los elementos sean iguales a V' (A) y esto no cambia
la valoracién asignada por f. Por tanto,

aynn ...  Qip ap; - ay, V(A
O (I LR L4 L I
V(A) - V(4 V(A) - V(4) V(4

A continuacién, se hace uso de la propiedad de monotonia para conseguir
que todos los elementos de la matriz sean menores o iguales que V(A). Esto
hace que todas las filas excepto la iltima estén dominadas. De esta manera, se
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1.2. Caracterizaciones del valor de la extensién mixta de un juego matricial.

procede a utilizar la dominancia en filas (repetidamente) para, una por una,
eliminar todas las filas excepto la dltima. Se obtiene asf una matriz 1 x (n+1)
en la cual todos sus elementos son iguales a V(A). De forma semejante, se
puede utilizar la dominancia en columnas (repetidamente) y eliminar todas
las columnas excepto una de la matriz resultante. Esto lleva a una matriz
1 x 1, ala cual se le aplica la propiedad de objetividad. Procediendo asi, se
obtiene

a1 Q1n V(A)
I o a vy 2
V(A) - V(A) V(A)
min {a;, V(A)} -+ min{a,,V(A)} V(A)
4 min{an, V(A)} - minfam, V(A)} V(A) )=
V(A) e V(A) V(A)

FV(A) ... V(A)]) = fF([V(A)]) = V(A).

Por otra parte, si se hacen todos los elementos de la matriz mayores o iguales
a V(A), y si se utiliza monotonia, dominancia en columnas, dominancia en
filas y objetividad, respectivamente, se puede deducir, utilizando argumentos
similares a los anteriores, que

a1 Q1n V(A)
A N 7
V(A) - V(A) V(A)
max{ap, V(A)} -+ mix{a,, V(A)} V(A)
(o V(AN - mixlan, V(A v4) |~
V(A) a V(A) V(A)
V(A)
fCp ) =fV(A4)]) =V(4)
V(A)
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Finalmente, teniendo en cuenta las desigualdades e igualdades anteriores , se
obtiene que f(A) =V (A). Esto demuestra que la funcién valor V' es la dnica
funcién de evaluaciéon que satisface objetividad, monotonia, dominancia en
filas y dominancia en columnas. [

Los teoremas 2 y 3 demuestran que la simetrfa y la dominancia en colum-
nas son equivalentes en presencia de objetividad, monotonfa y dominancia en
filas. De todas formas, esta equivalencia no se cumple en general. Por ejem-
plo, la funcién de evaluacién definida como f(A) = ay; para todo A € A,
satisface simetria (y también objetividad y monotonia) pero no satisface la
dominancia en columnas (ni la dominancia en filas).

Las propiedades de dominancia en filas y en columnas establecen que la
eliminacion de una estrategia dominada del jugador J; o del J; no repercute
en la evaluacién del jugador J;. Al llegar a este punto surge la pregunta de
manera natural de cuial seria el efecto de la eliminacién de una estrategia ar-
bitraria, dominada o no. Las siguientes propiedades que se introducen tratan
de dar respuesta a este interrogante.

A6 Eliminacién de filas. Para toda matriz A € A y todas las filas r de
A, se tiene que f(A) > f(A\ 7).

A7 Eliminacién de columnas. Para toda matriz A € A y todas las
columnas ¢ de A, se tiene que f(A) < f(A\ ¢).

La propiedad de eliminacién de filas establece que la valoracién del ju-
gador J; no deberfa incrementarse cuando se elimina una de sus estrategias.
Basicamente, esto quiere decir que el jugador J; no puede mejorar si sus posi-
bilidades estdn mas restringidas. La propiedad de eliminaciéon de columnas
indica algo andlogo para las estrategias del jugador .Js; ya que el pago del
jugador .Js es el opuesto al del jugador J;, la valoracién del jugador J; no de-
berfa disminuir cuando se elimina una estrategia del jugador J;. Se puede ver
facilmente que la funcién valor satisface estas dos propiedades. Asi, se puede
decir que la funcién valor satisface una cierta monotonia con respecto a la
eliminacion de estrategias. Al hilo de estos razonamientos, la preguna natural
que surge es saber si la eliminacién de filas y de columnas puede reemplazar
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1.2. Caracterizaciones del valor de la extensién mixta de un juego matricial.

a la propiedad de monotonia en los resultados anteriores. La respuesta es
afirmativa.’

Teorema 4 La funcion valor V es la unica funcion de evaluacion que sa-
tisface objetividad (A1), dominancia en filas (AS3), dominancia en columnas
(A5), eliminacion de filas (A6) y eliminacion de columnas (A7).

Demostracién: Eristencia. Ya se ha visto que V satisface las propiedades
de objetividad, dominancia en filas y dominancia en columnas. Para probar
que también satisface las propiedades de eliminacion de filas y eliminacion
de columnas, es suficiente con tener en cuenta que calcular el méximo sobre
un conjunto mas pequeno conduce siempre a un valor menor o igual y que
calcular el minimo sobre un conjunto menor siempre lleva a un valor mayor
o igual.

Unicidad. La demostracién de la unicidad es similar a la del Teorema 3.
Sea f : A — R una funcién de evaluacién que satisface las cinco propiedades
mencionadas en el teorema y sea A = [a;;]ierm jen. Entonces, aplicando do-
minancia en filas y dominancia en columnas se obtiene

a1 Ce QA1n a1 s Q1n V(A)
O L I | L1 S 1
V(A) - V(A) V(4) - V(4) V(4)

Utilizando las propiedades de eliminacion de filas, dominancia en columnas
y objetividad, respectivamente, se tiene que

a1 A1n V(A)
Iy PRI v =
V(A) - V(A) V(4)

"En Norde y Voorneveld (2004) se aportan caracterizaciones axiomdticas de la funcién
valor que son similares a la caracterizacién del Teorema 4. La propiedad que ellos deno-
minan “de subjuego” es lo que aqui se denomina “eliminacién de filas”, y lo que definen
como “propiedad de acciones estrictamente dominadas” es una suavizacién de lo que aqui
se introduce como “dominancia en filas”. Los Teoremas 2.3 y 2.4 de Norde y Voorneveld
(2004), son los resultados que estdn mds préximos al Teorema 4, de todos modos, ellos
utilizan en ambos resultados las propiedades de simetria y de monotonia.
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F(V(A)]) = V(A).
De una manera andloga, aplicando las propiedades de eliminacion de colum-
nas, dominancia en filas y objetividad, respectivamente, se verifica que

a1 s Q1n V(A) V(A)

o T <] s D =ravia) = v
A1 o G V(A)
V(A) - V(A) V(A) V)

Por tanto, se puede concluir que f(A) =V (A). O

La propiedad de monotonia es muy diferente de las propiedades de eli-
minacién de filas y de columnas, aunque puede reemplazarse por estas dos
propiedades en la caracterizacién de la funcién valor. La monotonia se aplica
a matrices de la misma dimensiéon en las cuales se producen cambios en
sus elementos, mientras que la eliminacién de filas y de columnas se aplican
a matrices que cambian de dimensién. En el mismo ejemplo que se utilizé
anteriormente se pueden comprobar estas diferencias: la funcién de evaluacion
f definida como f(A) = ay; para toda matriz A € A, satisface la propiedad
de monotonia pero no satisface la propiedad de eliminacién de filas ni la
propiedad de eliminacién de columnas.

1.3. Caracterizaciones del valor inferior de un
juego matricial.

Este apartado se centrard principalmente en la funcion valor inferior
V:A-R,

que asigna a cada matriz A € A su valor inferior V (A). La principal ventaja
de la funcién valor inferior es que no se tiene que asumir que los jugadores
tengan preferencias sobre loterfas; sélo se utilizan las estrategias puras en el
juego matricial®.

8Las estrategias de los jugadores en el juego matricial se llaman estrategias puras, en
contraposicion a las estrategias de la extensiéon mixta, que se llaman estrategias mixtas.
Notese que toda estrategia pura puede verse como una estrategia mixta. Obviamente, el
reciproco no es cierto.
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Con el fin de entender mejor el comportamiento de la funcién valor in-
ferior, se veran cuéles de las propiedades de Vilkas (1963) cumple. Obvia-
mente, la funcién valor inferior satisface las propiedades de objetividad y de
monotonfa. Sin embargo, los siguientes ejemplos muestran que incumple las
propiedades de dominancia en filas y de simetria.

Ejemplo 5 Considérense las dos matrices siguientes:

5 0
A:(?Z) Y A=|14
3 2

Se puede observar que la matriz A’ se obtiene de la matriz A anadiendo una
fila que es una combinacion convexa de las otras filas (esta fila nueva se
obtiene como 1/2 de la primera fila mas 1/2 de la sequnda). Para calcular
el valor inferior de A, hay que tener en cuenta que el jugador J; consigue
al menos un pago de 0 si elige la primera fila, mientras que consigue como
minimo 1 si elige la sequnda fila. Por tanto, V.(A) = 1. Andlogamente, se
deduce que V(A") = 2. Con este ejemplo se comprueba que al eliminar la
tercera fila de la matriz A’, que estd dominada, cambia el valor inferior vy,
por tanto, que V. incumple la propiedad de dominancia en filas.

Ejemplo 6 Sean las matrices A y —AT que aparecen a continuacion.

(1) (2 )

V(A) =1 yV(-AT) = =2, lo que muestra que V. no satisface la propiedad
de simetria.

Se introduce ahora una propiedad més débil que la dominancia en filas y
que si es cumplida por el valor inferior.

A8 Dominancia en filas débil. La fila i-ésima de la matriz A, que se
denota por r;, estd fuertemente dominada si existe una fila ry, (k # 1)
en la matriz que es mayor o igual que la fila r;, es decir, a;; > a;; para
todo j € N. Para toda matriz A € A, si la fila r estd fuertemente
dominada, entonces se tiene que f(A) = f(A\r).
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Capitulo 1. Caracterizaciones de valores en juegos matriciales.

Cabe destacar que cada fila que estd fuertemente dominada estd también
dominada pero lo reciproco no es necesariamente cierto. Asi, la propiedad de
dominancia en filas débil es una propiedad menos fuerte que la propiedad de
dominancia en filas.

Es inmediato comprobar que la funcién valor inferior satisface la dominan-
cia en columnas. Asi pues, cumple las propiedades de objetividad, monotonia
y dominancia en filas débil. Sin embargo, teniendo en cuenta el Teorema 3,
queda claro que estas cuatro propiedades no pueden caracterizar la funcién
valor inferior. Se necesitard una nueva propiedad que diferencie la funcién
de valor de la de valor inferior. Tal propiedad es la dominancia en columnas
fuerte, que se introduce a continuacion.

A9 Dominancia en columnas fuerte. La j-ésima columna de la matriz
A, que se denota por c;, esta débilmente dominada si para todoi € M
existe otra columna ¢ (k # j) tal que a;; < a;;. Para toda matriz
A € A, si la columna ¢ estd débilmente dominada, entonces se tiene

que f(A) = f(A\¢).

Claramente, toda columna dominada esta débilmente dominada. Por tan-
to esta propiedad es méds fuerte que la dominancia en columnas. El siguiente
ejemplo muestra que la funcién de valor incumple esta propiedad.

Ejemplo 7 Considérense las dos matrices siguientes:

(30 , (301
A‘(o 3) Y A_<031>'

Se puede observar que la matriz A’ se obtiene de la matriz A anadiendo

una columna débilmente dominada. Sin embargo, V(A) = 2 mientras que

2
V(A) =1

A continuacion se prueba que el valor inferior si cumple esta propiedad.
Teorema 8 La funcion valor inferior V. es la unica funcion de evaluacion

que satisface objetividad (A1), monotonia (A2), dominancia en filas débil
(A8) y dominancia en columnas fuerte (A9).
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1.3. Caracterizaciones del valor inferior de un juego matricial.

Demostracién: FEristencia. Es inmediato que V satisface las propiedades
de objetividad, monotonia y dominancia en filas débil. Para probar que V.
satisface la propiedad de dominancia en columnas fuerte, cabe destacar que
si la columna c; estd débilmente dominada en la matriz A, entonces se tiene
que mingey a; = mingen; a para cada i € M. Por lo tanto, al eliminar esa
columna no cambia el valor inferior.

Unicidad. Sea f : A — R una funcién de evaluacion de tal forma que satis-
face las cuatro propiedades del enunciado y sea una matriz A = [a;;]icnm jen €
A. Supéngase, sin pérdida de generalidad, que V (A) es el elemento de la ma-
triz que ocupa la i-ésima fila y la j-ésima columna. Primero, se utiliza la
propiedad de monotonia para que todas las filas resulten fuertemente domi-
nadas por la i-ésima fila. Luego, se aplica la propiedad de dominancia en
filas débil (repetidamente) para eliminar todas la filas dominadas. La ma-
triz resultante es una matriz 1 x n formada por la i-ésima fila de A. Como
V(A) = a;j, se verifica que a;, > a;; para todo k € N. Por tanto, en la ma-
triz 1 x n resultante, todas las columnas excepto la j-ésima estan débilmente
dominadas y se pueden eliminar aplicando la propiedad de dominancia en
columnas fuerte. Finalmente, se puede aplicar la propiedad de objetividad.
Asi, resulta que

ml’n{an, Cll'l} s ml’n{alny ain}
f(A) = f( : : )=

min{a,1,a;1} -+ min{am,, @i}

fllair - - - ain]) = f(lai;]) = aij = V.(A).

Para demostrar que f(A) < V(A), se anade primero una columna a la matriz
A en la cual todos los elementos son iguales a V (A). Nétese que tal columna
estd débilmente dominada y, por tanto, esta modificacién, por la propiedad de
dominancia en columnas fuerte, no altera la valoracién dada por f. Luego se
aplica la propiedad de monotonia para hacer que todas las columnas queden
débilmente dominadas por esta nueva columna, después de lo cual se utiliza
de nuevo la propiedad de dominancia en columnas fuerte (repetidamente)
para eliminar todas esas columnas. La matriz resultante es una matriz m x 1
en la cual todos sus elementos son iguales a V(A), y, es evidente, que asf
todas las filas resultan estar fuertemente dominadas y se puede prescindir
de todas excepto de una por la propiedad de dominancia en filas débil. Si se
aplica la propiedad de objetividad queda finalizada esta secuencia obteniendo
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el resultado deseado.

aix - Qi K(A)
fAA =5+ o o)<
T K(A)
max{ay,V(A)} -+ méx{a,,,V(A)} V(A4)
S : : Co )=
max{am,1, V(A)} - méx{amm,, V(A)} V(A)
V(A)
) =KA)]) = Y(A).
V(A)

Queda demostrado que f(A) = V(A), lo que asegura que la funcién del
valor inferior V es la unica funcién de evaluacién que satisface objetividad,
monotonia, dominancia en filas débil y dominancia en columnas fuerte. [

Al igual que en la caracterizacién de la funcién valor en el Teorema 8, la
propiedad de monotonia puede sustituirse por las propiedades de eliminacién
de filas y de eliminacién de columnas.

Teorema 9 La funcion valor inferior V. es la unica funcion de evaluacion
que satisface objetwvidad (A1), eliminacion de filas (A6), eliminacion de
columnas (A7), dominancia en filas débil (A8) y dominancia en columnas
fuerte (A9).

Demostracion: Ezristencia. Ya se ha comprobado que V satisface las propie-
dades de objetividad, dominancia en filas débil y dominancia en columnas
fuerte. Para probar que satisface también las propiedades de eliminacion de
filas y de eliminacion de columnas, basta con darse cuenta que calcular el
maximo en un conjunto mds pequeno lleva a un valor menor o igual y que
(simétricamente) calcular el minimo sobre un conjunto més pequeno lleva a
un valor mayor o igual.

Unicidad. La demostracion de la unicidad es andloga a la que se aporta
en el correspondiente apartado del Teorema 8. Sea f : A — R una funcién
de evaluacién que verifica las cinco propiedades enumeradas en el teorema y
sea una matriz A = [a;j]iem jen € A. Supéngase, sin pérdida de generalidad,
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que el elemento V(A) estd situado en la i-ésima fila y la j-ésima columna.
Entonces, si se aplican las propiedades de eliminacion de filas, dominancia
en columnas fuerte y objetividad, respectivamente, se obtiene que

f(A) = f(lai - .- aim]) = f([ay;]) = ai; = V(A).
Utilizando ahora las propiedades de dominancia en columnas fuerte, elimi-

nacion de columnas, dominancia en filas débil y objetividad, respectivamente,
se verifica que

a1 ar, V(A) V(A)
FA) = (| B (N
@m1 amn V(A) V(A)
F((A)]) = Y(A).

Lo que demuestra que f(A) =V (A). O

1.4. Conclusiones.

Se resumen a continuacién en una tabla los cuatro resultados aportados
en estas secciones.

%

1%

Objetividad

Monotonia

Dominancia en filas
Dominancia en columnas

Objetividad

Monotonia

Dominancia en filas débil
Dominancia en columnas fuerte

Objetividad

Eliminacién de filas
Eliminacién de columnas
Dominancia en filas
Dominancia en columnas

Objetividad

Eliminacién de filas
Eliminacién de columnas
Dominancia en filas débil
Dominancia en columnas fuerte

En la siguiente tabla se enumeran las propiedades mencionadas en las
secciones anteriores y se indica en las correspondientes columnas si son veri-
ficadas o no por las funciones de evaluacién del valor y del valor inferior. Se
puede ver que tnicamente son tres propiedades de todas las mencionadas las
que marcan las diferencias entre tales funciones.
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V |V
Al.- Objetividad Si | St
A2.- Monotonia Si | Si
A3.- Dominancia en filas Si | No
A4.- Simetria Si | No
A5.- Dominancia en columnas Si | Si
A6.- Eliminacion de filas Si | Si
A7 .- Eliminacién de columnas Si | Si
AS8.- Dominancia en filas débil Si | Si
A9.- Dominancia en columnas fuerte | No | Si

A la vista de esta tabla y de las definiciones de las propiedades definidas en
las secciones anteriores, cabe preguntarse por qué no se definié una propiedad
de dominancia en filas fuerte y una dominancia en columnas débil y en ese
caso qué aportarian a este estudio. La definicién de tales propiedades es la
que figura a continuacion:

A10 Dominancia en filas fuerte. La i-ésima fila de la matriz A, denotada
por r; = [aj1 ... ay|, estd débilmente dominada si para todo j € N
existe otra fila ry, (k # 7) tal que a;; < a;;. Para toda matriz A € A, sila
fila r estd débilmente dominada, entonces se tiene que f(A) = f(A\ 7).

A1l Dominancia en columnas débil. La j-ésima columna de la matriz A,
denotada por ¢; = [ay;...an;]", estd fuertemente dominada si existe
una columna ¢, (k # j) tal que a;; < a;; para todo i € M. Para
cualquier matriz A € A, si la columna c estd fuertemente dominada,
entonces se tiene que f(A) = f(A\ ¢).

La dominancia en columnas implica la dominancia en columnas débil y
la dominancia en filas fuerte implica la dominancia en filas. Como tanto
la funcién valor como la funcién valor inferior satisfacen la propiedad de
dominancia en columnas, también satisfacen la propiedad de dominancia en
columnas débil. La funcién valor inferior no satisface la propiedad de domi-
nancia en filas y, por tanto, tampoco satisface la propiedad de dominancia
en filas fuerte. La funcién valor no satisface la propiedad de dominancia en
filas fuerte como se observa en el siguiente ejemplo.
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Ejemplo 10 Considérense las siguientes matrices:

3 0
A={o0 3 y A’:<gg).
2 9

Se puede observar que la matriz A’ se obtiene a partir de la matriz A eli-
minando la tercera fila que estd débilmente dominada. Sin embargo, V (A) = 2
mientras que V(A’') = 3/2.

Por tanto, estas propiedades no aportan nada, pues no discriminan entre
la funcién de evaluacién del valor o la del valor inferior.
Como futuras lineas de trabajo en este contexto se pueden mencionar:

= Obtener caracterizaciones similares a las de este capitulo para el valor
superior y para otras funciones de evaluacién de juegos matriciales.

» Adaptar los resultados de Norde y Voorneveld (2004) al contexto del
valor inferior. Ellos se centran en el valor de un juego matricial.

= Extender los resultados de este capitulo a juegos de suma nula infinitos.
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Capitulo 2

Caracterizaciones de valores en
juegos estrictamente
competitivos.

En este capitulo se consideran situaciones conflictivas para dos jugadores
con intereses totalmente contrapuestos, cuyas utilidades no estdn explicita-
mente definidas, como en el caso de los juegos matriciales.

En el modelo que se considera en este capitulo, los jugadores parten de
unas preferencias (opuestas) sobre un conjunto de posibles resultados. Esto
es lo que se denomina un escenario de interaccion estrictamente competitiva.
Cada jugador dispone, ademds, de un conjunto finito de estrategias. Cada
combinacion de estrategias da lugar a un resultado. El principal objetivo del
capitulo es proporcionar y caracterizar procedimientos de evaluacién para la
clase de juegos que surge de este modo, una vez que se ha fijado un escenario
estrictamente competitivo.

En la literatura se encuentran algunos trabajos que abordan cuestiones
semejantes desde otro punto de vista. Es el caso de la axiomatizacién conjunta
de utilidad y del valor para juegos matriciales que se presenta en Hart, Modica
y Schmeidler (1994). Ellos parten de un entorno que garantiza la existencia
de una utilidad de Anscombe-Aumann (Anscombe y Aumann (1963)).

En este capitulo, también se aportan caracterizaciones conjuntas de uti-
lidad y valor pero no en el contexto de la teorfa de la utilidad de Anscombe-
Aumann.

La distribucién del capitulo es la que sigue. En un primer apartado, se
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Capitulo 2. Caracterizaciones de valores en juegos estrictamente
competitivos.

introducen los escenarios de interaccion estrictamente competitivos. En ellos
se definen los correspondientes juegos bipersonales, tanto para el caso mds
simple (en el que los jugadores no utilizan estrategias mixtas), como para el
méds complejo, relacionado con los escenarios mixtos (en los que los jugadores
pueden elegir loterias sobre sus conjuntos de estrategias). En el segundo
apartado, se caracteriza un procedimiento de evaluacién basado en el valor
inferior. En el tercero, se caracteriza un procedimiento de evaluacién basado
en el valor. Finalmente, se aporta una pequena seccién de conclusiones en la
que se resaltan los principales resultados del capitulo y se enumeran posibles
lineas futuras de trabajo.

2.1. Introduccién a los juegos estrictamente
competitivos.

En esta seccién, el principal interés se centrard en analizar situaciones
en las que se enfrentan dos jugadores a los que se denomina J; y Jo, res-
pectivamente, que tienen unas preferencias opuestas sobre un conjunto de
posibles resultados. Esto es lo que se denomina un escenario de interaccion
estrictamente competitiva, y que se introduce a continuacion.

Definicién 11 Se dice que (R,>) es un escenario de interaccion estricta-
mente competitiva (por simplicidad se hard referencia a él simplemente como
un escenario) si y solo si:

= R es un conjunto finito de posibles resultados.

= > es una relacion binaria sobre R que cumple las siguientes propiedades:

1. Comparabilidad. Se dice que > es una relacion binaria compa-
rable sobre R si dados r1, r9 € R, si % ro entonces ro = 11.

2.  Transitividad. Se dice que = es una relacion binaria transitiva
sobre R si dados ry, r9, T3 € R, sty = 1o y ro = 1r3 entonces
T t Ts.

= = representa las preferencias débiles de los jugadores J; y Jo de la
manera siguiente. Para cada ry, 1o € R
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e Ji prefiere débilmente ry a ry iy s6lo si 1 = To,

e Jy prefiere débilmente ry a ry iy s6lo sire = 1.

Las propiedades de comparabilidad y de transitividad son las que deter-
minan que la relacién binaria > sea una preferencia débil. Que > represente
las preferencias de un jugador y las opuestas a las preferencias del otro ju-
gador es lo que nos sitida en un marco de competitividad estricta. Dada la
preferencia débil = se define la preferencia estricta = (r; =1y <&y =1y y
ro % 1) y laindiferencia ~ (11 ~Te &1 = Ty y T2 = ).

Una funcién de utilidad u que representa la preferencia > es una apli-
cacién u : R — R tal que, para cualesquiera r1, 1, € R

r1 = re < u(ry) > u(r).

El siguiente es un resultado bien conocido de teoria de decisién, cuya
demostracién puede consultarse, por ejemplo, en Kreps (1988).

Teorema 12 Sea R un conjunto finito de resultados. St = es una relacion
binaria sobre R que es comparable y transitiva entonces existe una funcion
de utilidad u : R — R que la representa. Ademds u es unica salvo transfor-
maciones estrictamente crecientes, es decir, si'T : R — R es una funcion
estrictamente creciente, entonces T o u es también una funcion de utilidad
que representa a = 1y, reciprocamente, si v es una funcion de utilidad que re-
presenta a = entonces existe una funcion estrictamente creciente T : R — R
tal que v =T o u.

Hasta este momento sélo se ha hablado de relaciones de preferencia de los
jugadores sobre un conjunto de posibles resultados sin ser importante cuél
es el mecanismo que conduce a dichos resultados. Se considerard ahora que
los jugadores pueden realizar decisiones y que, en funcién de las decisiones
de todos, se produce un resultado. Esto es lo que nos lleva de un entorno de
teoria de decisién a un entorno de teoria de juegos. En la siguiente definicién
se introduce lo que se entiende por juego (bipersonal) en este contexto.

Definicién 13 Un juego para el escenario (R, >) wviene dado por
((A4,B, f), (R, =),
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Capitulo 2. Caracterizaciones de valores en juegos estrictamente
competitivos.

donde A y B son los conjuntos finitos de estrategias de los jugadores uno
y dos, respectivamente, y f : A X B — R, es una aplicacion que asocia un
resultado a cada par de estrategias. Denotaremos al conjunto de juegos para
el escenario (R,>) por G(R, >).

A continuacion se va a plantear un modelo parecido aunque ligeramente
distinto. Se considera ahora que los jugadores pueden utilizar loterias sobre
sus conjuntos de estrategias. En tal caso interesard que sus preferencias estén
definidas sobre el conjunto de las loterfas sobre R.

Definicién 14 Se dice que (A(R),7Z) es un escenario mixto de interaccion
estrictamente competitiva (por simplicidad se hard referencia a él simple-
mente como un escenario mixto) si y sélo si:

= R es el conjunto finito de posibles resultados.

» 7~ es una relacion binaria sobre A(R), el conjunto de loterias sobre R,
que cumple las siguientes propiedades:

Comparabilidad.
Transitividad.

Intercambiabilidad. Se dice que =~ es una relacion binaria in-
tercambiable sobre A(R) si para cualesquiera py, pa, p3s € A(R) y
cualquier a € (0, 1], se tiene que ap; + (1— «a)ps 7= ape+ (1— a)ps
sty solo si py 7 pa.

4. Continuidad. Se dice que - es una relacion binaria continua
sobre A(R) si para cualesquiera py, pa, p3 € A(R), sipy 22 pe 7 P3
entoces existe v, B € [0, 1] tal que apy+(1— «)ps 72 p2 7= Bpr1+(1—

5)193-

= > representa las preferencias débiles de los jugadores J; y Jo de la
manera siguiente. Para cada py, p» € A(R)

o Ji prefiere débilmente p1 a py si y solo si py 72 P,
e Jy prefiere débilmente py a ps si y solo sips 2= pi.
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2.1. Introduccién a los juegos estrictamente competitivos.

Una funcién de utilidad de Von Neumann y Morgenstern u que representa

la preferencia 7~ es una aplicacién u : R — R tal que, para cualesquiera py,
P2 € A(R)

Pz P Yy pi(ru(r) = pa(r)ulr).

reR reR

Claramente v da lugar a una funcién de utilidad U : A(R) — R que
representa la preferencia 7~. Tal U viene definida por:

Ulp) = p(r)u(r),

reR

para toda p € A(R).
El siguiente es un resultado bien conocido de teorfa de decisién, cuya
demostracién puede consultarse, por ejemplo, en Kreps (1988).

Teorema 15 Si =~ es una relacion binaria sobre A(R) comparable, transi-
tiva, intercambiable y continua, entonces existe una funcion de utilidad de
Von Neumann y Morgenstern u : R — R que la representa. Ademds u es
unica salvo transformaciones afines positivas. Es decir, si'T' : R — R es una
transformacion afin positiva (T'(z) = ax + b con a,b € R, a > 0), entonces
T ou también es una funcion de utilidad de Von Neumann y Morgenstern que
representa a 7 vy, reciprocamente, siv es una funcion de utilidad de Von Neu-
mann y Morgenstern que representa a 7= entonces existe una transformacion
afin positiva T tal que v =T o u.

Noétese que, en vista del teorema anterior, en un escenario mixto existe
una funcién de utilidad de Von Neumann y Morgenstern representando las
preferencias, y que es unica salvo transformaciones afines positivas.

Definicién 16 Un juego para el escenario mizto (A(R), =) se define como

((4, B, 1), (A(R), =),

donde A y B son conjuntos finitos de estrategias para los jugadores uno y
dos, respectivamente, y f : A x B — A(R) es una aplicacion que asocia
una loteria sobre el conjunto R, para cada par de estrategias. Se denota al
conjunto de juegos para un escenario mizto (A(R), =) por GE(A(R), =).
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Capitulo 2. Caracterizaciones de valores en juegos estrictamente
competitivos.

A continuacién se va a introducir una notacién que serd de utilidad y
que se usard en algunas ocasiones, a pesar de que constituye un cierto abuso
notacional. Supéngase que en el juego de la definicién anterior J; utiliza una
loteria p; de A(A) y que J, utiliza una loterfa ps de A(B). En tal caso,
en vista de f y teniendo en cuenta que las elecciones de J; y J5 son indepen-
dientes, (p1,p2) da lugar a una loteria sobre R. Se denotard por f(p1,ps2) a
tal loterfa.

2.2. Caracterizaciones del valor inferior en jue-
gos estrictamente competitivos.

En esta seccién, a menos que se indique lo contrario, se considera que
el escenario (R, >) permanece fijado. Por tanto, por simplicidad, se hara
referencia a un juego para este escenario como una terna (A, B, f) y se denota
al conjunto de juegos para (R, =) por G. El objetivo es definir una funcién de
valoracién desde el punto de vista de J;, que compare los juegos del escenario
(R, =) a los que se puede enfrentar tal jugador.

Definicién 17 Una funcion de evaluacion es una aplicacion F' : G — R tal
que, para todo juego G € G, F(G) aporta una valoracion del juego G para el
Jugador uno.

A continuacién, se introducen algunas propiedades deseables para una
funcién de evaluaciéon F'. Estas propiedades estdn muy ligadas a las intro-
ducidas en el capitulo anterior para juegos matriciales.

B1 Monotonia. Sean G = (A, B, f) y G’ = (A, B, f’) de G tales que, para
toda a; € Ay toda b; € B, se tiene que

flai, by) = f(ai, by).
Entonces F(G') > F(G).

B2 Eliminacion de estrategias fuertemente dominadas del jugador
uno. Sea G = (A, B, f) € G. Se dice que a; € A es una estrategia
fuertemente dominada del jugador uno si existe ax € A (k # i) tal que

flag,bj) = f(ai, b))
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2.2. Caracterizaciones del valor inferior en juegos estrictamente
competitivos.

para todo b; € B. Para cualquier G = (A,B,f) € G, si a; € A
es una estrategia fuertemente dominada del jugador uno y si G’ =
(A, B, ") € Gestal que A’ = A~{a;} y f' = flaxp, entonces se tiene
que F(G) = F(G").

B3 Eliminacién de amenazas débilmente dominadas del jugador
dos. Sea G = (A, B, f) € G. Se dice que b; € B es una amenaza
débilmente dominada del jugador dos si para cada a; € A existe b, € B
(k # i) tal que

flag,b;) = f(ai,by).

Para cualquier G = (A, B, f) € G, si b; € B es una amenaza débil-
mente dominada del jugador dos y si se considera G' = (A, B', ') € G,
donde B = B~ {b;} v f' = flaxp, entonces se tiene que F(G) =
F(&).

La familia de funciones de evaluacién que se proponen para este contex-
to, se caracterizard con estas tres propiedades. Primero se introduce alguna
notacion adicional. Sea G = (A, B, f) € G y sea u una funcién de utilidad
que representa a »~. Se denota por u o f al juego matricial que viene dado
por la siguiente matriz:

u(f(ar,b1)) - u(f(ai,bn))

W(f (b)) - u(f (b))

Se denota por V (u o f) el valor inferior del juego matricial u o f, es decir,

V(uo f) = maxminu(f(a;,b;)).

a;€A bjeB

Teorema 18 Sea F' una funcion de evaluacion que verifica monotonia (B1),
eliminacion de estrategias fuertemente dominadas del jugador uno (B2) y
eliminacion de amenazas débilmente dominadas para el jugador dos (B3).
Entonces existe una funcion de utilidad u que representa a = tal que, para

cada G € G, se tiene que F(G) =YV (uo f).
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Capitulo 2. Caracterizaciones de valores en juegos estrictamente
competitivos.

Demostracién: Paracadar € R,sea G, = ({1},{2}, f) con f(1,2) =
Se define
u(r) = F(G,).

Nétese primero que u es una funcién de utilidad que representa a = (esto
es trivial sin mds que tener en cuenta que F' verifica monotonia (B1)). Sea
ahora G € G. Se demostrard que F(G) = V(u o f). Se puede suponer que

V(uwo f) = u(f(ax, br)),

para un cierto k € {1,...,m} y un cierto [l € {1,...,n}.

» Se demostrard primero que F(G) > V(uo f).

Considérese el juego G = (A, B, f1) € G definido, para cada a; € Ay
cada b; € B por:

fi(as, b)) :{ flai,by)  si flax bj)

; f(a’b )
flax,b;) si f(a, b))

7b]
f(akvbj) '

Y 1y

Como F verifica monotonia, entonces F'(G) > F(G). En el juego G,
todas las estrategias del jugador uno diferentes de a;, estdn fuertemente
dominadas. Por tanto, si se considera el juego Gy = ({ax}, B, fil{a}xB),
por el hecho de que F verifica la propiedad de eliminacion de estrategias
fuertemente dominadas del jugador uno, se tiene que F(G1) = F(G3).
Ahora bien, como V(uo f) = u(f(ag, b)), estd claro que f(ay,b;) >
f(ax, by) para todo b; € B. Entonces, teniendo en cuenta que F' cumple
la propiedad de eliminacion de amenazas débilmente dominadas del ju-
gador dos, F(G3) = F(G3), donde Gs = ({ar}, {bi}, fil{apxfv})- Notese
que, del hecho de que F verifica monotonia y de la definicién de la uti-
lidad w,

F(Gs) = F(Gyayp)) = ul(f(ar, b))

Por tanto,

F(G) > u(f(ag, b)) = V(uo f).

» Se demuestra ahora que V(uo f) > F(G).
Se define el juego G4 = (A, BU{b}, f4) de la siguiente manera:

f4(ai, bj) = f(am bj)
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2.2. Caracterizaciones del valor inferior en juegos estrictamente
competitivos.

para todo a; € Ay todo b; € B,y
f4(ai7 b) = f(akv bl)

para todo a; € A.

En el juego G4 la amenaza b del jugador dos estd débilmente dominada
(hay que tener en cuenta que V(uo f) = u(f(ax,b))). Por tanto, apli-
cando la propiedad de eliminacion de amenazas débilmente dominadas
del jugador dos, se tiene que F(G) = F(Gy).

Sea ahora el juego G5 = (A, BU {b}, f5) definido como sigue:
f5(ai7 b) = f4(ai7 b)

para todo a; € A.

f5<a. b,) — { f4(ai7bj) S% f4(ai>bj) = f(ak’bl) )
o f(ak7bl> 51 f(ak7bl> = f4(aivbj)
Si se tiene en cuenta la monotonia, se tiene que F(G4) < F(Gs). En
(G5 todas las amenazas del jugador dos diferentes de b estdn débil-
mente dominadas (por construccién). Por tanto, si se define el juego
Ge = (A, {b}, flaxgp}) € G y se aplica la propiedad de eliminacion de
amenazas débilmente dominadas del jugador dos, se verifica la igual-
dad F(G;5) = F(Gg). De la propiedad de eliminacion de estrategias
fuertemente dominadas del jugador uno, se deduce que F(Gg) = F(G7),
donde G7 = ({ax}, {b}, fl{ayx{s})- Cabe destacar que, del hecho de que

F verifique monotonia y de la definicién de la utilidad u, se obtiene

F(G7) = F(Gpapp)) = ulf(ag, b))

Por tanto,

F(G) <u(f(ar, b)) =V (uo f).
Esto finaliza la demostracion del teorema. O

Corolario 19 FEuxiste una funcion de evaluacion F verificando monotonia
(B1), eliminacion de estrategias fuertemente dominadas del jugador uno (B2)
y eliminacion de amenazas débilmente dominadas para el jugador dos (B3).
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Capitulo 2. Caracterizaciones de valores en juegos estrictamente
competitivos.

Ademds, para todo G € G, se tiene que F(G) = V(uo f) donde u es una
funcion de utilidad que representa a >=. Finalmente, se tiene que F' es inica
salvo transformaciones estrictamente crecientes (de modo que, siT : R — R
es una funcion estrictamente creciente, entonces ToF' también es una funcion
de evaluacién que satisface B1, B2 y BS3; y, reciprocamente, si F es una
funcion de evaluacion que verifica B1, B2 y B3, entonces existe una funcion
estrictamente creciente T : R — R tal que F =T o F).

Demostraciéon: Para probar la existencia, sea u una funcién de uti-
lidad que representa a >. En vista de los resultados del capitulo anterior,
se comprueba facilmente que si se define F' como F(G) := V(u o f), para
todo G € G, F verifica las propiedades de monotonia (B1), eliminacion
de estrategias fuertemente dominadas del jugador uno (B2) y eliminacion
de amenazas débilmente dominadas para el jugador dos (B3). El resto del
corolario se sigue del Teorema 18 anterior y del hecho de que

V(T(A)) = T(L(A)),

para cada funcién estrictamente creciente 7' : R — R y cada matriz real
A= [az’j]iGM,jGNy (T(A) denota a la matriz [T(aij)]ieM,jeN). O

2.3. Caracterizaciones del valor en juegos es-
trictamente competitivos.

En esta seccién, a menos que se indique lo contrario, se considera que
el escenario mixto (A(R), »=) permanece fijado. Por tanto, por cuestiones de
simplicidad, se hard referencia a un juego para este escenario mixto como la
terna (A, B, f) y se denota al conjunto de juegos para (A(R), =) por G*. El
objetivo es definir una funcién de evaluacién para el jugador J; en este nuevo
contexto, que compare los juegos del escenario mixto (A(R), =) a los que se
puede enfrentar dicho jugador.

Definicién 20 Una funcion de evaluacion es una aplicacion F : GX — R
tal que, para todo G € G*, F(G) aporta una valoracion del juego G para el
Jugador uno.
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2.3. Caracterizaciones del valor en juegos estrictamente competitivos.

A continuacién, se introducen algunas propiedades naturales para una
funcién de evaluacién F' referida a un escenario mixto. Estas propiedades
estdn claramente inspiradas y relacionadas con aquéllas introducidas en el
capitulo anterior para la caracterizacién de la funcién valor para juegos ma-
triciales.

B4 Monotonia. Sean G = (A, B, f) vy G' = (A, B, f') de G* tales que,
para toda a; € Ay toda b; € B, se verifica que

f/<a’i7 bj) t f(aia bj)
Entonces F(G') > F(G).
B5 Eliminacién de estrategias dominadas del jugador uno. Sea G =

(A, B, f) € G-. Se dice que a; € A es una estrategia dominada del
jugador uno si existe p, una loterfa sobre A\{a;}, tal que

f(p,b;) = f(ai, b;)

para todo b; € B. Para cualquier G = (A,B,f) € G*, si a; € A
es una estrategia dominada del jugador uno y si se considera G’ =
(A" B, f") € G-, donde A’ = A~ {a;} vy f' = flarxp, entonces se tiene
que F(G) = F(G").

B6 Eliminacién de amenazas dominadas del jugador dos. Sea G =
(A, B, f) € G*. Se dice que b; € B es una amenaza dominada del
jugador dos si existe p, una loteria sobre B\{b;} tal que

f(ai, b;) = f(ai, p)

para todo a; € A. Para cualquier G = (A,B, f) € G*,si b; € B
es una amenaza dominada del jugador dos y si se considera G' =
(A, B', f') € GF, donde B' = B~ {b;} v ' = f|axp, entonces se tiene
que F(G) = F(G).

B7 Linealidad. Supdngase que, paratodoi € {1,--- .k}, G; = ({a}, {b}, fi) €
k
G-, con fi(a,b) = p; € A(R), y o; € [0,1], con Y ; = 1. Si G =

=1
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Capitulo 2. Caracterizaciones de valores en juegos estrictamente
competitivos.

k
({a}, {b}, f) € G* es tal que f(a,b) = ;Oéipil, entonces se tiene que

k

i=1

A continuacién se caracterizard la familia de funciones de evaluacién en
este contexto con estas cuatro propiedades. Antes se introduce alguna no-
tacién adicional. Sea G = (4, B, f) € G* y u una funcién de utilidad de Von
Neumann y Morgenstern que representa a >. Se denota por U o f el juego
matricial que viene dado por la siguiente matriz:

U(f(a,br)) -+ U(f(a1,bn))

U(f<am> bl)) T U(f(ama bn))
donde U es la funcién de utilidad sobre A(R) asociada a u. Se denota por
V(U o f) al valor de la extensién mixta del juego matricial U o f, es decir,

— ndv min T

V(Uo f)= méx min o [U o fly.

Teorema 21 Supdngase que F es una funcion de evaluacion que verifica
monotonia (B4), eliminacion de estrategias dominadas del jugador uno (B5),
eliminacion de amenazas dominadas del jugador dos (B6) y linealidad (B7).

Entonces existe una funcion de utilidad de Von Neumann y Morgenstern u
que representa a = tal que, para cada G € G-, se tiene que F(G) =V (Uo f).

Demostracién: Paracadar € R,sea G, = ({a},{b}, f) con f(a,b) =r.
Se define
u(r) :== F(G,).

Nétese que u e es una funcién de utilidad de Von Neumann y Morgenstern
que representa a > (esto es inmediato si se tiene en cuenta que F' verifica
monotonia y linealidad). Ademés es inmediato que, para toda p € A(R),
U(p) = F(G,), donde G, = ({a}, {b}, f) con f(a,b) = p.

Sea ahora G = (A, B, f) € G*. Se va a demostrar que F'(G) = V(U o f).
Supéngase que V(U o f) = U(p) para alguna loteria p € A(R).

k
! Z a;p; denota la loteria que resulta de elegir cada una de las loterias p; con proba-

i=1
bilidad a.
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2.3. Caracterizaciones del valor en juegos estrictamente competitivos.

Primero se demuestra que F(G) > V(U o f).

Considérese el juego Gy = (A4, B, f1) € G* definido por A’ = AU {a},
para cada a; € Ay cada b; € B, fi(a;,b;) = f(ai,b;) y para cada
b; € B, fi(a,b;) = p. Como F verifica la propiedad de eliminacion de
estrategias dominadas del jugador uno, entonces se tiene que F(G) =
F(G)). Si se considera el juego Gy = (A, B', f2) € G* definido como
B’ = B U {b}, para cada a; € A" y cada b; € B, fa(ai,b;) = fi(a;, b))
y para cada a; € A', fa(a;,b) = p, como F verifica la propiedad de
eliminacion de amenazas dominadas del jugador dos, entonces F(G;) =
F(Gs). Se considera ahora el juego G3 = (A’, B, f3) € G* definido, para
cada a; € A" y cada b; € B’ como:

_ [ folaiby)  sip = folai, b))
fs(ai, bj) = { » si fo(ai, b)) =p

Como F verifica monotonia, entonces F'(G2) > F(G3). Nétese que en
el juego G3 todas las estrategias del jugador uno diferentes de {a}
estdn dominadas (por construccién del juego). Por tanto, si se define
el juego Gy = ({a}, B, fs |{a}x5’), por el hecho de que F' verifica la
propiedad de eliminacion de estrategias dominadas del jugador uno se
tiene que F'(G3) = F(Gy). Ahora bien, en el juego G4 todas las ame-
nazas del jugador dos llevan a la misma loterfa sobre el conjunto de
resultados. Entonces, teniendo en cuenta que F' verifica la propiedad
de eliminacion de amenazas dominadas del jugador dos, se tiene que
F(G4) = F(G5), donde G5 = ({a}, {b}, f3 |{a}x{»})- Finalmente, como
F verifica monotonia,

F(Gs) = F(Gp) = Ulp)-

Por tanto,
F(G)zU(p)=V({Uo f).
A continuacion se demuestra que V(U o f) > F(G).

Considérense los juegos Gy y G5 como en el apartado anterior. Ya se
sabe que F(G) = F(G,) = F(G3). Sea ahora el juego Gg = (A', B', fg) €
G* definido, para cada a; € A’ y cada b; € B’ como:

falai, by)  si fa(ai by) = p
folas,by) = { p sipr= falaiby)
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Capitulo 2. Caracterizaciones de valores en juegos estrictamente
competitivos.

Teniendo en cuenta la propiedad de monotonia, se tiene que F(Gy) <
F(Gg). En el juego G todas las amenazas del jugador dos menos la
{b} estdn dominadas (por construccion del juego). Por tanto, si se con-
sidera el juego G7 = (A", {b}, f6 |arx}) € G y se aplica la propiedad
de eliminacion de amenazas dominadas del jugador dos, se verifica la
igualdad F(Gg) = F(G7). De la propiedad de eliminacion de estrate-
gias dominadas del jugador uno, se deduce que F(G7) = F(Gs), donde
Gs = ({a}, {b}, fs |tayxpy)- Entonces, como F' cumple monotonia,

F(Gs) = F(Gp) = Ulp).

Luego,
F(G) < U(p) =V(Uo f).

Esto concluye la demostracién. [

Corolario 22 FExriste una funcion de evaluacion F verificando monotonia
(B4), eliminacion de estrategias dominadas del jugador uno (B5), elimi-
nacion de amenazas dominadas del jugador dos (B6) y linealidad (B7). Ademds,
para todo G € G-, se tiene que F(G) = V(U o f) donde u es una funcion
de utilidad de Von Neumann y Morgenstern que representa a >=. Finalmente,
se verifica que F' es tnica salvo transformaciones afines positivas (en el si-
guiente sentido: st T : R — R es una transformacion afin positiva, entonces
T o F es también una funcion de evaluacion que satisface B4, B5, B6 y B7;
y, reciprocamente, si F' es una funcion de evaluacion que verifica B4, B5, B6

y B7, entonces exisle una transformacion afin positiva T : R — R tal que
F=ToF).

Demostracién: Con el fin de probar la existencia, se toma una funcién
de utilidad de Von Neumann y Morgenstern u que representa a >. En vista de
los resultados del capitulo anterior, se comprueba facilmente que, si se define
F como F(G) := V(U o f), para todo G € G*, entonces verifica monotonia
(B4), eliminacion de estrategias dominadas del jugador uno (B5), eliminacion
de amenazas dominadas del jugador dos (B6) y linealidad (BT7). El resto del
corolario se sigue del teorema anterior y del hecho de que

V(T(A)) =T(V(A)),

para cada transformacién afin positiva 7' : R — R y cada matriz real A =
[ai;lienjen € A, (T(A) denota a la matriz [T'(aj)]iem jen). O
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2.4. Conclusiones.

En este capitulo se aportaron dos caracterizaciones conjuntas de la utili-
dad y del valor inferior y el valor en juegos asociados a escenarios estricta-
mente competitivos. Tales resultados se resumen en las tablas siguientes:

Caracterizacion de la utilidad y el valor inferior.

B1.- Monotonia
B2.- Eliminacion de estrategias fuertemente dominadas del jugador uno

B3.- Eliminacién de amenazas débilmente dominadas del jugador dos

Caracterizacion de la utilidad y el valor.

B4.- Monotonia

B5.- Eliminacién de estrategias dominadas del jugador uno
B6.- Eliminacién de amenazas dominadas del jugador dos
B7.- Linealidad

Como linea de trabajo futura, aparte de considerar todas las andlogas a
las mencionadas en el Capitulo 1, quizds lo més interesante seria hacer uso
de los resultados de este capitulo para desarrollar una teorfa de juegos de n
personas en preferencias andloga a la que se desarrolla en los Capitulos 3 y
4 haciendo uso del Capitulo 1.
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Parte 11

Juegos en forma estratégica de
n personas.
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Capitulo 3

Juegos en forma estratégica en
los que los jugadores cooperan.

La teorfa de juegos clésica hace una distincién rotunda entre dos clases de
juegos: los juegos no cooperativos y los juegos cooperativos. Normalmente,
los juegos no cooperativos se definen como aquéllos en los que los jugadores
no disponen de mecanismos que les permitan tomar acuerdos vinculantes.
Por el contrario, los juegos cooperativos se suelen definir como aquéllos en los
que los jugadores sf disponen de mecanismos que les permiten tomar acuerdos
vinculantes. Sin embargo, el punto de vista adoptado en Van Damme y Furth
(2002) refleja la diferencia entre juegos no cooperativos y juegos cooperativos
de un modo, quizd, mas adecuado. Ellos escriben lo siguiente:

“The terminology that is used sometimes gives rise to confu-
sion; it is not the case that in non-cooperative games players do
not wish to cooperate and that in cooperative games players auto-
matically do so. The difference instead is in the level of detail of
the model; non-cooperative models assume that all the possibilities
for cooperation have been included as formal moves in the game,
while cooperative models are “incomplete” and allow players to
act outside of the detailed rules that have been specified.”

Esta descripcion estd, de hecho, més de acuerdo con el enfoque que adop-
taron Von Neumann y Morgenstern (1944). Ellos consideraron, como se hard
en este capitulo, situaciones descritas por juegos en forma estratégica en las
que los jugadores cooperan a través de mecanismos no descritos explicita-
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mente. Por ello, es necesario analizar la forma coalicional del juego estratégi-
co. Para ello, Von Neumman y Morgenstern, dado un juego no cooperativo,
construyen un juego cooperativo que describe, para cada coalicién, el benefi-
cio que se pueden asegurar los miembros de esa coalicién, independientemente
de las actuaciones llevadas a cabo por los jugadores de fuera de la coalicién.
De algin modo, pues, trataron de resumir toda la informaciéon dada por el
juego no cooperativo en una lista de mimeros: uno para cada coalicién. Para
que una coalicién de jugadores asegure el beneficio (o valor de la coalicién)
para sus miembros, éstos deberdan coordinar sus actuaciones, lo cual requiere
intrinsecamente que actien fuera de las reglas detalladas del juego no coope-
rativo. Para reflejar de manera més clara las anteriores interpretaciones, se
utilizara la terminologia de juego en forma estratégica (en vez de juego no
cooperativo) y de juego en forma caracteristica (en vez de juego cooperativo).

El principal objetivo de este capitulo es el de resaltar la conexién en-
tre juegos en forma estratégica y juegos en forma caracteristica. Para ello
aportamos una fundamentacién axiomética para dos procedimientos distin-
tos que permiten asociar un juego en forma caracteristica a cada juego en
forma estratégica. El primer procedimiento que se estudia se introduce en
Von Neumann y Morgenstern (1944). En ¢él se define el valor de una coali-
cién de jugadores S como el valor de la extensién mixta del juego matricial
que confronta, por un lado, a la coalicién S 'y, por el otro, a la coalicién
N ~ S constituida por el resto de los jugadores. En este juego de suma nula,
la coalicién N ~\ S intenta mantener el pago a la coalicién S tan bajo como
sea posible, mientras que la coalicién S intenta maximizar su pago. También
se introduce un segundo procedimiento nuevo, en el cual se define el valor de
una coalicién S como el valor inferior del juego matricial de la coalicién S
frente a la coalicion N ~ S. La principal ventaja de considerar el valor infe-
rior del juego en vez del valor de su extension mixta es que para el primero
no se necesita considerar el uso de estrategias mixtas, mientras que si son
requeridas para el segundo. Por tanto, en situaciones donde no tenga sentido
el uso de estrategias mixtas, el procedimiento que emplea el valor inferior
proporciona un procedimiento méas adecuado para determinar los beneficios
que cada coaliciéon puede asegurar a sus miembros.

Cabe resaltar que en la literatura hay trabajos que proponen diferentes
procedimientos para asociar juegos en forma caracteristica a juegos en forma
estratégica. Los procedimientos que se describen en dichos trabajos son muy
diferentes de los que se consideran en este capitulo. Harsanyi (1963), Myerson
(1991) y Bergantinos y Garcia-Jurado (1995) son ejemplos de alguno de estos
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3.1. Introduccioén a los juegos en forma estratégica y a los juegos en forma
caracteristica.

trabajos. Todos ellos se basan en conceptos de equilibrio en vez de tratar
con los conceptos de valor o valor inferior. El trabajo de Myerson (1978) es
un precursor no muy directo de lo que se estudia en este capitulo. En ese
trabajo se estudia el papel de los acuerdos y amenazas en juegos en forma
estratégica en los que los jugadores se supone que cooperan. Finalmente, se
desea subrayar que en este capitulo tinicamente se consideran situaciones con
utilidad transferible. Hay procedimientos cuyo objetivo es asociar juegos sin
utilidad transferible (juegos NTU) a juegos en forma estratégica, como los
que se proponen en Aumann (1961, 1967). Borm y Tijs (1992), de algiin
modo, contindan los trabajos de Aumann.

La estructura del capitulo es la siguiente. En el primer apartado se intro-
ducen las nociones bésicas de juego en forma estratégica y juego en forma
caracterfstica. En una segunda seccién se describe el procedimiento de Von
Neumann y Morgenstern (1944) y se introduce el nuevo procedimiento basado
en el valor inferior. En el tercer apartado se definen propiedades que conducen
a caracterizaciones axiomaéticas de ambos procedimientos. Finalmente, se in-
cluye una seccién de conclusiones que resume los aspectos més relevantes del
capitulo y enumera futuras lineas de trabajo. Parte de este capitulo aparece
en Carpente y otros (2003).

3.1. Introduccién a los juegos en forma es-
tratégica y a los juegos en forma carac-
teristica.

Un juego en forma estratégica g = (N,{X;}ien,{u;i}ien) viene caracte-
rizado por un conjunto de jugadores N = {1,...,n} y, para cada jugador
1 € N, un conjunto de estrategias X; y una func10n de pago u; : []; jeN X; —
R, de manera que u;(x) representa el pago que recibe el jugador i si se
juega la combinacién de estrategias z. En este capitulo sélo se consideran
juegos en forma, estratégica finitos', que son aquellos juegos en los cuales los
conjuntos de estrategias {X;};cny son todos finitos. A la clase de juegos en

'De todas formas, algunos resultados que se obtienen se pueden extender facilmente a
una clase mds amplia de juegos en forma estratégica.
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forma estratégica finitos con conjunto de jugadores N se la denota por G*V.
Se denota por GG a la clase de todos los juegos en forma estratégica finitos.

Un juego en forma caracteristica es un par (N,v) donde N ={1,...,n}
es el conjunto de jugadores y v : 2V — R es la funcién caracterfstica del
juego, que asigna a cada coalicién S C N su valor v(.5). El valor v(S) de una
coalicién S representa el beneficio que esta coalicién puede garantizar a sus
miembros, independientemente de lo que hagan los otros jugadores (aquéllos
en N\ S). Se adopta, por convencién, v(()) = 0. De aqui en adelante, se iden-
tificard un juego en forma caracteristica (N,v) con su funcién caracteristica
v. A la clase de juegos en forma caracteristica con conjunto de jugadores N
se la denota por TUY y se usa la notacién TU para identificar a la clase
de todos los juegos en forma caracteristica (se recuerda que son juegos con
utilidad transferible).

Un juego en forma caracteristica v € TUY se dice que es superaditivo si
v(SUT) > v(S) + v(T) para todas las coaliciones S, T C N con SNT = (.

Un ejemplo de solucién es el niicleo o core de un juego v € TU™ que viene
definido por la siguiente expresion:

C(v) = {r € RY| le =o(N)y Zl“z > v(S) para todo S C N}.

1eEN €S

3.2. Procedimientos para asociar un juego en
forma caracteristica a un juego en forma
estratégica.

En esta seccién, se consideran procedimientos para asociar una funcién
caracteristica a cada juego en forma estratégica. Primero se considera el
procedimiento definido en Von Neumann y Morgenstern (1944), el cual estd
basado en la funcién valor, y luego se introduce un procedimiento nuevo
basado en la funcién valor inferior. Se recuerda que la principal motivacién
para considerar procedimientos que asocien una funcién caracteristica a un
juego en forma estratégica es tratar aquellas situaciones en las cuales los
jugadores pueden actuar fuera de las reglas del juego en forma estratégica,
que so6lo describen las estrategias disponibles para cada uno de los jugadores
y sus correspondientes funciones de pago.

42



3.2. Procedimientos para asociar un juego en forma caracteristica a un
juego en forma estratégica.

Von Neumann y Morgenstern (1944) propusieron el siguiente procedi-
miento para asociar un juego en forma caracteristica a cada juego en forma
estratégica. Sea g € GV un juego en forma estratégica y sea S C N, S # N,
una coalicién no vacfa. El juego bipersonal de suma nula gg se define como

gs = ({S>N\S}>{XS’XN\S}’{UJ57_US})>

donde, para todo ' C N, Xp = [[;cr Xi ¥ ur = >_;cr ui- En este juego, hay
dos jugadores, la coalicién S y la coalicion N \ S. Las estrategias disponibles
para estas dos coaliciones son todas las combinaciones de estrategias disponi-
bles para los miembros de dichas coaliciones en el juego g. El pago de la
coalicion S es la suma de los pagos de los jugadores que la forman para cada
posible combinacién de estrategias y el pago para la coalicion N \ S es el
opuesto a éste. Cabe destacar que el juego gg es un juego matricial. Se denota
por Ag a la matriz de este juego. Si los jugadores pueden aleatorizar sobre
las estrategias del juego en forma estratégica, entonces es més apropiado
considerar la extensiéon mixta del juego gg, es decir, el juego FE(Ag). Asi,
en el juego en forma caracteristica v, € TUY asociado al juego en forma
estratégica g, el valor de la coalicién S es el valor de la extensién mixta de
este juego matricial

vy(S) = V(As)

(recuérdese que V(Ag) denota el valor de la extensién mixta del juego ma-
tricial Ag).

V(Ag) es el beneficio que la coalicién S se puede garantizar por si misma
incluso en el caso de que los jugadores de NV \ S cooperen para mantener el
valor de la coalicién S tan bajo como sea posible. El beneficio de la coalicién
total N se define simplemente como

vg(N) = ;reljsgi un(x).

La interpretacion de v, es que los jugadores de la coalicién S se ponen en el
peor de los casos y asumen que todos los demds van a coordinar la eleccion
de sus estrategias para tratar de mantener el pago a S tan pequeno como sea
posible. Nétese que al calcular el valor de F(Ag) se asume implicitamente
que los jugadores de una coalicién no sélo pueden coordinar sus estrategias
puras, sino que también pueden elegir distribuciones de probabilidad sobre
sus estrategias coordinadas. Esta suposicién es muy fuerte.
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La filosoffa subyacente en el procedimiento de Von Neumann y Morgen-
stern estd intimamente conectada con el concepto de funcién caracteristica.
Como la funcién caracteristica proporciona los beneficios que cada coalicién
puede garantizar a sus miembros, independientemente de lo que los otros
jugadores hagan, el procedimiento de Von Neumann y Morgenstern parece
ser el modo correcto de asociar funciones caracteristicas a juegos en forma
estratégica, al menos en aquellas situaciones en las que las coaliciones de
jugadores tienen preferencias sobre loterias y en las cuales sus funciones de
utilidad son de Von Neumann y Morgenstern.

De todas formas, en contextos en los cuales aleatorizar sobre las estrate-
gias coordinadas no es posible o no es razonable, es més apropiado considerar
unicamente estrategias puras y el valor inferior del juego matricial. Esto lleva
a asociar a un juego en forma estratégica g € G” el juego en forma carac-
teristica v, € TU" definido como

MaxX,ex, un(x) siS=N.

V(As) paratodo SC N, S#N,S# 2
vy(5) =

Notese que este juego en forma caracterfstica es mds pesimista que el
obtenido por el procedimiento de Von Neumann y Morgenstern, de manera
que v,(S) < vy(S) para todo g € GY y todo S C N. A continuacién se
ilustran ambos juegos con un ejemplo.

Ejemplo 23 Considérese el siguiente juego en forma estratégica de tres ju-
gadores, g.?

(0% (65) 62 63 8P 62
a1 | (1,1,1) ] (0,0,0) ar | (0,0,0) | (L, 1,1)
By | (0,0,0) | (1,1,1) By | (1,1,1) | (0,0,0)

Se puede considerar, por ejemplo, la coalicion S = {1,2}. La matriz del
Juego bipersonal de suma nula asociado a esta coalicion es

2Como es habitual, el jugador 1 es el jugador fila, el jugador 2 es el jugador columna,
y el jugador 3 escoge la matriz de la izquierda o la de la derecha.
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juego en forma estratégica.

S O N
NN O

Ag =
2 0

donde las columnas se corresponden con las estrategias o y B4 (de izquier-

da a derecha) del jugador 3 (N\ S = {3}) y las filas estdn ordenadas del
siguiente modo. La primera fila se corresponde con las estrategias (aq, an) de
los jugadores de la coalicion S, la sequnda se refiere a (5, as), la tercera a
(a1, By) y la cuarta a (B, By)-

El valor de la extension mizta de este juego matricial es V(Ag) =1 y el
valor inferior del juego matricial Ags es V(Ag) = 0. Por tanto, se tiene que
vy(1,2) =1 y que v,(1,2) =0.°

Los wvalores vy(S) yv,(S) de las otras coaliciones S se calculan de manera
andloga. A continuacion se listan en la siguiente tabla.

S {2 {3 ({12} | {1.3} [ {23} | N
() (1212 112] 1 1 1 |3
v, 00 0] 0 0 0 |3

Este ejemplo ilustra que en general los dos juegos en forma caracteristica
vy y v, son diferentes y también que v,(S) < vy(S) para toda coalicion S C
N.

Los juegos v, y v, del ejemplo anterior son los dos superaditivos. Esto
no es una coincidencia, ya que se verifica para todos los juegos en forma
caracteristica derivados de juegos en forma estratégica segin los dos pro-
cedimientos descritos del valor y del valor inferior. Para los juegos v, esta
propiedad se demostré en Von Neumann y Morgenstern (1944) y para los
juegos v, se demuestra en la siguiente proposicién.

Proposicién 24 Para todo juego en forma estratégica g € GV, el juego en
forma caracteristica asociado v, es superaditivo.

Demostracién: Sea g = (N, {X;}ien, {ti}ien) € GY un juego en forma
estratégica y sean dos coaliciones no vacias S,T C N, tales que SNT = (.
Entonces

v, (SUT) = miéx min usur(Tsr, T_sT)
rsTEXSUT T—STEXN\(SUT)

3Siguiendo una practica comin, se simplifica la notacién eliminando las llaves que
delimitan a los elementos de una coalicién.
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= mix max min usur(Ts, Tr, T_s1).
r5€Xs er€XT T_5TEXN\(SUT)

Ahora, sea ys € Xg e yr € Xr. Estd claro que

QQ(S U T) 2 min uSUT(yS: yr, x—ST)

T_sTEXN\(SUT)

> min us(ys, yr, T_sr) + min ur(Ys, Y, T-sr)
z_sTEXN\(SUT) z_sTEXN\(SUT)
> min min  us(ys, Tr, T_s7)

rr€XT T_sTEXN\(SUT)

+ min min ur(Ts, Y1, T_sT)
zs€Xs T_sTEXN\(SUT)

=, us(ys, -s) + L ur(yr, T-1).

Como esto se verifica para todo ys € Xg e yr € Xr, se puede afirmar que

v,(SUT) > méx min ug(rs,r_g) + mdx min up(rr, 1)
rg€Xg x,SEN\S zrEXT I,TEN\T

=1,(S5) +v,(T).

Esto demuestra que el juego v, es superaditivo. [

Los dos juegos v, y u, del Ejemplo 23 no son sélo superaditivos, sino que
también tienen ntcleos no vacios. El nicleo de un juego en forma caracteris-
tica (N,v) estd formado por los vectores de RN que dividen el pago v(N) de
la coalicién total de manera que cada coalicién S C N de jugadores consigue
al menos su beneficio v(S). En el Ejemplo 23 se tiene que vy (N) = v,(N) = 3.
Si se divide esta cantidad de forma igualitaria entre los tres jugadores, dando
1 a cada uno de ellos, entonces cada jugador individual consigue al menos
su beneficio (que es 1/2 en el juego v, y 0 en el juego v,) y cada coalicién
de dos jugadores consigue 2, mientras que su beneficio en v, es igual a 1y
en v, es igual a 0. Por tanto, esta divisién igualitaria estd en el micleo de
ambos juegos. Esto no se verifica siempre, es decir, los juegos v, y v, pueden
tener micleos vacios. Esto es lo que se refleja a continuacién con el siguiente
ejemplo.

Ejemplo 25 Considérense el siguiente juego en forma estratégica de tres
Jugadores, denominado g.
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y de su modificacion.

a3 ol B Bs Qg B
ar | (1,1,0) | (0,0,0) ar | (1,1,0) [ (0,1,1)
61 (17071) (17071) 51 (07070) (07171)

Siguiendo el procedimiento que se explicé en el Ejemplo 23, se deduce que
vy(1) = v,(i) = 0 para cada i € N,

vy(7,J) = v,(i,j) = 2 para cada pari,j € N,
1, (N) = 1,(N) = 2.

Nétese que en cualquier division del valor vy(N) = v, (N) = 2, cada ju-
gador individual tendria que consequir no menos que 0 y cualesquiera dos
jugadores deberian consequir al menos 2 conjuntamente. Es claramente im-
posible que estas condiciones se den simultdneamente. Por tanto, los nicleos
de los juegos (N,vy) y (N,v,) son vacios.

3.3. Caracterizaciones del procedimiento de
Von Neumann y Morgenstern y de su
modificacién.

En este apartado se analizan detalladamente y se caracterizan axiomati-
camente los dos procedimientos basados en el valor y en el valor inferior
que se describieron en el apartado anterior para asociar un juego en forma
caracteristica a un juego en forma estratégica.

Se define un procedimiento en general como una aplicaciéon ¢ : G — T’
que asocia un juego en forma caracteristica ¢(g) € TUYN a cada juego en
forma estratégica ¢ € GV. Se denota el procedimiento de Von Neumann
y Morgenstern (1944) por ¥y y el nuevo procedimiento por ¥y . Por tanto,
Uy (g) = vy y Yy(g9) = v, para todo g € GV. Para caracterizar estos dos
procedimientos, se usan propiedades que se derivan del capitulo 1 de esta
memoria, en el que se caracterizan la funcién valor y la funcién valor inferior
para juegos matriciales.
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La objetividad individual establece que si el jugador i consigue el mismo
pago para cualquier combinacién posible de estrategias, entonces en el juego
en forma caracteristica asociado el valor de la coalicién formada por este
unico jugador i es igual a esta cantidad.

C1 Objetividad individual. Para todo ¢ € GV y todo jugador i € N,
si existe ¢ € R tal que w;(z) = ¢ para toda combinacién de estrategias
x € Xy, entonces se tiene que ¢(g)(i) = c.

La propiedad de monotonia establece que el valor del jugador ¢ en el
juego en forma caracteristica asociado no decrece si su pago en el juego en
forma estratégica se incrementa o permanece igual para todas las posibles
combinaciones estratégicas.

C2 Monotonfa. Si g= (N,{X;}ien, {ti}ien) € GV y
g = (N, {Xi}ien, {t} }ien) € GV

son dos juegos en forma estratégica y el jugador ¢ € N es tal que
u; = uj, entonces ¢(g)(i) = ¢(g') (7).

Las propiedades de irrelevancia de estrategias dominadas y de irrelevan-
cia de estrategias fuertemente dominadas significan que la situacién de un
jugador en el juego en forma caracteristica no cambia si en el juego en forma
estratégica pierde la posibilidad de usar una estrategia dominada o fuerte-
mente dominada, respectivamente. Las propiedades de irrelevancia de es-
trategias dominadas y de irrelevancia de estrategias fuertemente dominadas
se derivan de las propiedades de dominancia en filas y dominancia débil en
filas, respectivamente. Consecuentemente, la irrelevancia de estrategias do-
minadas implica la irrelevancia de estrategias fuertemente dominadas, pero
no se verifica el reciproco.

C3 Irrelevancia de estrategias dominadas. En el juego ¢ € GV, una
estrategia x; € X; del jugador ¢ estd dominada si existe una combi-
nacién convexa y de otras estrategias del jugador 7, con la propiedad
de que

wi (Y, Ta\;) > Ui (25, Tag)
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para todo zy; € X N\i.4 Para todos g € GV e i € N, si la estrategia
z; € X; estd dominada, entonces ¢(g)(i) = ¢(¢')(i), donde ¢’ € GV es
el juego que resulta al eliminar la estrategia x; en el juego g.

C4 Irrelevancia de estrategias fuertemente dominadas. En el juego
g € GV, una estrategia z; € X; del jugador i esta fuertemente domi-
nada si existe una estrategia o € X;, o # x;, tal que

wi (), Ta) > w2, o)

para todo xn\; € Xn\;. Para todos g € GN e i € N, si la estrategia
z; € X; estd fuertemente dominada, entonces ¢(g)(i) = ¢(¢')(i), donde
g € GY es el juego que se obtiene del juego ¢ al eliminar la estrategia
ZT;.

Las propiedades de irrelevancia de amenazas dominadas y la de irrele-
vancia de amenazas débilmente dominadas se derivan de las propiedades
de dominancia en columnas y dominancia fuerte en columnas (vistas en el
Capitulo 1), pero estdan adaptadas para ser utilizadas en juegos en los que
intervienen mds de dos jugadores. Estas propiedades establecen que el be-
neficio de un jugador ¢ en el juego en forma caracteristica asociado no se
ve afectado si otro jugador j se ve privado de utilizar una estrategia cuya
eliminacién no cambia el peor escenario posible del jugador ¢. La irrelevancia
de amenazas débilmente dominadas es la propiedad més fuerte de las dos, ya
que toda amenaza que estd dominada estd también débilmente dominada.

C5 Irrelevancia de amenazas dominadas. En el juego ¢ € GV, una
estrategia z; € X; del jugador j es un amenaza dominada para el
jugador i # j si existe una combinacién convexa y de otras estrategias
del jugador j, con la propiedad

u;i(y, xN\j) < Uz’(% CCN\j)

para todo zn\; € Xn\;. Para todo g € GV y para cualquier par de
jugadores ¢,7 € N, i # j, si la estrategia z; € X, es una amenaza
dominada para el jugador i, entonces se tiene que ¢(g)(i) = ¢(¢')(7),
donde ¢ € G es el juego que se obtiene del juego g al eliminar la
estrategia ;.

Yui(y, enve) = Yogex, Y(@)ui(@i, xng), donde y = Yo o y(#:)%;. Nétese que
y(x;) = 0, y(&;) > 0, para todo &; € X; y Z@exi y(Z;) = 1. Obsérvese que y es simple-
mente una estrategia mixta del jugador i.
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C6 Irrelevancia de amenazas débilmente dominadas. En el juego g €
GV, una estrategia z; € X; del jugador j es una amenaza débilmente
dominada para el jugador i # j si para cada xy\; € Xpn; existe una
estrategia x; € Xj, x; # x;, tal que

ui (2, o 5) < wilzg, o ).
Para todo g € GV y para cualquier par de jugadores i,j € N, i # j,
si la estrategia z; € X, es una amenaza débilmente dominada para el

jugador 4, entonces se tiene que ¢(g)(i) = ¢(¢')(i), donde ¢’ € GV es el
juego que se obtiene del juego g al eliminar la estrategia x;.

Las propiedades irrelevancia de amenazas dominadas e irrelevancia de
estrategias dominadas, sélo tienen sentido en un contexto en el que es razon-
able asumir que los jugadores pueden utilizar estrategias mixtas, mientras
que las propiedades de irrelevancia de amenazas débilmente dominadas y
de irrelevancia de estrategias fuertemente dominadas son m&s adecuadas en
situaciones en las cuales los jugadores sélo utilizan estrategias puras.

Para caracterizar los procedimientos en los que se centra este capitulo
se necesita otra propiedad adicional que no tiene ninguna equivalencia en el
contexto axiomédtico que describe a las funciones valor y valor inferior. Para
empezar, se anadird alguna notacién adicional para describir tal propiedad.
Sea el juego

9= (N {X}ien, {uitien) € GV
y sea la coalicion S C N, S # (). Con el fin de estudiar las oportunidades
de los miembros de la coalicién S como un grupo, se introduce un nuevo
jugador, denominado p(.S), cuyo conjunto de estrategias es

Xp(g) = XS
y su funcién de pago viene dada por ups) : [] jens)ulpsyy X — R definida
como
Up(s) (L3\$» Tp(s)) = us(Ta\s, Ts)

para todo s € Xn\g y todo x5y = x5 € Xps) = Xg. Se denota N(5) :=
(N\ S)U{p(S)}. El juego® g(S) € GN) se define como

9(S) = (N(S), {Xi}ieN(S)7 {ui}ieN(S))-

®Noétese la diferencia de este juego con el juego

gs = ({S, N\ S} {Xs, Xns ) {us, —us}),
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3.3. Caracterizaciones del procedimiento de Von Neumann y Morgenstern
y de su modificacion.

La propiedad de invarianza ante fusiones establece que el beneficio de una
coalicién S en el juego en forma estratégica original g es el mismo que el del
jugador p(S) en el juego g(S). La interpretacion de esta propiedad es que
una coalicién de jugadores no puede mejorar su beneficio al unirse y actuar
como un unico jugador. Su validez es clara si se reflexiona un poco en el
sentido de los juegos en forma caracteristica.

C7 Invarianza ante fusiones. Sea el juego en forma estratégica g =
(N, {X:}ien, {ui tien) € GV y sea la coalicién S C N, S # (. Entonces

donde g(.S) es el juego en forma estratégica que se obtiene del juego g
al considerar que la coalicién S actiia como un tnico jugador.

Las propiedades introducidas anteriormente pueden utilizarse para carac-
terizar axiomdticamente los dos procedimientos ¥y y Wy . Para no alargar
demasiado el capitulo, se incluye sélamente la desmostracién del Teorema
27. La del Teorema 26 es andloga (para reconstruirla a partir del Teorema
27 conviene tener presente la demostracion del Teorema 3).

Teorema 26 Uy es el unico procedimiento que verifica las propiedades de
objetividad individual (C1), monotonia (C2), irrelevancia de estrategias do-

minadas (C3), irrelevancia de amenazas dominadas (C5) e invarianza ante
fusiones (C7).

Teorema 27 Wy es el unico procedimiento que verifica las propiedades de
objetividad individual (C1), monotonia (C2), irrelevancia de estrategias fuerte-
mente dominadas (C4), irrelevancia de amenazas débilmente dominadas (C6)
e invarianza ante fusiones (C7).

Demostracién: Eristencia. Primero, se verd que WUy verifica las cinco
propiedades. Sea g € GV, i € N y ¢ € R tal que u;(x) = ¢, para todo

en el cual no sélo la coalicién S se vefa como un jugador, sino también la coaliciéon N \ S.
También, en el juego gg, el objetivo de los jugadores de la coalicién N\ S es mantener el
pago a S tan bajo como sea posible, mds que maximizar el suyo propio, como era el caso

de g(9).
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x € Xy. Entonces, en la matriz A; del juego g¢;, todos sus elementos son
iguales a c. El valor inferior de esta matriz es igual a c. Por tanto,

Uy (9)(i) = v,(i) = c,
lo que demuestra que Uy verifica la objetividad individual (C1).

Sean ahora g = (N, {X;}ien, {ti}ien) € GV y g’ = (N, {Xi}ien, {u}}ien) €
G" dos juegos en forma estratégica tales que u; > u’ para el jugador i € N.
Entonces, A; > A., donde A; denota a la matriz del juego g; y A} denota a
la matriz del juego g.. De la propiedad de monotonia que satisface la funcién
valor inferior se sigue que

Wy (9)(i) = y(i) = vy (i) = Ty (g)().
Esto demuestra que ¥y verifica monotonia (C2).

Para ver que Uy verifica la propiedad de irrelevancia de estrategias fuerte-
mente dominadas (C4), nétese que si la estrategia x; del jugador i estd
fuertemente dominada en el juego ¢ € GY, entonces se corresponde con
una fila fuertemente dominada de la matriz A; del juego g;. Por tanto, por la
propiedad de dominancia débil en filas que verifica la funcién valor inferior,
se tiene que

Wy (9)(7) = 1, (1) = 1, (1) = (") (0,
donde ¢’ € GV es el juego que se obtiene de g al eliminar la estrategia z;.

Para demostrar que Uy verifica la propiedad de irrelevancia de amenazas
débilmente dominadas (C6), nétese que si la estrategia x; € X; del jugador
j es una amenaza débilmente dominada para el jugador ¢ # j en el juego g €
G, entonces para todo Mij € XN, la combinacién estratégica (x;, Ty ;)
se corresponde con una columna débilmente dominada en la matriz A; del
juego g;. Por tanto, teniendo en cuenta que la funcién valor inferior verifica
la propiedad de dominancia fuerte en columnas y aplicando tal propiedad
repetidamente, se puede eliminar la estrategia (columna) (z;,zn\;;) para
cada wn\;; € Xn\ij, sin cambiar el valor inferior. La matriz que queda es
la que se corresponde con el juego ¢’ € GV obtenido a partir del juego g al
eliminar la estrategia x;. Para este juego, se tiene que

Wy (9)(i) = y(i) = vy (i) = Py (g)().

Se deduce facilmente que Wy verifica la propiedad de invarianza ante
fusiones (C7) teniendo en cuenta que la matriz Ag del juego en forma es-
tratégica gg que se deriva de g y la matriz A, s) del juego en forma estratégica
9(S)p(s) que deriva de g(S) son, de hecho, la misma.
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3.3. Caracterizaciones del procedimiento de Von Neumann y Morgenstern
y de su modificacion.

Unicidad. Se procede a continuacién a demostrar que cualquier procedi-
miento que verifique las cinco propiedades mencionadas debe coincidir con
Uy. Sea ¢ : G — TU un procedimiento que verifica objetividad individual
(C1), monotonia (C2), irrelevancia de estrategias fuertemente dominadas
(C4), irrelevancia de amenazas débilmente dominadas (C6) e invarianza
ante fusiones (C7). Sea g = (N,{X;}ien, {ti}tien) € G un juego en for-
ma estratégica finito y S C IV una coalicién no vacia. Si S = N, entonces las
propiedades de objetividad individual (C1), irrelevancia de estrategias fuerte-
mente dominadas (C4) e invarianza ante fusiones (C7) implican claramente
que

P(g)(N) =1,(N) = ¥y (g9)(N).

Supdngase ahora que S # N. Se demostrard que

¢(9)(5) = 1,(5) = Wy (g)(9).

La demostracién se divide en dos partes.

| Parte L Primero, se demuestra que ¢(g)(S) > ¥y (9)(S). |

Considérese el juego g(S) = (N(S), {Xi}ien(s), {ti}ien(s)), €l cual se ob-
tiene del juego g al considerar que la coalicién S actiia como un tnico jugador
p(S). Como ¢ verifica invarianza ante fusiones (C7), se tiene que

?(9)(S) = o(g(9))(p(9)). (3.1)

De la definicién de ¢(S) se sabe que la matriz Ag del juego en forma
estratégica gs que deriva de g y la matriz A,s) del juego en forma estratégica
9(S)p(s) que deriva de g(S) son la misma. De esto, se puede concluir que

v,(S) = V(As) = V(Aps)) = vy05)(p(S5))-

Sea T = (Z;)ien € |[;cy Xi una estrategia tal que el valor inferior de Ag se
obtiene de la fila correspondiente a la estrategia zg de la coalicién S y de la
columna correspondiente a la estrategia s de la coalicién N\ S. Entonces
el valor inferior de A, ) se obtiene de la fila correspondiente a la estrategia
Tps) = Ts € Xpg) del jugador p(S) y de la columna que corresponde a la
estrategia Ty\s de la coalicion N\ S.

Sea ¢g; el juego que se obtiene del juego g(S) al acotar superiormente la
utilidad del jugador p(S) por la cantidad v,(S), es decir,

g1 = (N(S), {Xi}ien(s), {wiiems, ts));
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donde
U5y (T3\s5 Tp(s)) = min{us (T s, Ts),24(5)}

para todo zy\g € Xas y todo x5y = 25 € X5 = X,(5). Como ¢ verifica la
propiedad de monotonia (C2), se tiene que

¢(g(9)(p(5)) = ¢(91)(p(5))- (3.2)

Nétese que

v (S)=wv S)) = max min u Tp(s), T

1y(5) = 1y (P(S)) = | mdx  min s (Tps), 2is)
se obtiene en (Z(s), Tn\s)- Por tanto, min, u ce x5 Up(s)(Tp(s), Tans) = v, (S)
Y Up(s)(Tp(s); Tans) = 1,(S) para todo zy\s € Xn\s. Asf,

() (To(s), Ta\5) = () (3.3)

para todo zas € Xn\g. Ademds, se tiene u;(s)<l'p(5),$]v\5) < v,(S5) para
todo zns € Xn\s y todo x5y € X,s). Por tanto, cada estrategia x,s) €
Xp(8)> Tp(s) 7 Tp(s), estd dominada fuertemente por la estrategia Z,sy. Como
¢ verifica la propiedad de irrelevancia de estrategias fuertemente dominadas
(C4), se pueden eliminar todas las estrategias fuertemente dominadas del
jugador p(.S) sin alterar el beneficio de p(.S) en la imagen del juego bajo ¢.
Por tanto,

¢(91)(p(5)) = ¢(92)(p(5)), (3.4)

donde g, es el juego que se obtiene de g; al eliminar todas las estrategias del
jugador p(S) excepto la estrategia Zs).

En el juego go, para cada jugador j # p(S) cada estrategia z; € X \ z;
es una amenaza débilmente dominada para el jugador p(S), ya que

/ - - _ ’ / - 6
Up(s)(Tp(s), TN\s) Lo tas) (Zp(s): TM\S)-

Como ¢ verifica la propiedad de irrelevancia de amenazas débilmente domi-
nadas (C6), se pueden eliminar todos las amenazas débilmente dominadas
para el jugador p(S) sin alterar el beneficio de p(S) en la imagen del juego
bajo ¢. Por tanto,

¢(92)(p(5)) = ¢(gs)(p(5)), (3.5)

6De hecho, ’UJ;(S) (jp(s)ajN\S) = ’UJ;(S) (fp(g),mN\S) = Qg(S) para todo TN\S € XN\S-
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donde g3 es el juego que se obtiene de g, al eliminar todas las estrategias
z; € X; \ Z; para cada jugador j € N\ S.

En el juego g3 cada jugador j posee exactamente una estrategia, ;. Asi,
se puede utilizar para este juego la propiedad de objetividad individual (C1)
de ¢ para concluir que

$(93)(p(5)) = p)(2)- (3.6)
Reuniendo las igualdades (3.1), (3.2), (3.4), (3.5), (3.6) y (3.3), se ha
demostrado que
o(9)(S) = ¢(9(9))(p(S)) = ¢(g1)(p(5)) = d(g2)(p(S))
= ¢(g3)(p(5)) = () = 1y (S) = Yy (9)(5).

| Parte II. A continuacién, se demuestra que ¢(g)(S) < Uy (g)(S). |

Considérese de nuevo el juego ¢g(S) = (N(S), { X }ien(s), {witien(s)) que
se obtiene de g al considerar que la coalicién S es un unico jugador p(S). Ya
se b comentado que 6(9(5))(p()) = 0(9)(S) ¥ aue 1,5 (2(S)) = 1,(5).

Se definird un nuevo juego g, anadiendo una estrategia =} ¢ X, para
cada jugador i € N\ S. Las estrategias ] son introducidas como amenazas
adicionales para el jugador p(S). Se anaden esas estrategias una a una. Se
supone, sin pérdida de generalidad, que N\ S = {1,2,...,k}, donde k denota
el nimero de jugadores en N \ S.

Primero se define el juego ¢7, al anadir la estrategia =7 para el jugador
1. El pago para el jugador p(S) en el juego g7 es igual que en el juego g(5)
cuando el jugador 1 juega cualquier estrategia x; € X;. Cuando el jugador 1
juega la estrategia z7, entonces el pago para el jugador p(S) se define de la
siguiente forma:

Upis) (Tp(s), 21, (Ti)ieg2,3,... k}):mllrg)r(ll{up(S)(xp(S)axla(xz‘)ie{2,3 ..... )T

donde x; € Xj, para todo i € {2,3,...,k, ¥ pis) € Xps). En el juego
g7, la estrategia x] es una amenaza débilmente dominada para el jugador
p(S). Como ¢ verifica la propiedad de irrelevancia de amenazas débilmente
dominadas (C6), se puede eliminar esta amenaza débilmente dominada para
el jugador p(S) en gf sin que cambie el beneficio del jugador p(S) en la
imagen del juego bajo ¢. Esto demuestra que

?(g1)(p(S)) = ¢(9(S))(p(S)).
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Sea ahora 2 < j < k y supdngase que se ha anadido una estrategia x}
para cada jugador ¢ = 1,2,...7 — 1 y se han definido los correspondientes
juegos g con funciones de pago u;( ) bara el jugador p(S) de forma que en
cada juego g; la estrategia x! es una amenaza débilmente dominada para
el jugador p(S) y &(g;)(p(5)) = &(g(5))(p(S)). Para obtener el juego g7,
se anade una estrategia z; para el jugador j y se define la funcién de pago
para el jugador p(S) como en el juego g;j—1 cuando el jugador j juega una
estrategia r; € X, y cuando el jugador j juega la estrategia z; el pago es

U;(S) (%(S), (yz')z‘e{l,...,j—l}, x;f, (xi)ie{j—f—l,...,k}) =

xnél)? {U (fﬁp( ) (Ui)ie (1,1} T (Ti)icfjrt, k)

donde y; € X; U {zf} para todo i € {1,...,j — 1}, z; € X, para todo i €
{J+1,.. .k} y zps) € Xps)- En el juego g;, la estrategia 7 es una amenaza
débilmente dominada para el jugador p(.S). Como ¢ verifica la propiedad de
irrelevancia de amenazas débilmente dominadas (C6), se puede eliminar esta
amenaza débilmente dominada para el jugador p(S) en g; sin que cambie el
beneficio del jugador p(S) en la imagen del juego bajo ¢. Esto demuestra que

o(9;7)(p(S)) = ¢(g;_1)((S)) = ¢(9(S5))(p(S)).

El juego g4 es el juego g; que emerge del procedimiento que se acaba
de describir, después de que la estrategia = haya sido anadida para cada
jugador i € N\ S. La funcién de pago para el jugador p(S) en el juego g4 se
denota por u;( 5) = u’;( ) Se tiene que

d(94)(p(S)) = #(9(5))(p(S)). (3.7)

Noétese que

Up(s)(Tp(s): (T] )iens) =

ul;(S)(xp(S)v (27)iens) = xn'él}(l {U s)(%( )5 (%] )ief1, k13 k) } =

mi[él)f(lk " rlrg)r(lk 1{u (xp(s) (7 )ic{1,k—2}> The1, Th) } =

o= min ) (@ps), Tas) < Yy (P(S)) (3.8)

TN\SEXN\s

para todo x5y € X)(s). Se utilizars esto después.
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Sea g5 el juego que se obtiene del juego g4 al acotar inferiormente la
utilidad del jugador p(S) por la cantidad v,(S). Es decir, la funcién de pago
del jugador p(5) es

Ups) (Tp(s), Yn\s) = Max{ w5 (Tp(s), Yns), 2y (S) }

para todo x,s) € Xp(s) ¥y todo yms € HieN\S X,; U{zf}. Como ¢ verifica la
propiedad de monotonia (C2), se tiene que

¢(95)(P(S)) = (9a) (p(.5))- (3.9)

Véase que el juego g5 ha sido construido de manera que

Up(s) (Tp(s): T3 YN\(sLi) = T W) (p(s), Ty Y\ (s0i))
para todo i € N\S, todo x5y € Xy(s) ¥y todo ym(sui) € [1jen suiy XiU{zj}
Por tanto, cada estrategia x; € X; es una amenaza débilmente dominada
para el jugador p(S) para cada jugador ¢ # p(S). Como ¢ verifica la propiedad
de irrelevancia de amenazas débilmente dominadas (C6), se pueden eliminar
todas las amenazas débilmente dominadas para el jugador p(.S) sin que cam-
bie el beneficio del jugador p(S) en la imagen del juego bajo ¢. Por tanto,

¢(95)(p(5)) = ¢(g6)(p(5)), (3.10)

donde gg es el juego que se obtiene de g5 al eliminar todas las estrategias
x; € X; para cada jugador i € N \ S.

En el juego g¢ todos los jugadores i # p(S) tienen una unica estrategia,
la estrategia x, y como en (3.8) se vio que

U5y (Tp(s), (77)ien\s) < W05 (P(S)) = 1, (),
entonces

U5y (Tp(s), (77 )iens) = max{w, sy (Tp(s), (77 )iens), 1, (S) } = 1,(5)

para cada x,5) € Xp(s). Asi, se satisfacen las condiciones que requiere la
propiedad de objetividad individual (C1) y se puede concluir que

¢(96)(p(S)) = 1y(95). (3.11)
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Reuniendo las igualdades (3.1), (3.7), (3.9), (3.10) y (3.11), se puede ver
que

?(9)(S) = ¢(9(9))((S)) = ¢(g4)(p(5))
< B(g5)(p(9)) = (g6)(p(5)) = v, (S) = Yy (g)(S5).

Esto concluye la demostracién del teorema. [

~—

Ya se ha resaltado que la propiedad de irrelevancia de estrategias do-
minadas implica la irrelevancia de estrategias fuertemente dominadas y que
la irrelevancia de amenazas débilmente dominadas implica la irrelevancia
de amenazas dominadas. Por tanto, los Teoremas 26 y 27 permiten con-
cluir que ¥y, no verifica la propiedad de irrelevancia de amenazas débilmente
dominadas y que ¥y no verifica la propiedad de irrelevancia de estrategias
dominadas.

En el Capitulo 1 se vio que la monotonia se podia reemplazar por las
propiedades de eliminacién de filas y de eliminacién de columnas en las ca-
racterizaciones de la funcién valor y de la funcién valor inferior (véanse los
Teoremas 4 y 9). De manera andloga, se puede reemplazar la propiedad de
monotonia en los Teoremas 26 y 27 por las propiedades siguientes, que estdn
inspiradas en la eliminacién de filas y la eliminacién de columnas, respecti-
vamente.

C8 Eliminacién de estrategias propias. Para todo juego en forma es-
tratégica g € GV, todo jugador i € N y toda estrategia z; € X;, se

tiene que

¢(9)(1) = o(g")(7),
donde ¢’ € GV es el juego que se obtiene de g al eliminar la estrategia
Z;.

C9 Eliminacién de estrategias ajenas. Para todo juego en forma es-
tratégica g € GV, cualquier par de jugadores i, € N, i # j, y toda
estrategia x; € Xj, se tiene que

d(9)(7) < o(g')(9),

donde ¢’ € GV es el juego que se obtiene de g al eliminar la estrategia
Zj.
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3.4. Conclusiones.

Teorema 28 Uy es el iunico procedimiento que verifica las propiedades de
objetividad individual (C1), irrelevancia de estrategias dominadas (C3), irre-
levancia de amenazas dominadas (C5), invarianza ante fusiones (C7), elimi-
nacion de estrategias propias (C8) y eliminacion de estrategias ajenas (C9).

Teorema 29 Uy es el unico procedimiento que verifica las propiedades de
objetividad individual (C1), irrelevancia de estrategias fuertemente domi-
nadas (C4), irrelevancia de amenazas débilmente dominadas (C6), invarian-
za ante fusiones (C7), eliminacion de estrategias propias (C8) y eliminacion
de estrategias ajenas (C9).

3.4. Conclusiones.

Se resumen a continuacién en unas tablas los cuatro resultados que se
deducen de este capitulo para el procedimiento de Von Neumann y Morgen-
stern (1944) basado en el valor(¥y ) y para el nuevo procedimiento basado
en el valor inferior (Uy).

| Uy |
C1.- Objetividad individual

C2.- Monotonia

C3.- Irrelevancia de estrategias dominadas
C5.- Irrelevancia de amenazas dominadas
C7.- Invarianza ante fusiones

C1.- Objetividad individual

C8.- Eliminacién de estrategias propias
C9.- Eliminacién de estrategias ajenas
C3.- Irrelevancia de estrategias dominadas
C5.- Irrelevancia de amenazas dominadas
C7.- Invarianza ante fusiones
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| Yy |
C1.- Objetividad individual

C2.- Monotonia

C4.- Irrelevancia de estrategias fuertemente dominadas
C6.- Irrelevancia de amenazas débilmente dominadas
C7.- Invarianza ante fusiones

C1.- Objetividad individual

C8.- Eliminacién de estrategias propias

C9.- Eliminacion de estrategias ajenas

C4.- Irrelevancia de estrategias fuertemente dominadas
C6.- Irrelevancia de amenazas débilmente dominadas
C7.- Invarianza ante fusiones

Como lineas de trabajo futuras se pueden enumerar las siguientes:

= Buscar una caracterizacién del procedimiento de Von Neumann y Mor-
genstern basada en el trabajo de Norde y Voorneveld (2004) en el que
aportan caracterizaciones axiomaticas del valor para juegos matriciales.

» Tratar de caracterizar otros procedimientos distintos (por ejemplo, los
propuestos en Bergantifios y Garcfa-Jurado (1995)).

» Caracterizar procedimientos que asocien juegos sin utilidad transferible
(NTU) a juegos en forma estratégica.
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Capitulo 4

El valor de Shapley en juegos
en forma estratégica en los que
los jugadores cooperan.

En este capitulo se consideran funciones de valoracién. Una funcién de
valoracién asocia a cada coalicién no vacia de jugadores en un juego en forma
estratégica un vector de pagos para los miembros de la coalicién. Tal vector
de pagos da la valoracién para cada uno de tales jugadores de cooperar en
esa coalicién. El objetivo de este capitulo es proponer y caracterizar algunas
funciones de valoracion.

Para ello, se aplicara el valor de Shapley (Shapley (1953)) a juegos en for-
ma caracteristica que se obtienen haciendo uso de los procedimientos basados
en el valor y en el valor inferior descritos en el capitulo anterior. Parte de
este capitulo estd incluido en Carpente y otros (2004).

La estructura de este capitulo es la siguiente. En la primera seccion, se
recuerda la definicién de valor de Shapley para un juego en forma caracterfs-
tica. En la segunda, se introducen las propiedades y se obtienen las carac-
terizaciones axiomadticas correspondientes. Finalmente, se anade un pequeno
apartado de conclusiones en el que se resume lo més relevante del capitulo y
se enumeran posibles lineas para trabajos futuros.
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Capitulo 4. El valor de Shapley en juegos en forma estratégica en los que
los jugadores cooperan.

4.1. Introduccién al valor de Shapley de un
juego en forma caracteristica.

El valor de Shapley ¢ es una aplicacién que asigna a cada juego v € TUN
el vector ¢(N,v) € RY dado por:

—1)! — |
oV = ¥ =T i - wrvan)
TCNieT

para todo ¢ € N.

El valor de Shapley, introducido en Shapley (1953), es probablemente el
concepto de solucién mds importante de la teorfa de juegos cooperativos y
ha generado una amplia literatura. Pueden encontrarse panoramicas recientes
del valor de Shapley en Winter (2002).

Existen numerosas caracterizaciones del valor de Shapley. Una de ellas
estd basada en la propiedad de contribuciones equilibradas y fue introducida
en Myerson (1980), en donde se propone el siguiente resultado:

Teorema 30 (Myerson (1980)) FEl valor de Shapley es la unica aplicacion
¢ que asigna a cada v € TUN (con N finito) un vector ¢(N,v) € RN que
cumple las propiedades de:

1. Eficiencia. > ¢,(N,v)=v(N) para todo v € TUN .
ien

2. Contribuciones equilibradas. Para cada dos jugadoresi,j € N, i #
J, se tiene que

¢i(N,v) = ¢;(N\{j},v—;) = ¢;(N,v) = ¢;(N\{i},vs),

donde v_y, es la restriccion de v al conjunto N\{k} (para todo k € N ).

4.2. Caracterizaciones del valor de Shapley
en juegos en forma estratégica en los que
los jugadores cooperan.

En este capitulo se va a tratar con funciones de valoraciéon. Antes de nada
se van a introducir formalmente. Como se verd, una funcién de valoracion
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4.2. Caracterizaciones del valor de Shapley en juegos en forma estratégica
en los que los jugadores cooperan.

es, de algiin modo, una generalizacién de la funcién de evaluacién que se
introdujo en el Capitulo 1.

Definiciéon 31 Una funcion de valoracion es una aplicacion ¢ que asocia a
cada juego g € GV y a cada coalicion no vacia S C N un vector de pagos
©(S,g) € R®. Para todo g€ GN, S C N ei € S, lai-ésima componente de
©(S,9), v;(S,q), refleja la valoracion que hace el jugador i de la cooperacion
en la coalicion S en el juego g.

Se consideran las siguientes propiedades para una funcién de valoracién.
La mayor parte de estas propiedades estdn inspiradas en propiedades andalo-
gas introducidas en capitulos anteriores.

D1 Objetividad individual. Para todo juego ¢ € GV y todo jugador
i € N, sise tiene que u;(z) = ¢ (¢ € R) para toda combinacién de
estrategias x € Xy, entonces

vi({i}, 9) = c.

La propiedad de objetividad individual establece que si un jugador obtiene
el mismo pago para cualquier posible combinacion de estrategias en el juego,
entonces la valoracién para ese jugador al formar él mismo una coalicién debe
ser igual a esa cantidad.

D2 Monotonia. Dados dos juegos en forma estratégica ¢y ¢ € GV, con

9= (N, {Xi}ien{ti}ien) v 9' = (N, {Xi}ien, {t}ien), y un jugador
i € N tales que u;(x) > u}(z) para todo x € Xy, entonces se tiene que

(pi({i}ﬂ g) 2 (Pi({i}> gl)'

La propiedad de monotonfa indica que la valoraciéon de un jugador al for-
mar ¢l mismo una coalicién no decrece si su pago en el correspondiente juego
en forma estratégica permanece igual o aumenta para cualquier combinacién
posible de estrategias.
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Capitulo 4. El valor de Shapley en juegos en forma estratégica en los que
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D3 Irrelevancia de estrategias fuertemente dominadas. Dado el juego
g € GY, una estrategia x; € X; del jugador i € N estd fuertemente
dominada si existe una estrategia ) € X;, x} # z;, tal que

wi (25, Ta) > w2, o)

para todo zx\; € Xy\;. Para todo juego g € GV y todo jugador i € N,
si la estrategia x; € X, esta fuertemente dominada, entonces se tiene
que ¢;({i},9) = p;({i}, '), donde ¢ € GV es el juego que se obtiene
de g al eliminar la estrategia z;.

La propiedad de irrelevancia de estrategias fuertemente dominadas es-
tablece que la valoracién de un jugador que forma por s mismo una coalicién
no cambia si en el juego en forma estratégica pierde la posibilidad de utilizar
una estrategia que es peor o igual para él que otra de sus estrategias, sin tener
en cuenta las estrategias que escojan los otros jugadores. Para comprender la
relevancia de esta propiedad (al igual que la de la siguiente propiedad) cabe
resaltar que la valoracién para un jugador que forma él mismo una coalicién
se interpreta como el pago que ese jugador puede garantizarse por si mismo
independientemente de las estrategias que utilicen los otros jugadores.

D4 Irrelevancia de amenazas débilmente dominadas. Dado el juego
g € GV, una estrategia r; € X; del jugador j € N es una amenaza
débilmente dominada para el jugador i € N, i # j si para cada xy\; €
Xn\; existe una estrategia @, € Xj, ; # x;, tal que

ui (25, ) < wil@, o)

Para todo juego ¢ € GV y cualquier par de jugadores i,j € N, i # j,
si la estrategia z; € X, es una amenaza débilmente dominada para el
jugador 7, entonces se tiene que o;({i},g) = ©;({i},¢'), donde ¢’ € GV
es el juego que se obtiene de g al eliminar la estrategia x;.

La propiedad de irrelevancia de amenazas débilmente dominadas indica
que la valoracién que hace un jugador ¢ al formar él mismo una coalicién no
se ve afectada si a otro jugador j se le prohibe utilizar una estrategia cuya
eliminacion no cambia el peor escenario posible para el jugador .
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4.2. Caracterizaciones del valor de Shapley en juegos en forma estratégica
en los que los jugadores cooperan.

Para formular la siguiente propiedad se recuerda alguna notaciéon emplea-
da en el anterior capitulo. Sean g = (N, {X;}ien, {ti}ien) € G¥ y S C N,
S # (). Supongamos que los miembros de una coalicién S deciden unirse y
actuar como un tnico jugador. Con el fin de estudiar las oportunidades de S,
se introduce un nuevo jugador i(S) con conjunto de estrategias X;(g) := Xg
y funcién de utilidad usy : jev\syugics)3X; — R definida de la siguiente
forma:

ui(s) (TN, Tis)) = us(Tms; Ts)

para todo xx\s € Xng y todo x5y = 5 € Xg = Xj(s). Denotamos por
N(S) := (N\S) U {i(9)}. El juego en forma estratégica g(S) € GN) se
define como

9(S) = (N(9),{Xitien(s), {wi tiens))-

D5 Invarianza ante fusiones. Para todo juego g € GV y toda coalicién
no vacia S C N, se tiene que

Y ¢i(S.9) = wis) ({i(5)}, 9(5)).

€S

La propiedad de invarianza ante fusiones establece que la suma de las
valoraciones de los jugadores de S si se forma tal coalicién en el juego g es la
misma que la valoracién del jugador i(.S) formando una coalicién por si mismo
en el juego ¢(5)'. La interpretacién de esta propiedad es que una coalicién de
jugadores no cambia su valoracién conjunta fusiondndose y actuando como
un unico jugador. Tal requerimiento parece completamente natural en el
contexto en el que se esté.

El principio de reciprocidad entre jugadores se utiliza frecuentemente en
la literatura sobre el valor de Shapley y otros conceptos de solucién para jue-
gos en forma caracteristica. Aqui se utilizan las contribuciones equilibradas,
introducidas por Myerson (1980). El principio de contribuciones equilibradas
establece que para cualesquiera dos jugadores las ganancias o pérdidas que
uno inflige al otro al abandonar el juego son iguales. Myerson utilizé este
principio para extender el valor de Shapley a un contexto de juegos en forma
coalicional sin utilidad transferible con estructuras de conferencias.

'La definicién del juego g(S) fue introducida en la seccién 3.3.
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Capitulo 4. El valor de Shapley en juegos en forma estratégica en los que
los jugadores cooperan.

Se tiene la intencién de aplicar el principio de contribuciones equilibradas
a funciones de valoracién. En este contexto, en vez de considerar que los
jugadores abandonan el juego, se considera que dejan la coalicién de jugadores
cooperadores. El principio, teniendo en cuenta los matices comentados, se
formularfa asf.

D6 Contribuciones equilibradas. Para todo juego ¢ € GV y toda coali-
cién no vacia S C N, y cualquier par de jugadores i,j € S, se tiene
que

©i(S,9) — 0:(S\{7}, 9) = ¢;(S, 9) — ¢;(S\{i},9).

Como ya se comentd, en los juegos en forma caracteristica la propiedad
de contribuciones equilibradas estd profundamente conectada con el valor de
Shapley. Esto sigue siendo cierto en el contexto de las funciones de valoracién
tal como se vera en los principales resultados de este capitulo.

A continuacién se introducen dos funciones de valoracién basadas en el
valor de Shapley: ¢y y ¢y

= La funcion de valoracion ¢, asigna a cada juego en forma estratégica
g € G y a cada coalicién no vacia S C N el valor de Shapley del
juego en forma caracterfstica (S,v,), que es la restriccién de (N, v,) al
subconjunto S C N. Por lo tanto:

Opis.g) = 3 WZDUSIZITON G oy )

|
TCS,ieT l S‘ ’

para todo i € S.

» Andlogamene, la funcion de valoracion ¢, asigna a cada juego en
forma estratégica g € G y a cada coalicién no vacia S C N el valor de
Shapley del juego en forma caracteristica (S, v,), que es la restriccién
de (N, v,) al subconjunto S C N. Por lo tanto:

Gis.g) = 3 WLZDUSIZ T oy o i)

|
TCS,ieT ‘S|
para todo i € S.
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4.2. Caracterizaciones del valor de Shapley en juegos en forma estratégica
en los que los jugadores cooperan.

A la vista de los capitulos anteriores, el lector habrda podido imaginar
que las propiedades introducidas hasta el momento (D1, D2, D3, D4, D5
y D6) servirdn para caracterizar ¢, . Para caracterizar ¢,, se deberdn
introducir dos propiedades nuevas en sustitucién de D3 y D4. Se empezard
por la caracterizacién de ¢y .

Teorema 32 ¢y, es la inica funcion de valoracion que cumple objetividad in-
dividual (D1), monotonia (D2), irrelevancia de estrategias fuertemente domi-
nadas (D3), irrelevancia de amenazas débilmente dominadas (D4), invarian-
za ante fusiones (D5) y contribuciones equilibradas (DG6).

Demostracion: FEzistencia.
Para comprobar que ¢, verifica objetividad individual (D1),sean g € GV,
i € Ny céeR tales que u;(x) = ¢ para todo x € Xy. Entonces

(ov)i{i}, 9) = oi({i}, v,) = v,({i}) = ¢,

donde la primera igualdad simplemente utiliza la definicién de funcién de
valoracién de Shapley, la segunda se sigue de la eficiencia del valor de Shapley
y la tercera se deduce de la objetividad individual del procedimiento del valor
inferior.

Para demostrar que ¢, verifica monotonia (D2), sean

9= (N {X}ien, {uitien) € GV,
g = (N AXi}ien, {uitien) € GV
ei € N tales que u;(x) > u}(z) para todo z € X . Entonces se tiene que
(Ov)i{i},9) = ei{i},n,) = v,({1}) = v, ({i})
= o:({i}ny) = (0v)il{i}, 9),

donde la desigualdad se deduce de la propiedad de monotonia que verifica el
procedimiento del valor inferior.

Para comprobar que ¢, verifica irrelevancia de estrategias fuertemente
dominadas (D3) se usa que la equivalente a esta propiedad para el procedi-
miento del valor inferior implica que

v,({i}) = v, ({7})
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para cualesquiera juegos en forma estratégica g, ¢ € G donde el juego ¢ se
obtiene a partir del juego ¢ al eliminar una estrategia fuertemente dominada
x; € X; del jugador 7 € N. La propiedad de urrelevancia de amenazas débil-
mente dominadas (D4) de ¢, se demuestra de una manera similar teniendo
en cuenta la propiedad equivalente del procedimiento del valor inferior.

Para comprobar que ¢y verifica invarianza ante fusiones (D5), sea g €
GNy S C N, S +#(. Entonces

D (@)i(S9) = > 6ilS,n,) =1,(S)

€S €S
= Vy5)(1(9)) = (dp)ics)({i(9)}, 9(5)),

donde la segunda igualdad utiliza la eficiencia del valor de Shapley y la
tercera se sigue de la propiedad de invarianza ante fusiones que verifica el
procedimiento del valor inferior.

Se comprobard a continuacién la propiedad de contribuciones equilibradas
(D6). Sean g € GV, S C N, S # @, ei,j € S. Entonces

(@v)i(S,9) — (ov)i(S\{j} 9) = @i(S,1y) — :i(S\{J} )
= ¢;(5,vy) — ¢;(S\{i}, z,)
= (o1);(5,9) — (o);(S\{i}, 9)-
La segunda igualdad es consecuencia de que el valor de Shapley cumple la
propiedad de contribuciones equilibradas.
Unicidad. Como primer paso para la demostracién de la unicidad, se

demostrara que si una funcién de valoracién ¢ satisface las seis propiedades
que estdn en el enunciado del teorema, si g € G y S C N, entonces

ZSOZ(S7 g) - QQ(S)v
i€s
donde v, es el juego en forma caracteristica asociado al juego en forma es-

tratégica g tal y como se definié en el capitulo anterior. Para hacer eso, se
define una funcién ¥ : G — TU de tal forma quesi g € G¥ y S C N,

T(g)(S) =) ¢,(S.9).
ieS
Noétese que ¥ puede interpretarse como un procedimiento que asocia un juego
en forma caracteristica a cada juego en forma estratégica finito.
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Se puede comprobar facilmente que ¥ verifica las cinco propiedades que
caracterizan el procedimiento del valor inferior ¥y, debido a que ¢ verifi-
ca objetividad individual (D1), monotonia (D2), irrelevancia de estrategias
fuertemente dominadas (D3), irrelevancia de amenazas débilmente domina-
das (D4) e invarianza ante fusiones (D5) y, por tanto, el procedimiento ¥ es
exactamente Wy y entonces

Y ¢i(S.9) = V(9)(S) = Ty (9)(5) = 1,(5)
€S

para todo g € GV y para toda coalicién S C N vy, por tanto, el primer paso
de esta demostracién queda probado.

Como segundo paso, para concluir la unicidad, supéngase que ¢' y ¢? son
dos funciones de valoracién que satisfacen las seis propiedades del enunciado
del teorema; se demostrara que ¢! = ¢%. Sea g € GV y considérese S C N;
para demostrar que (S, g) = ©?(9, g) se utilizard la induccién en el tamano
de la coalicion S.

Si |S| = 1, entonces ¢'(S, g) = v,(5) = ¢*(S,g) por la primera parte de
la demostracién de la unicidad. Supéngase que la unicidad se verifica para
toda coalicion S C N con |S| =t 1 <t <mnyseaS C N con |S|=1t+1.
Sean también i, j € S, ¢ # j. Por la propiedad de contribuciones equilibradas
de ¢!, I € {1,2}, se tiene

¥5(5,9) — ¢i(S. 9) = ;(S\{i}, 9) — ¢i(S\ {7}, 9)
Entonces, haciendo uso de la hipétesis de induccion
3 (5,9) — ¢3(S,9) = ¥; (S, 9) — ¥}(5, 9),

y esta igualdad se cumple para todos i, j € S, @ # j. Teniendo en cuenta que

0,(S) = @l(S,9) =Y _ ¢S, 9)

€S €S

por la primera parte de la demostracién de la unicidad, entonces ! (S, g) =
©2(S, g) para todo i € Sy, por tanto, p! = p?. [J

¢y es la funcién de valoracién basada en el valor de Shapley mds adecuada
cuando las estrategias mixtas no pueden ser usadas por los jugadores. Pero,
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en el caso contrario, ¢y, deber ser también considerada. A continuacién se va
a proponer una caracterizacién de ¢y, para lo que se van a introducir nuevas
propiedades.

La irrelevancia de estrategias dominadas establece que, cuando se forma
la coalicién formada tnicamente por el jugador ¢ € N, su valoracién de la
situacién no cambia aunque pierda la posibilidad de usar una estrategia do-
minada en el juego en forma estratégica de partida. Nétese que la irrelevancia
de estrategias dominadas implica la irrelevancia de estrategias fuertemente
dominadas pero el reciproco no es cierto.

D7 Irrelevancia de estrategias dominadas. Para todo juego g € GV y
todo jugador i € N, si la estrategia x; € X, estd dominada, entonces
se tiene que p({i},9) = ¢({i},¢'), donde ¢’ € GV es el juego que se
obtiene a partir del juego g al eliminar la estrategia z;.

La propiedad de irrelevancia de amenazas dominadas tiene una inter-
pretacion similar a la de irrelevancia de amenazas débilmente dominadas. La
irrelevancia de amenazas débilmente dominadas es la propiedad mas fuerte de
las dos, ya que toda amenaza dominada estd también débilmente dominada.

D8 Irrelevancia de amenazas dominadas. Para todo juego g € GV y
cualquier par de jugadores i, j € N, ¢ # j, si laestrategia x; € X es una
amenaza dominada para el jugador i, entonces p({i},g) = ¢({i},¢),
donde ¢’ € G¥ es el juego que se obtiene a partir del juego g al eliminar
la estrategia x;.

Teorema 33 ¢, es la unica funcion de valoracion que cumple objetivi-
dad individual (D1), monotonia (D2), irrelevancia de estrategias dominadas
(D7), irrelevancia de amenazas dominadas (D8), invarianza ante fusiones
(D5) y contribuciones equilibradas (DG6).

La demostracién de este teorema sigue una linea similar a la demostraciéon
del teorema anterior, teniendo en cuenta que el procedimiento de Von Neu-
mann y Morgenstern para asociar un juego TU a un juego en forma estratégi-
ca satisface las propiedades de objetividad individual, monotonia, irrelevancia
de estrategias dominadas, irrelevancia de amenazas dominadas e invarianza
ante fusiones. Por ello, para evitar alargar innecesariamente este texto, no se
incluird aqui.
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Para estudiar las conexiones entre las propiedades mencionadas, de los
teoremas enunciados se puede concluir que ¢y no verifica la propiedad de
irrelevancia de amenazas débilmente dominadas y que ¢y no verifica la
propiedad de irrelevancia de estrategias dominadas. B

Finalmente, para concluir este apartado, y siendo consecuentes con los
capftulos anteriores, se pueden obtener caracterizaciones axiéomaticas alter-
nativas para estos valores. Para hacer esto, se argumenta que la irrelevancia
de estrategias fuertemente dominadas (o la irrelevancia de estrategias domi-
nadas) y la irrelevancia de amenazas débilmente dominadas (o la irrelevancia
de amenazas dominadas) establecen que la eliminacién, en cierto sentido, de
estrategias dominadas para el jugador ¢ € N, o, en cierto sentido, las ame-
nazas dominadas del jugador j € N, j # i, no tiene efecto sobre el valor del
jugador ¢, cuando se forma la coalicién que tiene a ¢ como tnico jugador. Es
razonable formular la pregunta de qué pasarfa si se elimina cualquier estrate-
gia, o cualquier amenaza, dominadas o no. Las siguientes propiedades que
se introducen tratan de responder a esta cuestion.

La propiedad de eliminacién de estrategias propias establece que el va-
lor de un jugador ¢ € N, cuando se forma la coalicién que consiste en él
como tnico jugador, no debe incrementarse cuando se elimina una de sus
estrategias, y, consecuentemente, sus posibilidades quedan més restringidas.

D9 Eliminacién de estrategias propias. Para todo juego en forma es-
tratégica g € GV, todo jugador i € N y toda estrategia z; € X;, se

tiene que
e({i}.9) = o({i}.q),

donde ¢’ € G es el juego que se obtiene a partir del juego g al eliminar
la estrategia x;.

La propiedad de eliminacién de estrategias ajenas establece que el valor
de un jugador i € N, cuando se considera que ¢l mismo forma una coalicién,
no debe decrecer cuando se elimina una estrategia del jugador j € N , con

J# 1.

D10 Eliminacién de estrategias ajenas. Para todo juego en forma es-
tratégica g € GV, cualquier par de jugadores i,j € N, i # j y todo
estrategia x; € Xj, se tiene que

e({i}, 9) < e({i}.d),

71



Capitulo 4. El valor de Shapley en juegos en forma estratégica en los que
los jugadores cooperan.

donde ¢’ € GV es el juego que se obtiene a partir del juego ¢ al eliminar
la estrategia x;.

Es facil comprobar que ¢y y ¢ cumplen estas dos propiedades y que,
mds ain, pueden obtenerse dos nuevas caracterizaciones sustituyendo D2
(monotonia) por D9 y D10.

Teorema 34 ¢, es la inica funcion de valoracion que cumple objetividad in-
dividual (D1), irrelevancia de estrategias fuertemente dominadas (D3), irre-
levancia de amenazas débilmente dominadas (D4), invarianza ante fusiones
(D5), contribuciones equilibradas (D6), eliminacion de estrategias propias
(D9) y eliminacion de estrategias ajenas (D10).

Teorema 35 ¢, es la inica funcion de valoracion que cumple objetividad
individual (D1), irrelevancia de estrategias dominadas (D7), irrelevancia de
amenazas dominadas (D8), invarianza ante fusiones (D5), contribuciones
equilibradas (DG6), eliminacion de estrategias propias (D9) y eliminacion de
estrategias ajenas (D10).

4.3. Conclusiones.

Se resumen a continuacién en unas tablas los cuatro resultados de carac-
terizacion de ¢y y ¢y, .

| by |
D1.- Objetividad individual

D2.- Monotonia

D7.- Irrelevancia de estrategias dominadas
D8.- Irrelevancia de amenazas dominadas
D5.- Invarianza ante fusiones

D6.- Contribuciones equilibradas

D1.- Objetividad individual

D9.- Eliminacién de estrategias propias
D10.- Eliminacion de estrategias ajenas
D7.- Irrelevancia de estrategias dominadas
D8.- Irrelevancia de amenazas dominadas
D5.- Invarianza ante fusiones

D6.- Contribuciones equilibradas
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4.3. Conclusiones.

| Py |
D1.- Objetividad individual

D2.- Monotonia

D3.- Irrelevancia de estrategias fuertemente dominadas
DA4.- Irrelevancia de amenazas débilmente dominadas
D5.- Invarianza ante fusiones

D6.- Contribuciones equilibradas

D1.- Objetividad individual

D9.- Eliminacién de estrategias propias

D10.- Eliminacién de estrategias ajenas

D3.- Irrelevancia de estrategias fuertemente dominadas
DA4.- Irrelevancia de amenazas débilmente dominadas
D5.- Invarianza ante fusiones

D6.- Contribuciones equilibradas

Como lineas de trabajo futuras se pueden mencionar:

» Las andlogas a las mencionadas en el Capitulo 3.

= Tratar de utilizar otras caracterizaciones existentes del valor de Shapley
para obtener nuevas caracterizaciones de estas funciones de valor.

» Estudiar y caracterizar nuevas funciones de valor basadas en otras solu-
ciones de juegos en forma caracteristica, por ejemplo, el nucleolo.
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Parte 111

Extensiones de los problemas
de bancarrota y sus
aplicaciones.
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Capitulo 5

La regla igualitaria restringida
en problemas de bancarrota
con uniones a priori.

En muchas situaciones en las que los agentes interactian, lo hacen dentro
de grupos. La teoria de juegos cooperativos estudia tales situaciones teniendo
en cuenta que cada coalicién de jugadores puede lograr ganancias por si
misma. FEstos valores de las coaliciones son consecuentemente tenidos en
cuenta a la hora de determinar una divisién justa del valor de la coalicién
total entre todos los jugadores.

A menudo, sin embargo, algunas coaliciones juegan un papel especial, ya
que surgen de forma natural de la situaciéon subyacente. Si estos grupos emer-
gentes forman una particiéon de la coalicién total, se denominan usualmente
UNTONES A PTIOTL.

Una clase interesante de problemas en los cuales el papel de las uniones
a priori ha sido escasamente estudiado es la clase de los problemas de ban-
carrota. En un problema de bancarrota, hay un capital al que se denominara
estado que debe ser dividido entre un niimero de demandantes, cuyas deman-
das totales exceden el estado disponible. Es frecuente que suceda que estos
demandantes estén divididos en uniones a priori, basadas en la naturaleza de
sus demandas. Por ejemplo, cuando una empresa sufre un proceso de ban-
carrota, los acreedores estdn normalmente agrupados de forma natural para
distinguir las demandas en base a intereses pendientes, capital o distintas
operaciones comerciales.
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Capitulo 5. La regla igualitaria restringida en problemas de bancarrota con
uniones a priori.

El principal objetivo que se muestra a lo largo de la literatura referida
a bancarrota es encontrar reglas que asignen a cada situacién de bancarrota
un reparto del estado, satisfaciendo una serie de propiedades prefijadas. Esta
rama de la teorfa de juegos fue iniciada por O “Neill (1982) y ha ganado en
popularidad durante los 1ltimos anos. Una recopilacion reciente de este tema
puede encontrarse en Thomson (2003).

Una forma natural de analizar la clase de situaciones de bancarrota con
uniones a priori es extender algunas de las reglas conocidas para problemas de
bancarrota estdndar a este nuevo contexto. Por ejemplo, en Casas-Méndez
y otros (2003) se extiende la regla proporcional ajustada considerando un
procedimiento en dos etapas en el cual se divide primero el estado existente
entre las uniones y después se reparte de manera consecuente lo que cada
unioén recibe entre sus miembros.

En este capitulo, se presenta una extensién de la regla igualitaria res-
tringida (CEA). Esta extensién involucra un procedimiento en dos etapas
similar al presentado en Casas-Méndez y otros (2003). Esta extension de la
regla C F'A se relaciona con la solucién de un juego cooperativo con utilidad
transferible descrito basdndonos en el que aparece en Owen (1977). Ademas
se proporcionan dos caracterizaciones de esta extension en dos etapas ins-
piradas en resultados previos de Dagan (1996) y Herrero y Villar (2002),
respectivamente.

La estructura del capitulo es la siguiente. En la primera seccién, se intro-
ducen las situaciones de bancarrota con uniones a priori, asi como la notacién
bésica en este contexto. En un segundo apartado, se describe un procedimien-
to en dos etapas que extiende la regla igualitaria restringida a problemas de
bancarrota con uniones a priori. En la tercera seccién, se dan dos caracteriza-
ciones axiométicas de dicho procedimiento. En la cuarta seccién, se definen
nuevos juegos en forma caracteristica asociados a problemas de bancarrota
con uniones a priori, de manera que al considerar distintas soluciones de estos
juegos se extienden reglas de bancarrota cldsicas. Una de estas extensiones
usa el concepto de situaciéon de reparto para muchos asuntos, introducida en
Calleja, Borm y Hendrickx (2004). Finalmente, se anade un pequeno aparta-
do de conclusiones que resalta lo més relevante de este capitulo y enumera al-
guna posible linea futura de trabajo. Este capitulo se basa en Casas-Méndez,
Borm, Carpente y Hendrickx (2002).
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5.1. Introduccién a los problemas de banca-
rrota con uniones a priori.

Un problema de bancarrota surge cuando hay un cierto recurso escaso
que debe ser dividido entre unos agentes que demandan una cierta cantidad
de éste y el total disponible no es suficiente para satisfacer dichas demandas.
En esta clase de problemas la pregunta que cabe hacerse es cémo dividir la
cantidad existente del recurso entre los demandantes.

Se hard referencia a una situacion de bancarrota con una terna (N, F, c),
donde N = {1,...,n} es el conjunto de jugadores (acreedores o deman-
dantes), F' € R es no negativo y representa el estado (la cantidad de recurso
disponible del deudor) y ¢ = (c1,...,¢,) € RY es el vector de las deman-
das de los acreedores. Supondremos que se cumple » . ¢; > I, es decir, el
estado es insuficiente para cubrir todas las demandas!.

Se denota por BY al conjunto de todos los problemas de bancarrota
con conjunto de acreedores N. Una regla de bancarrota es una funcién f :
BY — RY que le asigna a cada problema de bancarrota (N, E, ¢) un vector
f(N,E,c) € RN que satisface las siguientes propiedades:

1. Ningin agente obtiene méas de la cantidad que demanda, lo que se
resume diciendo que f es razonable. Es decir, para todo i € N, 0 <
fi(N7E>C) S Ci.

2. La suma de las cantidades obtenidas por los acreedores es la totalidad
del estado, es decir, f es eficiente y, por tanto, Y ..y f[i(N,E,c) = E.

En este capitulo, el principal interés se centra en la denominada regla

igualitaria restringida (CEA), la cual, para un problema (N, E,c) € BY, se
define de la siguiente manera:

CEA;(N,E,c) = min{)\, ¢;}

para todo i € N, donde A es tal que ), ymin{\, ¢} = E.

INétese que en el caso > ienC = E no tendrfamos propiamente una situacién de
bancarrota; sin embargo, se incluye esta situacién trivial por razones técnicas.
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Esta regla otorga la misma cantidad a todos los demandantes con la res-
tricciéon de que ninguno consiga mds de lo que en realidad demanda. Varios
autores hacen referencia a la regla restringida igualitaria, Dagan (1996) y
Herrero y Villar (2002) entre otros, quienes proporcionan diferentes caracte-
rizaciones axiomadticas de esta regla en sus trabajos.

Ejemplo 36 Considérese la siguiente situacion de bancarrota (N, E, c) €
BN con cuatro acreedores, con E = 10 y ¢ = (6,2,8,5). La regla iguali-

taria restringida otorga al sequndo agente toda su demanda y, a los demds,
cantidades iguales, resultando CEA(N,FE,c) = (8/3,2,8/3,8/3).

Un problema de bancarrota con uniones a priori se representa por la
tupla (N, E, ¢, P) donde (N, E,¢) es un problema de bancarrota estandar y
P = {Pi}rer es una particién del conjunto de jugadores. Denotamos por
BUN al conjunto de todos los problemas de bancarrota con uniones a priori
y conjunto de jugadores N.

Uno de los principales objetivos de este capitulo va a ser definir reglas
de bancarrota con uniones a priori, esto es, funciones ¢ : BUY — RY que
asignan a cada problema de bancarrota con uniones a priori (N, E, ¢, P) un
vector o(N, E,c,P) € RY tal que:

1. 0<y,(N,E,c,P)<c¢ paratodoiec N.

2. Y enwi(N,E c,P)=E.

Si (N, E,c,P) € BUY esun problema de bancarrota con uniones a priori,
se puede definir el correspondiente problema de bancarrota en el que inter-
vienen las uniones como agentes (R, E, c”), el denominado problema cociente,
donde ¢” = (c])rer es el vector de las demandas totales de las uniones, es
decir, ¢, =3, p, Ci para cada unién B, de acreedores. Nétese que el proble-

ma de bancarrota (R, F, ¢”) estd bien definido.

Las situaciones de reparto para varios asuntos se introdujeron en Calleja,
Borm y Hendrickx (2004). La idea basica que motiva esta clase de problemas
es que los agentes no tienen una tnica demanda sobre el estado, como en el
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modelo de bancarrota estdandar, sino varias demandas, cada una de las cuales
se refiere a un asunto particular. La hipotesis basica que se hace en este
modelo es que estos asuntos se tratan por orden: tan pronto como el dinero
se distribuye segin lo previsto en un asunto en concreto, este asunto debe
completarse antes de que el siguiente se considere.

Una situacion de reparto para varios asuntos se representa por la terna
(N, E,C), donde N = {1,...,n} es el conjunto de jugadores, £ € R, es el
estado y C € ]RfXN es la matriz de demandas. Cada fila de la matriz C'
hace referencia a un asunto y el conjunto de todos los asuntos se denota por
R ={1,...,r}. Cada elemento c¢; > 0 representa la cantidad que el jugador
t € N demanda del asunto k£ € R. Si un jugador no estd interesado en un
asunto en particular, su demanda para tal asunto es igual a cero.

Cada situacién de bancarrota con uniones a priori (N, E, ¢, P) da lugar
a una situacién de reparto para varios asuntos disjuntos (N, E,C%7), en la
que los asuntos son las uniones y la matriz C%” = [C]%P]kGR,je ~ se define de
la siguiente manera
C’E’PZ{ ¢ sijeli
J 0 sijé¢ b

para todos k € R, j € N.

Ejemplo 37 Si en la siguiente situacion de bancarrota
(N,E,;c) = ({1,2,3,4},10,(6,2,8,5))
se considera la particion del conjunto de agentes P = {{1,2},{3,4}}, la

situacion de bancarrota con uniones a priori resultante (N, E,c,P) da lugar
a la siguiente situacion de reparto para varios asuntos disjuntos:

ooy 6200
(N,E,C )_({1,2,3,4},10,[0 0 s s |-
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5.2. La regla igualitaria restringida en pro-
blemas de bancarrota con uniones a prio-
ri.

En esta seccién se describe una manera de extender una regla de banca-
rrota cldsica a una regla para situaciones de bancarrota con uniones a priori.
Se utiliza la regla C E A para ilustrar el procedimiento.

Si se quiere dividir el estado total entre los acreedores, una posibilidad
es dividir primero ese estado entre las uniones y luego dividir lo que obtiene
cada union entre sus agentes.

Definicién 38 Sea f : BY — RY wuna regla de bancarrota. Se define la
extension de f en dos etapas f : BUN — RY como sigue. Sea (N, E, ¢, P) €
BUN un problema de bancarrota con uniones a priori. Primero, se define
E]{ = fu(R, E,c”) para todo k € R vy, a continuacion, para i € Py,

ﬁ(Na E,c, ,P) - fl(ka El{? (Cj)jGPk)'

La regla CEA para situaciones de bancarrota con uniones a priori gene-
raliza a la regla C'E'A estdndar para situaciones de bancarrota, de modo que
CEA(N,E,c,PN) y CEA(N, E,c,P") coinciden con CEA(N, E, c), donde
P" es la particién discreta P = {{1},...,{n}} y P¥ es la particién trivial
PN = {N}. Ademss, por construccion, se tiene que CEAL(R, E, P, PR) =
E). para todo k € R.

Ejemplo 39 Considérese la situacion de bancarrota con uniones a priori
(N, E,c,P)=({1,2,3,4},10,(6,2,8,5),{{1,2},{3,4}}). Para obtener la re-
gla 1gualitaria restringida para el problema con uniones a priori, primero se
considera el problema cociente (R, E,c”) = ({1,2}, 10, (8,13)). Si aplicamos
la regla igualitaria restringida a este problema, cada union obtiene la mitad
del estado, es decir, £y = Ey = 5. Si ahora se divide, de acuerdo a la regla
CFEA, lo obtenido por cada union entre sus acreedores, resulta

CEA(N,E,c,P) = (3,2,5/2,5/2).

82



5.3. Caracterizaciones de la regla igualitaria restringida en problemas de
bancarrota con uniones a priori.

5.3. Caracterizaciones de la regla igualitaria
restringida en problemas de bancarrota
con uniones a priori.

En esta seccién se presenta un procedimiento axiomatico para describir
el procedimiento en dos etapas introducido en la anterior seccién. Se pro-
porcionan dos combinaciones diferentes de axiomas para caracterizar la regla
igualitaria restringida para problemas de bancarrota con uniones a priori,
CEA, extendiendo con ellas dos caracterizaciones previas de la regla CEA
para problemas de bancarrota cldsicos.

Considérense las siguientes propiedades para una regla de bancarrota para
problemas con uniones a priori ¢ : BUY — RV,

E1 Composicién. Para cada problema de bancarrota con uniones a priori
(N, E,c,P), se verifica que

©(N,E,c,P) =p(N,E ¢,P)+ ¢o(N,E—E',¢c—¢(N,E' ¢,P),P)

para todo 0 < E' < F.

Esta propiedad considera la situacién en la cual después de que el estado
(E") haya sido dividido entre los agentes, este estado se reevaltia y resulta ser
una cantidad mayor (F). En estos casos hay dos opciones; se puede cancelar
la divisién inicial y aplicar la correspondiente regla al nuevo problema o se
puede conservar el reparto inicial y aplicar la correspondiente regla para di-
vidir el incremento experimentado en el estado de acuerdo con unas demandas
modificadas en las que se tiene en cuenta las cantidades ya recibidas. Pues
bien, la propiedad de composicién establece que las dos opciones llevan al
mismo resultado.

E2 Independencia del camino. Para cada problema de bancarrota con
uniones (N, E, ¢, P),

©(N,E,c,P) = ¢(N,E,o(N,E' c,P),P)

83



Capitulo 5. La regla igualitaria restringida en problemas de bancarrota con
uniones a priori.

para todo E' > FE.

Aqui, se considera una situacién opuesta a la anterior en la que el estado
(E) es realmente menor que el inicialmente considerado (E’). Entonces, se
puede aplicar la regla correspondiente al nuevo problema o dividir el nue-
vo valor tomando los repartos iniciales como el vector de demandas. La
propiedad de independencia del camino establece que estos dos procedimien-
tos llevan al mismo vector de repartos final.

E3 Igual tratamiento dentro de las uniones. Para cada problema de
bancarrota con uniones (N, F, ¢, P) y para cada dos agentes 7, j de una
unién P, € P tales que ¢; = ¢;, se tiene que

§0i<N7E7C>P) = (pj(Na E,C,P).

Esta propiedad nos indica que los agentes de una misma unién que tienen
las mismas demandas deben obtener los mismos repartos.

E4 Propiedad de problema cociente. Para cada problema de banca-
rrota con uniones (N, E, ¢, P) y para cada unién Py, € P, se tiene que

Z QOi(N,E,C, P) = cpk(R’ E76P7PR>'

1€Py,

En un problema de bancarrota con uniones se puede considerar el pro-
blema cociente asociado en el cual las uniones negocian acerca de la division
del estado. A continuacién de este proceso, tiene lugar la negociacién dentro
de cada unién. La propiedad de problema cociente establece que el total de
ganancias de los agentes de una unién en el problema inicial es igual a las
ganancias que obtiene dicha unién en el problema cociente. Nétese que si
¢ es la extensién en dos etapas, f, de una regla de bancarrota f, entonces
(R, E, P Pl = E,{, (recuérdese que Ef = fi(R, E, ¢") es la cantidad que
consigue la unién k € R en el problema cociente de acuerdo con la regla f).
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E5 Invarianza al truncar demandas dentro de las uniones: Para
cada problema de bancarrota con uniones (N, F, ¢, P) y para cada ju-
gador i de una unién P, € P tal que ¢; > ZjePk ©;(N, E,c,P), se tiene
que

©(N,E,c,P) =@(N,E,d,P),

donde ¢ = ¢; para todo j € N\ {i} y ¢, =) . p ¢;(N,E,c,P).

Supéngase que la demanda de un agente es mayor que la cantidad total
que consigue la unién en la que estd. Entonces la propiedad de invarianza al
truncar demandas dentro de las uniones establece que los beneficios de ese
agente no se ven afectados si se reemplaza su demanda por el pago total que
recibe su unién.

E6 Sostenibilidad de los acreedores dentro de las uniones: Para
cada problema de bancarrota con uniones (N, F,¢,P) y para cada
jugador ¢ que es sostenible dentro de su unién P, € P, es decir,
> jep, min{ci, ¢j} < @i (R, E, P, PT), se tiene que

©;(N,E, ¢, P) =¢.

Esta propiedad establece un criterio de proteccién dentro de las uniones
en el sentido de que las demandas méds pequenas deben satisfacerse por com-
pleto. La demanda del agente 7 se considera sostenible dentro de su unién si
el valor de esta unién en el problema cociente es suficiente para darle a cada
agente de esta unién su demanda truncada por la del agente 1.

Las propiedades de composicién (E1) y la de independencia del camino
(E2) son, en esencia, idénticas a las propiedades correspondientes para re-
glas de bancarrota cldsicas. La propiedad de igual tratamiento dentro de las
uniones (E3) es una versién mds débil de la propiedad de igual tratamiento
para reglas de bancarrota estdndares. Las propiedades de invarianza al trun-
car demandas dentro de las uniones (E5) y sostenibilidad de los acreedores
dentro de las uniones (E6) son extensiones naturales de otras propiedades
para reglas de bancarrota a este contexto de uniones a priori. Nétese que la
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propiedad de problema cociente (E4) implica que la regla involucra alguna
clase de procedimiento en dos etapas para obtener la solucion.

En el teorema siguiente se presenta la primera caracterizaciéon de la regla
CE A. Este teorema estd inspirado en un resultado similar, para la regla CE A
de problemas de bancarrota cldsicos, que aparece en Dagan (1996).

Teorema 40 La regla CEA es la unica regla para problemas de bancarrota
con uniones a priori que satisface composicion (E1), igual tratamiento dentro
de las uniones (E3), la propiedad del problema cociente (E4) e invarianza al
truncar demandas dentro de las uniones (E5).

Demostracién: Fxistencia. Las propiedades de igual tratamiento dentro
de las uniones y de problema cociente se siguen de manera directa. Sélo
se probard la propiedad de composicion, ya que la invarianza al truncar
demandas dentro de las uniones sigue una linea similar.

Sea P, € P y sea i € Py,. Por definicién de la regla CEA se tiene que

CEAZ(N, E, C, P) == CEAZ(Pk, EkCEA, (Cj)jEPk)-
Considérese ahora que 0 < E’ < E. Entonces

CEA{(N,E' ¢, P) = CEA{(Py, ECP4, (¢))ien,),

con ECF4 = CEAR(R,E',c”). Se define ¢ = ¢ — CEA(N, F',c,P).
Entonces se tiene que

CEA,N,E — E',¢,P)
= CEAZ(Pk7 OEAk(R’ E— Ela (C/>P)7 (C;')jepk)'

Como la regla igualitaria restringida para problemas de bancarrota veri-

fica la propiedad de composicién (Dagan (1996)), se tiene que

EkCEA . E}/gCEA — CEAk<R,E,CP) . CEAk<R, E/,CP)
= CEALR,E—FE " —CEAR,E' "))
— CEAR,E—E, (<))

De lo anterior, se sigue que
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CEA1<N, E, C, P) = CEAi(Pk, EgEA, (Cj)jepk)
= CEA(Py, EiX"4,(¢))jep,) + CEA{(Py, E{PA — EICP4 () jep,)

=CFEA{(N,E ¢,P)+ CEA;(Py,, CEAL(R, E — E', ()7), (c))jep,)

CEA;
CEA;(N,E' c,P)+ CEA,(N,E—FE' d,P).
Por tanto, la regla C'E'A satisface la propiedad de composicion.

Unicidad. Sea ¢ una regla para BUY cumpliendo composicién (E1), igual
tratamiento dentro de las uniones (E3), la propiedad del problema cociente
(E4) e invarianza al truncar demandas dentro de las uniones (E5). Sea
(N, E, ¢, P) un problema de bancarrota con uniones y considérese el proble-
ma cociente (R, E, c”, P®). Sin pérdida de generalidad, se puede suponer que
0<cf <--- <P En la Proposicién 1 de Dagan (1996) se establece que la
regla igualitaria restringida es la tnica regla para problemas de bancarrota
que satisface las propiedades equivalentes en bancarrota cldsica a E1, E3 y
E5. Como el problema cociente con la particién P es basicamente un pro-
blema de bancarrota estdndar, se sigue que (R, E, c”, PR) = ECFA para
todo k € R.

Ahora, si se considera la primera unién P; € P. Se puede suponer, sin
pérdida de generalidad, que P, = {1,...,n1} y que c13 < -+ < Cipy -

Si0 < E < recpq, entonces Elc EA < ¢y, y aplicando igual tratamiento den-
tro de las uniones (E3), la propiedad del problema cociente (E4) e invarianza
al truncar demandas dentro de las uniones (E5),

pi(N, E,c,P) = CEA(N, E, ¢, P)

paratodoi € P;. Sirc;; < E <repp+repr(1—1/ny), entonces se establece
la igualdad al aplicar composicién (E1). Si se repite la misma construccion,

se obtiene que
pi(N, E,c,P) = CEA(N, E, ¢, P)

para todo i € P, con 0 < E < rnjcq;.

Sirnici; < E <rnjcyy +7r(ci2 —c11), por composicion (E1) y por el Paso
1 se tiene
©(N,E,c,P) =x+ ¢o(N,E —rnyci1,¢ — z,P),
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donde z; = ¢,(N,rnic11,¢,P) = CEA;(N,rnici,¢,P) = c11 para todo i €
P;. Ademds, E — rnjcy; < r(ci2 — ¢11). Por tanto, como consecuencia de las
propiedades de igual tratamiento dentro de las uniones (E3) e invarianza al
truncar demandas dentro de las uniones (E5) se obtiene

©;(N,E —rnyci1,¢c —x,P) = CEA;(N,E — rnyci1, ¢ —x,P)
para todo i € P, y, por tanto,
©;(N,E,c,P)=CEA;(N,E,c,P)

para todo 7 € P;.

Repitiendo el mismo argumento se puede probar que
301<N7 E; ¢, P) = CEAZ(N7 Ea ) P)

para todo i € Py con 0 < E < rnjcyy +1(ny — 1)(c12 — ¢11).
Con los mismos razonamientos se puede obtener que

©;(N,E,c,P)=CEA;(N,E,c,P)

paratodoi € Py con 0 < F < rnyjcyp+7r(ni—1)(cia—c11)+- - +r(cin, —
Ciyp-1) =7(ci1+ 2+ +cip,) = rel.

Ahora, se considera la segunda unién. Se distinguen dos casos. Si E < rcl,
se puede usar el mismo argumento que en la primera unién para obtener
¢;(N,E,c,P) = CEA;(N,E,c,P) paratodoiEPg

Por tanto, supéngase que E > rc}. Como ¢ satisface la propiedad de
composicion (EZ ), se tiene que

©(N,E,c,P) = @(N,rcl’ ¢, P) + o(N,E —rcl ¢ — z,P)

_ P
donde x = p(N,rct, ¢, P).
Como en el anterior caso, se tiene que

©;(N,rcl ¢, P) = CEA;(N,rcl ¢, P)

para todo i € P,. Con el término go(N E —rcl ¢ — x,P), se procede como
en la primera unién con estado E — rc!’ y demandas ¢ — x y se obtiene

©;(N,E —rcy,c—x,P)=CEA(N,E —rc} c—z,P)
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para todo i € P,. Nétese que en el problema (N, E — rcl’ ¢ — x,P) todos
los miembros de P; obtienen cero. Como CFEA verifica la propiedad de
composicion (E1), se tiene que

901<N7 E,C, P) = CEA”L(Nu E,C,'P)

para todo i € P.
Si se repite el mismo procedimiento para todas las uniones, se concluye
el resultado. [

La segunda caracterizacion que se presenta en esta seccion estd basada
en las ideas de Herrero y Villar (2002). Antes de presentar este resultado, se
introducen una serie de lemas.

Lema 41 Si ¢ es una regla para problemas de bancarrota con uniones a
priori que satisface independencia del camino (E2) y sostenibilidad de los
acreedores dentro de las uniones (E6) entonces para cada problema de ban-
carrota con uniones (N, E,c,P) se tiene que ¢, (R, E,c”, PE) = ECFA para
todo k € R.

Demostracién: Sea ¢ : BUY — RY una regla que satisface independen-
cia del camino (E2) y sostenibilidad de los acreedores dentro de las uniones
(E6) y sea (N, E,c,P) € BU". Considérese el problema cociente asociado
(R, E,c”,PF). El Teorema 1 de Herrero y Villar (2002) establece que la regla
igualitaria restringida es la tinica regla para problemas de bancarrota que sa-
tisface las propiedades equivalentes a F2 y F6. De esto se sigue directamente
la afirmacién que se hace en el enunciado del lema. [

El Lema 1 de Herrero y Villar (2002) establece que si una regla de ban-
carrota verifica las propiedades de independencia del camino y sostenibilidad
entonces también verifica la propiedad de igual tratamiento de iguales. De
una manera analoga, se puede demostrar el siguiente resultado para proble-
mas de bancarrota con uniones a priori.

Lema 42 Si una regla para problemas de bancarrota con uniones a priori
verifica independencia del camino (E2), la propiedad de problema cociente
(E4) y sostenibilidad de los acreedores dentro de las uniones (E6), entonces
también verifica la propiedad de igual tratamiento dentro de las uniones (ES3).
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A continuacién se enuncia la segunda caracterizacién axiomaética de la

regla CEA.

Teorema 43 La regla CEA es la tunica regla para problemas de bancarrota
con uniones que verifica independencia del camino (E2), la propiedad de pro-

blema cociente (E4) y sostenibilidad de los acreedores dentro de las uniones
(E6).

Demostracién: Existencia. Las propiedades de problema cociente (E4)
y sostenibilidad de los acreedores dentro de las uniones (E6) se comprueban
directamente. La demostracién de la propiedad de independencia del camino
(E2) sigue un procedimiento andlogo al utilizado para demostrar la propiedad
de composicion (E1) y, por tanto, se omite.

Unicidad. Sea o una regla para BUY verificando independencia del camino
(E2), la propiedad de problema cociente (Ej) y sostenibilidad de los acree-
dores dentro de las uniones (E6) y sea (N, E, c,P) € BUN. Sea también
P, € P. Se tiene que probar que ¢;(N, E,c,P) = CEA{(N,E,c,P) para
todo i € Py. Se utilizard la siguiente notacién: n} = méx;ep, c;, N = {i €
Py lc; =nh}, nk = M&X; e p,\ NF Cis NY ={i € Py|c; = nk}.

Supdéngase que, en la unién P, las demandas de los agentes de P\ N
son sostenibles. Entonces o,(N, E, ¢, P) = ¢; para todo i € P,\NF ya que ¢
verifica F6. También se tiene que

301'(N7E>C>,P) - CEAZ(N7E767P)

para todo i € Py, ya que ¢ verifica igual tratamiento dentro de las uniones
(E3) (por el Lema 42) y, ademas, por E4 y el Lema 41, se tiene

Z(PZ‘(N;E,C,P) = E/CCEA

i€ Py,

Supoéngase ahora que, en la unién P, las demandas de los agentes de
P \(Nf U NJ) son sostenibles. Sea £’ > E tal que ¢, (R, E',c”, PE) es la
cantidad mfnima que sostiene las demandas de P,\N¥ dentro de la unién
Py, lo cual es posible por el Lema 41 y las propiedades bésicas de la regla
CEA. Sea ¢ = (N, E',c,P). Por el paso 1, ¢; = ¢; para todo i € P,\Nf' y
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¢; = ¢; para todos 4, j € N} U Ny. Como ¢ y CEA verifican independencia
del camino (E2), se tiene que

Qpi(Na E> ¢, P) = Qpi(N’ E,C/,'P)

y que _ _
CEAZ(N, E, C, P) == OEAZ‘(N,E,C,,P)

para todo 7 € N. Aplicando de nuevo el paso 1,
©;,(N,E,d,P)=CFEA;(N,E,¢,P)

para todo i € Py y, por tanto, ¢;(N, E,c¢,P) = CEA;(N, E, ¢, P) para todo
1 € Py.

Si se repite este mismo procedimiento, se obtiene que
©;(N,E,c,P)=CEA;(N,E,c,P)

para todo i € Py, lo que concluye esta demostracion. [

5.4. Juegos en forma caracteristica asociados
a problemas de bancarrota con uniones
a priori.

En esta seccién se estudian los problemas de bancarrota con uniones a
priori a través de juegos en forma caracteristica asociados a tales situaciones.

O "Neill (1982) defini6 para cada problema de bancarrota cldsico un juego
en forma caracteristica asociado. Aqui se introduce el concepto de juego de
bancarrota con uniones a priori asociado a cada problema de bancarrota con
uniones a priori. También se define un juego en forma caracteristica relativo
a una regla de bancarrota asociado al problema de bancarrota con uniones
a priori considerado como un problema de reparto de varios asuntos disjun-
tos. Las soluciones de estos juegos proporcionan soluciones del problema de
bancarrota con uniones a priori original.
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Se define una nueva solucién para juegos en forma caracteristica con
uniones a priori: la solucién igualitaria restringida. Esta solucién aplicada
al juego en forma caracteristica relativo a una regla de bancarrota, men-
cionado en el parrafo anterior, coincide con la regla igualitaria restringida
para problemas de bancarrota con uniones a priori. Esta igualdad no se ve-
rifica si aplicamos esta nueva solucién al juego de bancarrota con uniones a
priori.

Al final de la seccién se introduce un nuevo procedimiento para obtener
nuevas soluciones de bancarrota. Dado un juego en forma caracteristica, se le
asocia un nuevo juego denominado la cobertura de bancarrota del juego de
partida. Si esta asociacién se hace con el juego en forma caracteristica relativo
a una regla de bancarrota, que se definird en esta seccién, se pueden obtener
extensiones de reglas de bancarrota cldsicas a este entorno de bancarrota
con uniones a priori. Sin embargo, se vera en un resultado que para la regla
igualitaria restringida no se obtiene nada distinto.

A continuacién se introducen algunos conceptos de juegos en forma ca-
racterfstica que se necesitaran en esta seccion (se recuerda que en la Seccién
3.1 de este texto se introducen los juegos en forma caracteristica).

Un juego v € TUY se dice que es exacto (véase Driessen y Tijs (1985)) si
para cada S C N, S # 0, existe un 2° € C(v) tal que Y, 4z = v(S).

Un juego v € TUY se dice que es aditivo si para cada i € N, existe un
z; € R tal que ), ¢ x; = v(S5) para todo S C N.

Un juego v € TUYN se dice que es convezo si v(SUT) +v(SNT) >
v(S) 4+ v(T') para todo par de coaliciones S,T C N.

O "Neill (1982) defini6é para cada problema de bancarrota (N, F,c), un
Juego de bancarrota asociado (N, vg ). En este juego, el valor de una coalicién
S es la parte del estado que queda después de darle a todos los acreedores
de N\S todas sus demandas, es decir,

vpo(S) =méx{E — Y ¢,0}
1EN\S
para todo S C N.

Este es un juego bastante “pesimista”’, como muestra el ejemplo que se
presenta a continuacion.

Ejemplo 44 Considérese el siguiente problema de bancarrota
(N,E,c) = ({1,2,3,4},10,(6,2,8,5)).
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La siguiente tabla muestra el valor para cada una de las posibles coaliciones
del juego de bancarrota asociado (N, vg.,).

S {1y {2} {3} {4} {12} {13} {14} {23}
vE.(S) 0 0 0 0 0 3 0 0
S {24} {34} {123} {124} {134} {234} {1234}
vp(S) | 0 2 5 2 8 4 10

A continuacién se va a definir el juego de bancarrota con uniones a prio-
ri y para ello se recuerda antes lo que se entiende por un juego en forma
caracterfstica con uniones a priori.

Un juego en forma caracteristica con uniones a priori viene dado por
(N,v,P) donde (N,v) es un juego en forma caracteristica estdndar y P =
{ Pk }rer es una particién del conjunto de jugadores, siendo R el conjunto de
grupos o uniones. Para (N,v,P), se define el juego en forma caracteristica
entre las uniones (R,v”), denominado juego cociente, en el que v”(L) =
v(Uger Py) para todo L C R.

Teniendo en cuenta esto ltimo, se tiene la siguiente definicion:

Definicién 45 Sea (N, E, ¢, P) una situacion de bancarrota con uniones a
priori. Se denomina juego de bancarrota con uniones a priori al juego en
forma caracteristica con uniones a priori (N,vg, P).

Es decir, que se considera el juego de bancarrota de O “Neill junto con la
estructura de uniones a priori.

Si se enfoca una situacién de bancarrota con uniones a priori como una
situacion de reparto para varios asuntos disjuntos, se puede definir un nuevo
juego en forma caracteristica relativo a una regla de bancarrota. Se recuerda
que uno de los rasgos esenciales de las situaciones de reparto para varios
asuntos es que tales asuntos se van tratando, por orden, uno a uno. Dada la
naturaleza de tal problema, esta claro que, si se fija un orden en los asuntos,
llegard un momento en el que no quede estado para completar la demanda
total de un cierto asunto. Asi, se plantea un problema de bancarrota clasico
dentro de tal asunto y a este problema se le puede aplicar una regla de
bancarrota. Una vez que queda especificada la politica de reparto dentro de
los asuntos, se puede considerar un juego en forma caracteristica en el que
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cada coalicion de jugadores se garantiza la cantidad que le reporta el orden en
los asuntos més desfavorable para dicha coalicién. Todas estas apreciaciones
se formalizan en la siguiente definicion:

Definicién 46 Sea f una regla de bancarrota. Entonces el f-juego, v/, que
corresponde a la situacion de reparto para varios asuntos (N, E,C) se de-
fine como sigue. Sea o € TI(R)* un orden en los asuntos. Los jugadores de
la coalicion S resuelven los primeros t asuntos completamente, donde t =
max{t’ | Z';lzl Cots) < E'}. La parte del estado que resta, E' = E — St Co(s)s
se dwide aplicando [ a las demandas del asunto o(t + 1). Asi, en total, los
Jugadores de S reciben

t
9{;(0) = Z Co(s),s T Z fj(N, El, {Ca(t+1),i}i€N>'
s=1

jeSs

El valor de una coalicion S C N es la cantidad que los jugadores de la
coalicion consiguen cuando se elige el peor orden posible en los asuntos:

7(S)= min ¢l(o).
vi(S) = min gs(o)

Proposicién 47 Sea (N, E,C) una situacion de reparto para varios asuntos
y sea f una regla de bancarrota. Entonces el juego (N,v”) es exacto.

Demostracién: Sea S C N y sea 0 € II(R) tal que g4(c°) es minimal.
Se define = = (g/(0°))sen. Entonces Sien®i = E =0/(N)y Y pai =
gh(0%) > mMiN,cr(R) gh(0) = vf(T) para toda coalicién T C N. Asf, se tiene
que z € C(v/). Ademds, >, sz, = gk (%) = v/(S). Por tanto, (N,v/) es
exacto. [

De la demostracion del Teorema 3.3 en Calleja, Borm y Hendrickx (2004)
se sigue inmediatamente que, dada una regla f y para cada juego exacto no
negativo v, se puede encontrar una situacién de reparto para varios asuntos
tal que el juego v/, relativo a tal situacién, coincide con v. Sin embargo, la
clase de juegos que corresponden a situaciones de varios asuntos disjuntos
es una subclase estricta.

2Se recuerda que con II(R) se denota el conjunto de todas las permutaciones posibles
de los asuntos de R. Por tanto, o € II(R) es un determinado orden de los asuntos y o(s)
( s € R) denota qué asunto de R se encuentra en la posicién s.
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juego v

UC’EA

Si P es la particién discreta P = {{1},...,{n}}, entonces el juego

(N, E,C°") = ({1,2,3,4}, 10, l

6 2 00
00 85

)

v’/ coincide con el juego de bancarrota vg . para toda regla f. Si P es la
particién trivial P = { N}, entonces para toda regla f el juego v/ es aditivo
con v/ ({i}) = f;(N, E,c) para todo i € N.

Ejemplo 48 Sea la situacion de bancarrota con uniones a priori que da lugar
a la siguiente situacion de reparto para varios asuntos disjuntos:

En las siguientes tablas se muestran todos los pasos para el cdlculo del

CEA'

o €TI(R) [ 657 (o)1) ¢§"(0)(2) g5 (0)3) 957 (0)(4)
1,2 6 2 1 1

2,1 0 0 5 5
vOEA(S) 0 0 1 1

o €I(R) [ 5™ (0)(12) g5 (0)(13) g§™"(0)(14) g5~ (0)(23)
1,2 8 7 7 3

2,1 0 5 5 5
vOEA(S) 0 5 5 3

o €NI(R) | g§*(0)(24) g§™"(0)(34) g§™(0)(123) g§™(0)(124)
1,2 3 2 9 9
2,1 5 10 5 5
vOFA(S) 3 2 5 5
o €1I(R) | g§%7(0)(134) ¢5™"(0)(234) g§""(0)(1234)

1,2 8 4 10

2,1 10 10 10

vEA(S) 8 4 10

Si se consideran las coaliciones S = {1,3} yT = {1,4}, se puede observar

que vYEA(S) + v EA(T) > v“FA(SUT) +vCPA(SNT). Ast, aunque el juego
es exacto (Proposicion 47), no es convexo.

Curiel, Maschler y Tijs (1987) estudiaron juegos asociados a situaciones

de bancarrota. En su trabajo dicen que una regla de bancarrota es de teoria
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de juegos si la solucién que propone para cada problema sélo depende del
juego correspondiente. Por tanto, dada una regla de bancarrota de teoria de
juegos f : BY — R, se puede encontrar una funcién F : TUY — R tal que
f(N,E,c) = F(N,vg,) para todo problema de bancarrota (N, E, c) € B".

Para construir una de tales F', se puede hacer uso del vector de utopia.
Se define el vector de utopia de un juego (N,v) y lo denotamos por M (v),
como

M;(v) = v(N) — v(N\{i})

para todo i € N. Para un juego de bancarrota (N, vg,), el punto de utopia
M;(vg,.) es igual a ¢ = min{¢;, E'}.

De aqui se sigue que si f(N, E,c) = f(N, E,c¥) paratodo (N, E, c) € BY,
es decir, si la solucién no cambia al truncar las demandas que son maés
grandes que el estado existente, entonces se tiene que

F(N, UE,C) = f(N7 UE,C(N>7 M(”E,c))

v la regla f es de teoria de juegos.

De hecho Curiel, Maschler y Tijs (1987) demostraron que esta propiedad
de truncamiento en las demandas no sélo es suficiente sino también necesaria
para que una regla de bancarrota f sea de teoria de juegos. En este capitulo,
s6lo se consideran reglas de bancarrota de teoria de juegos. La regla igualitaria
restringida, C'E'A, se puede comprobar facilmente que es de teoria de juegos
(Dutta y Ray (1989)).

A continuacién, se va a definir para un juego TU con uniones a priori la
solucion igualitaria restringida.

Sea (N,v,P) un juego TU con uniones a priori. La solucién igualitaria
restringida para este juego, CEA(N, v, P), se define en dos etapas.? Primero,
el pago de cada unién P, € P es igual a CEA(R,v"), es decir, la solucién
igualitaria restringida del juego cociente.

En la segunda etapa, el pago que recibe cada unién se divide entre sus
agentes. Para hacer esto, se considera para cada jugador ¢ € N sus posibili-
dades de cooperar con los jugadores fuera de su unién. Se debe resaltar que

3La regla CEA para juegos TU con uniones a priori estd sélo bien definida en una
subclase de tales juegos. Si el juego es exacto, entonces la regla CEA estd bien definida.
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ésta es una idea similar a la utilizada por Owen (1977) cuando definié una
modificacién del valor de Shapley para juegos TU con uniones a priori.

Sea P, € P yseai€ P, La “demanda” del jugador i se define como su
contribucién a la coalicion  |J P U {i}, es decir,

LeR\{k}
Mi(w,P)=v( |J PU{i})—v( |J P
teR\{k} LeR\{k}

Con todas estas consideraciones se tiene la siguiente definicién

Definicién 49 La solucion igualitaria restringida para el juego (N,v,P)
para el jugador i € Py, se define como

CEAZ(N7 v, P) = CEAZ(Pk, CEAk(R7 UP)? {M]<U7 P)}Jepk)

En general, se tiene que CEA(N,E,c,P) # CEA(N,vg., P). Lo que
si se verifica es que la regla C'E'A coincide con la solucién C'EA del juego
(N,v°FA P), como se demuestra en la proposicién siguiente.

Proposicion 50 Para cada problema de bancarrota con uniones a priori
(N,E,c,P) se verifica que CEA(N, E,c,P) = CEA(N,v“EA, P).

Demostracién: Sea (N, E, ¢, P) un problema de bancarrota con uniones
a priori. Primero, es fécil ver que se tiene

v (Uper Pr) = max{E — Z ¢, 0}

i€N\Uger Py
para todo L C Ry, por tanto, los juegos (R, (v“F4)?) y (R, v ) coinciden.
Asi,
CEAK(R, (v“F*)P) = CEAW(R, v p) = B

para todo k € R.
Segundo, para i € Py, se tiene que

CEAZ(Pk, E, {Cj}jepk) si B < CE?

(CEA DY _
Mi(v™"7,P) { Ci si B> cl.
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De lo anterior, se deduce que
CEA;(Py, B {¢}jen,) = CEA(Py, CEAL(R,vP), {M;(v,P)}jep,)
para todo i € P. [

En lugar de definir un procedimiento en dos etapas, se pueden extender
las reglas de bancarrota a través de juegos asociados mediante lo que se
denomina la cobertura de bancarrota.

Se define la clase de juegos TU frv como aquélla en los que el vector de
utopfa es no negativo y suma al menos el valor de la coalicién total, es decir,

TUY = {ve TUY | M(v) >0, " M;(v) > v(N) > 0}.

€N

Definicién 51 Para todo juego v € TU f , se define el correspondiente juego
cobertura de bancarrota (N,0) como

5(S) = méx{v(N) = Y M(v),0}

IENNS

para todo S C N.

La denominacién de cobertura resulta del siguiente lema.

Lema 52 Para todo v € TUiV, se tiene que b= 1.

El juego cobertura de bancarrota v es el juego de bancarrota con estado
v(N) y vector de demandas M (v). De hecho, 0 es igual a v si, y sélo si, v es
ya un juego de bancarrota.

Lema 53 Sea v € TUJJFV. Entonces, v = v si, y solo si, v es un juego de
bancarrota.

Se puede extender una regla de bancarrota f a una solucién f en la clase
de juegos TUY definiendo

f(v) = F(2).
Nétese que en la subclase de juegos de bancarrota, f coincide con F' por

definicién.
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Si se utiliza un enfoque de situaciones de reparto para varios asuntos dis-
juntos, se extiende f a una regla f para la clase de problemas de bancarrota
con uniones a priori de la manera siguiente:

f(N,E.c,P) = f(v!(N,E,C7))*

para todo (N, E,c,P) € BUY. El término de la derecha estd bien definido
ya que el juego v/ (N, E,C7) pertenece a TUY.
En el siguiente ejemplo se reflejan todos estos conceptos.

Ejemplo 54 Considérese de nuevo la situacion de bancarrota con uniones
(N, E,c,P) = ({1,2,3,4},10,(6,2,8,5), {{1,2},{3,4}}).
Para calcular @71, recordemos los valores que aparecen en la siguiente tabla:

S 1{1,2,3} {1,2,4} {1,3,4} {2,3,4} N
vCEAS) ] 5 5 8 4 10

Por tanto, M(vCE4) = (6,2,5,5) y CEA(N, E, ¢, P) = (8/3,2,8/3,8/3).

Notese que el ejemplo anterior, C/’Ejél(]\f, E, ¢, P) coincide con CEA(N, E, ¢).
Esto se verifica para toda situacién de bancarrota con uniones a priori, como
se demuestra en el siguiente resultado.

Proposicién 55 Sea (N, E, ¢, P) una situacion de bancarrota con uniones
a priori. Entonces se tiene que CEA(N,E, ¢, P) = CEA(N, E,c).

Demostracién: Sea k € R y sea i € ;. Entonces

CBA [ E—q¢ sic, < F,
N = { E — CEA{(Py, B, (¢))jer,) sicy > E.

Como v“FPA(N) = E, se verifica que

(,CEAY _ ) G sicp < B,
Mi(v™™") = { CEA{(Py, E,(¢j)jep,) sicy > E.

4Se debe destacar que la matriz C* de demandas viene definida de manera consecuente
a partir del vector de demandas c en el que se tiene en cuenta la particin P.
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Luego,

CEA(N,E,c,P) = CEA(CEA)
— CEA(N,v“FA(N), M(vCF4)) = CEA(N, E, M(v€F4)),

y como el truncar no tiene ningin efecto sobre el resultado, se obtiene
CEA(N,E,c,P)=CEA(N,E,c). O

Notese que para una regla de bancarrota arbitraria f, la igualdad

f(N,E,c,P) = f(N, E,c)

generalmente no se verifica.

5.5. Conclusiones.

En este capitulo se introdujeron procedimientos para extender reglas clési-
cas de bancarrota a problemas de bancarrota con uniones a priori. El primer
procedimiento introducido es muy intuitivo y consiste en un reparto en dos
etapas: en la primera, se considera el problema de bancarrota en el que los
agentes son las uniones y se resuelve y, en la segunda, cada unién reparte lo
obtenido en la primera etapa entre sus agentes. Se han obtenido caracteriza-
ciones de este procedimiento aplicado a la regla igualitaria restringida, por el
cual se obtiene la regla igualitaria restringida para problemas de bancarrota
con uniones a priori (CEA). Las propiedades utilizadas en tales resultados
se resumen en las tablas siguientes:

La regla CEA se caracteriza con:

E1.- Composicién

E3.- Igual tratamiento dentro de las uniones

E4.- Propiedad del problema cociente

E5.- Invarianza al truncar demandas dentro de las uniones

La regla CEA se caracteriza con:

E2.- Independencia del camino

E4.- Propiedad del problema cociente

E6.- Sostenibilidad de los acreedores dentro de las uniones
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5.5. Conclusiones.

Los otros procedimientos que se han estudiado extienden las reglas clasi-
cas a partir de soluciones de juegos en forma caracteristica asociados a cada
problema de bancarrota con uniones a priori.

Todos estos procedimientos se aplicaron a la regla igualitaria restringida.
Es por lo que, como posible linea futura de trabajo se puede considerar el
estudio de los procedimientos obtenidos en este capitulo aplicados a otras
reglas cldsicas.
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Capitulo 6

La regla de llegadas aleatorias
en problemas de bancarrota
con uniones a priori.

Este capitulo estd fuertemente inspirado en el trabajo de O “Neill (1982).
En dicho trabajo se describfan varios procedimientos de solucién para un
problema de bancarrota y se vefa que todos ellos coincidfan. Dichos pro-
cedimientos son la llamada regla de llegadas aleatorias para problemas de
bancarrota, un procedimiento de complecion recursiva y el valor de Shapley
del juego de bancarrota asociado. También se caracteriza la solucién obtenida
con una propiedad de consistencia.

Pues bien, aqui se trata de extender estos tres elementos al contexto de los
problemas de bancarrota con uniones a priori, introducidos en el capitulo an-
terior. Se define un procedimiento, basado en la regla de llegadas aleatorias,
para extender cualquier regla de bancarrota cldsica al contexto de problemas
de bancarrota con uniones a priori. Se introduce también un procedimien-
to de complecién recursiva, que resulta vilido para extender cualquier regla
clésica. Finalmente, se considera el juego de bancarrota asociado con uniones
a priori. La solucién de Shapley para el juego, en este contexto, es el cono-
cido valor de Owen (Owen (1977)). Se vera que el procedimiento basado en
llegadas aleatorias para la regla de llegadas aleatorias cldsica y el valor de
Owen del correspondiente juego coinciden. Sin embargo, el procedimiento de
complecion recursiva, que se define en este contexto, aplicado a la regla de
llegadas aleatorias clasica, da un reparto diferente. Finalmente, se extiende
la propiedad de consistencia de O “Neill y se obtiene una caracterizacién para
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los procedimientos coincidentes.

La estructura del capitulo es la que sigue. En una primera seccién, se
introducen los dos procedimientos: el basado en llegadas aleatorias y el de
complecién recursiva. En el segundo apartado, se introduce la nueva consis-
tencia y se da una caracterizacién. Finalmente, se anade un pequeno apartado
de conclusiones en el que se enumeran posibles lineas de trabajo futuras. Este
capitulo se basa en Casas-Méndez, Borm, Carpente y Hendrickx (2002).

6.1. Extensiones de la regla de llegadas alea-
torias en problemas de bancarrota con
uniones a priori.

En esta seccién se van a definir dos nuevas familias de reglas que son
extensiones de reglas de bancarrota estdndar a reglas de bancarrota para
situaciones de bancarrota con uniones a priori. Se debe mencionar que los
procedimientos que se van a describir estdn claramente inspirados en el tra-
bajo de O “Neill (1982). Estos conceptos son el procedimiento de complecién
recursiva y el procedimiento basado en la regla de llegadas aleatorias.

Se recuerda a continuacién la definicién de la regla de llegadas aleatorias

cldsica (O Neill (1982)):

Definicién 56 Dado el problema de bancarrota (N, E,c) se define la regla
de llegada aleatorias y se denota por RA como

RA;(N,E,c)=1/n! Z min ¢ ¢;, max{E — Z cj, 0}
mell(N) JEN,m(5)<m(3)
para todo i € N*t.

Si se considera un orden fijo en el conjunto de agentes, de tal forma, que
cada agente, en su turno, va obteniendo su demanda hasta que se agote el

'En este caso, con II(V) se denota el conjunto de todas las permutaciones posibles de
los jugadores de N. Por tanto, o € II(R) es un determinado orden de los jugadores y o (%)
(7 € N) denota el lugar que ocupa el jugador i de acuerdo con el orden o.
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estado, entonces la regla de llegadas aleatorias da a cada acreedor la me-
dia aritmética de las cantidades obtenidas cuando se consideran todos los
posibles érdenes en el conjunto de agentes.

Ejemplo 57 Dado (N, E,c) = ({1,2,3},10,(6,2,5)) se tiene que

N [1 T2 [3
12316 |2 |2
13216 |0 |4
21316 |2 |2
2313 |2 |5
312(5 |0 |5
2103 |2 |5
20/6 | 8/6 | 23/6

y, por tanto, RA(N, E,c) = (29/6,8/6,23/6).

La primera extensién que se aborda es el procedimiento de complecién
recursiva tal y como se define a continuacion.

Definicién 58 Sea f una regla de bancarrota y sea (N, E, ¢, P) una situacion
de bancarrota con uniones a priori. Entonces se define la complecion recursiva
de f, RCY, de la siguiente manera:

]' /
RC{(N,E,c,P) = — [ fi(Pe E' {ejbien) + Y fiPe B {ei}ier,)

(ER LA

para todo i € Py, donde E' = min{E,c[}, EI* = fi.(R\{¢}, max{F —
0}, c2y) y Zy = {cf hervay-

El primer término de la suma, en la definicién de RC’Zf , es la cantidad que
el agente ¢ € P, obtiene de acuerdo con la regla f cuando la unién P, recibe
su maximo. El segundo término es la cantidad que el agente ¢ € P, obtiene de
acuerdo con la regla f, cuando la unién ¢ # k consigue su maximo y el estado
que resta se divide entre las otras uniones en el problema cociente utilizando

la misma regla f. Por tanto, realmente se estd calculando la cantidad media
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que el agente 7 obtiene si se utiliza la regla f en las r situaciones en las que
cada una de las uniones va obteniendo su méximo.

Si se considera la particién trivial en el conjunto de jugadores, P = PV,
entonces RCY coincide con laregla f, es decir, RCY(N, E,c,PY) = f(N, E, c)
para cada problema de bancarrota (N, E, ¢). Si se considera la particién dis-
creta, P = P", la férmula del procedimiento RC7/ se corresponde con la
definicién de O "Neill de consistencia para reglas de bancarrota. Como la regla
de llegadas aleatorias para problemas de bancarrota es la tinica consistente
(a la O Neill) se tiene que RCFA(N,E,c,P") = RA(N, E,c) para cada
problema de bancarrota (NN, F, ¢). Si se parte de una regla f arbitraria, esta
igualdad RCY(N, E,c,P") = f(N, E,c) no se verifica en general.

Ejemplo 59 Sea la situacion de bancarrota con uniones a priori (N, E, ¢, P)
que da lugar a la siguiente situacion de reparto para varios asuntos disjuntos:

(N,E,ccﬂ’):({1,2,3,4},10,[6 20 0}).

00 85

Se va a calcular RCCFA. Para ello, primero se completa y modifica la matriz
de demandas considerando las dos situaciones en las que cada una de las
uniones obtiene lo mdximo y cuando el estado es insuficiente se aplica la
regla CE A, obteniéndose la matriz

6 2 11
005 5|

Si se promedia la suma de cada columna por el nimero de uniones se obtiene
el resultado final. Por tanto, RCCFA = (3,1, 3, 3). Nétese que esto refleja que

RCCFA(N, E, ¢, P) es distinto de C/’E?I(N, E,c,P) y de CEA(N,E,c,P).

Teniendo en cuenta los anteriores comentarios, la regla RCT4 es especial-
mente interesante para situaciones de bancarrota con uniones a priori. Sin
embargo, RCT4, y, en general, las reglas RCY no se pueden extender facil-
mente a reglas para situaciones de reparto para varios asuntos que no son
disjuntos. Esto no sucede con el siguiente procedimiento que se describe a
continuacion.
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6.2. Consistencia de una regla de llegadas aleatorias en problemas de
bancarrota con uniones a priori.

Definicién 60 Sea [ una regla de bancarrota y sea (N, E, ¢, P) un problema
de bancarrota con uniones a priori. Entonces se define la regla f basada en
llegadas aleatorias de la manera siguiente:

1
RAZ(Na E,C, P) - ﬁ Z fi(Pk’EU, (Cj)jEPk)

o€ll(R)
para todo i € Py, donde E, = méx{0, E — > s p »0)<o(r) ey }.

La interpretacién de esta regla es similar a otras soluciones basadas en lle-
gadas aleatorias. Aqui, se supone que las demandas de las diferentes uniones
se van satisfaciendo siguiendo un orden prefijado. Si, en el momento de repar-
tir el recurso en una unién concreta, el estado restante no es suficiente para
satisfacer toda la demanda, se utiliza la regla f para hacer la distribucién
dentro de esa unién. Por tanto, la regla f basada en llegadas aleatorias reparte
a un agente la media de las cantidades que éste obtiene utilizando este pro-
cedimiento para todos los posibles érdenes de llegada de las uniones.

Nétese que si se considera la particién discreta en el conjunto de jugadores,
P = P", se tiene que RA/ (N, E,c,P") = RA(N, E, ¢), es decir, en este caso,
RA/ coincide con la regla de llegadas aleatorias para problemas de bancarrota
y para cualquier regla f. Si se considera la particién trivial, P = PV, la regla
f basada en llegadas aleatorias coincide con la regla f. En el caso en el que
se tengan tinicamente dos uniones RA’ y RCY coinciden.

6.2. Consistencia de una regla de llegadas alea-
torias en problemas de bancarrota con
uniones a priori.

En este apartado se introduce una nocién de consistencia que extiende a
la consistencia considerada por O "Neill (1982).

Definicién 61 Una regla de bancarrota con uniones a priori, @, €S consis-
tente si para cada (N, E, ¢, P), para cada union P, € Py para cada agente
1 € Py se tiene que

@i(N>Evcv P) =
' [%(Pka E' (¢j)ier P™*) + Xierenn i N\Po, E_g, ey, 774)] s
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donde E' = min{E, ¢}, c_y = (¢;)jen\p,, E—¢ = max{E — c},0} y P, es
la particion del conjunto N\ P, inducida por P.

Por tanto, una regla es consistente si en un problema de bancarrota con
uniones a priori reparte a cada agente la media de lo que éste consigue cuando
se aplica la regla al problema restringido a su propia unién y las soluciones
de las r — 1 situaciones de bancarrota en las cuales el estado es la cantidad
que queda cuando cada una de las otras uniones obtiene su méximo.

Nétese que si se considera la particion del conjunto de agentes discreta,
P = P", esta definicién de consistencia coincide con la hecha por O “Neill.
Hay que resaltar que esta propiedad de consistencia que se ha introducido
aqui es diferente de la nocién de consistencia que aparece en la literatura
tradicional, en la que se involucran diferentes conjuntos de agentes. Esta
definicién de consistencia que se aporta se hace involucrando diferentes con-
juntos de uniones a priori.

Definicién 62 Sea f una regla de bancarrota. Se dice que una regla para
problemas de bancarrota con uniones a priori, @, es f-consistente si para ca-
da problema de bancarrota (N, E, ¢) se tiene que o(N, E,c,PN) = f(N, E,c).
Es decir, ¢ es f-consistente si @ es consistente y si coincide con [ cuando
la estructura de uniones a priori P es la particion trivial P .

El siguiente teorema establece que, para una regla de bancarrota f concre-
ta, existe una unica regla f-consistente. Este resultado extiende el resultado
de O “Neill en el que la regla de llegadas aleatorias resultaba ser la inica regla
de bancarrota consistente.

Teorema 63 La regla f basada en llegadas aleatorias, RA7, es la tinica regla
f-consistente para problemas de bancarrota con uniones a priori.

Demostracion: Sea f una regla de bancarrota.
Ezistencia.

Primero se verd que la regla f basada en llegadas aleatorias, RA', es
f-consistente. Se sabe que para cada problema de bancarrota (N, FE,c),
RAJ(N,E,c,PY) = f(N,E,c). Por tanto, queda ver que RA/ es consis-
tente. Sea (N, E, ¢, P) una situacién de bancarrota con uniones a priori. Sea
i € Py. Se define E,, E' y E_, como se han definido previamente y sea

E_yy=méx{E_, — > l,0}
teR\{¢}|o(t)<o(k)
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para todos o € II(R), ¢ € R. Entonces,

RAI(N,E,c,P) =1/r1| 3 fz-<Pk,Em<cj)jepk)]

c€ll(R)
= 1/r![(r = )V fi(Pe, E', (¢)jep,)+

> > filPe, E g, (Cj)jePk)]

LeR(F#K o €TI(R\{¢})
= 1/r [fi(Py, £, (¢;)jep, )+

> oy o fi(PmE—z,m(Cj)jePk)]

CeRI#K ) oell(R\{£})
— 11 [RAL (P, ', (¢)jer, PP)+
ZEER, £k RA{(N\Pb méX{E - 057 0}> C—y, 734)] .

Por tanto, al ser RA’ consistente es también f-consistente.
Unicidad.

Ahora se verd que si ¢ es una regla f-consistente para problemas de
bancarrota con uniones a priori entonces ¢ coincide con la regla f basada en
llegadas aleatorias RA/. Esto se demuestra por induccién en el nimero de
uniones. Si 7 = 1 entonces

©(N,E,c,PY) = f(N,E,c) = RA’(N,E, )

por la definicién de f-consistencia. Supéngase que esto se verifica para r =
m — 1. Sir =m, la propiedad de f-consistencia implica que

O(N\ Py, max{E — c;,0},c_s, P_y)

estd totalmente determinado y que, por tanto, se puede concluir que hay una
unica regla f-consistente y que es la regla f basada en llegadas aleatorias. []

Calleja, Borm y Hendrickx (2004) caracterizaron dos reglas de llegadas
aleatorias para situaciones de reparto para varios asuntos usando propiedades
de consistencia que también extienden a la propiedad de consistencia de
O "Neill. Sin embargo, estas propiedades de consistencia en Calleja, Borm y
Hendrickx (2004) consideran una media en el nimero de agentes, mientras
que esta propiedad de consistencia que se introduce en este capitulo con-
sidera una media en el nimero de uniones. Es posible extender esta nueva

109



Capitulo 6. La regla de llegadas aleatorias en problemas de bancarrota con
uniones a priori.

propiedad de consistencia a situaciones de reparto para varios asuntos con-
siderando una media en el nimero de asuntos.

O "Neill (1982) también demostré que la regla de llegadas aleatorias coin-
cide con el valor de Shapley del juego de bancarrota asociado. Owen (1977)
extendi6 el valor de Shapley al contexto de juegos cooperativos con uniones a
priori a través del denominado valor de Owen (que se denota por Ow). El si-
guiente resultado extiende el resultado de O “Neill. Se omite la demostracién
pues sigue una linea andloga a la del anterior teorema.

Teorema 64 Si (N, E, c,P) es una situacion de bancarrota con uniones a
priori, entonces la regla RA basada en llegadas aleatorias coincide con el valor
de Owen del juego de bancarrota asociado con uniones a priori, es decir,

RA®AY(N,E, ¢, P) = Ow(N,vg., P).

De los dos teoremas anteriores se obtiene inmediatamente el siguiente
resultado.

Teorema 65 La tnica regla para problemas de bancarrota con uniones a
priori que satisface la RA-consistencia es el valor de Owen del juego de ban-
carrota con uniones a priori asociado.

Nota: En Winter (1992) y en Hamiache (1999) el valor de Owen se ca-
racterizé axiomdticamente en la clase de juegos cooperativos con uniones a
priori usando dos propiedades diferentes de consistencia. Nétese que en este
capitulo, se ha caracterizado el valor de Owen en la clase de situaciones de
bancarrota con uniones a priori, usando una tercera propiedad de consistencia
que extiende, como se mencioné previamente, a la consistencia de O "Neill
para problemas de bancarrota.

6.3. Conclusiones.

En este capitulo se describieron varios procedimientos basados en la regla
de llegadas aleatorias para problemas de bancarrota clasicos. Se definié una
propiedad de consistencia que caracteriza a uno de esos procedimientos y,
también, aporta una nueva caracterizacion del valor de Owen para una clase
especial de juegos.
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6.3. Conclusiones.

La lfnea natural en la que se puede continuar este trabajo en investiga-
ciones futuras es la de tratar de encontrar propiedades que caractericen el
procedimiento de complecién recursiva, mds eficiente a la hora de aplicarlo
en la préctica por requerir un menor nimero de operaciones.
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Capitulo 7

Aplicaciones de los problemas
de bancarrota con uniones a
priori.

7.1. Aplicaciéon 1: El caso de la Pacific Gas
and FElectric Company.

En este capitulo se aplican las extensiones de la regla igualitaria restringi-
da que surgen de los Capitulos 5 y 6 a una situaciéon de bancarrota particu-
lar. El caso que se presenta es el de un procedimiento de bancarrota en una
compania americana denominada Pacific Gas and Electric Company. Dicha
empresa es una de las mds grandes del sector y combina el aporte de gas
natural y el de electricidad. Debido a los resultados negativos, tal empresa se
sometié a un proceso de reorganizacién bajo lo que se conoce como Capitulo
11 de la ley de bancarrota americana. Los datos que se utilizan provienen de
la Corte de Bancarrota de San Francisco en el afio 2001.

La ley de bancarrota americana trata de hacer los repartos entre los
acreedores siguiendo un procedimiento en el que se utilizan prioridades. En
un principio se puede pensar que esto no se ajusta a nuestra situaciones
de bancarrota con uniones a priori. Sin embargo, a lo largo del proceso de
bancarrota, en alguna de sus etapas se pueden dar tales situaciones. Este es el
caso que se describe, donde en un momento dado del desarrollo del Capitulo
11, aparece la situacién en la que hay que considerar aquellos acreedores que
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estdn sin asegurar y, en ocasiones, se plantea una negociacién que tiene en
cuenta los diferentes tipos de demandas. La ley obliga a dar listados de tales
agentes (por lo menos, aquéllos de demandas méds grandes).

Asi, la siguiente tabla y la Figura 7.1 presentan a los 20 acreedores con
demandas mds grandes sin asegurar. Los datos se obtuvieron de la pagina
web www.bankruptcydata.com. En esta pdgina estan accesibles algunos expe-
dientes de bancarrota de los diferentes tribunales de bancarrota de Estados
Unidos.

# | Naturaleza de la demanda | Demanda ($)
1 | Bonos bancarios 2,207,250,000
2 | Adquisicion de electricidad | 1,966,000,000
3 | Bonos bancarios 1,302,100,000
4 | Adquisicién de electricidad | 1,228,800,000
5 | Bonos bancarios 938,461,000
6 | Bonos bancarios 310,000,000
7 | Adquisicion de electricidad 57,928,385
8 | Adquisicién de electricidad 49,452,611
9 | Adquisicién de electricidad 48,400,572
10 | Adquisicién de electricidad 45,706,378
11 | Adquisicién de electricidad 40,147,245
12 | Adquisicién de electricidad 40,122,073
13 | Adquisicién de electricidad 32,867,878
14 | Adquisicién de gas 29,523,530
15 | Adquisicién de gas 28,210,551
16 | Adquisicién de gas 24,718,334
17 | Adquisicién de gas 23,849,455
18 | Adquisicién de electricidad 22,576,506
19 | Adquisicién de electricidad 21,506,087
20 | Adquisicién de electricidad 19,800,248

Se observa que una de las cualidades que aparece en estos listados es la
naturaleza de las demandas. Parece natural que ésta se tenga en cuenta a la
hora de efectuar los repartos. Aqui se considera que los agentes estdn agru-
pados por la naturaleza de sus demandas. Esto sf responde a una situacion
de bancarrota con uniones a priori.

114



7.1. Aplicacién 1: EI caso de la Pacific Gas and FElectric Company.
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Figura 7.1: Grafico de las demandas de los 20 acreedores no asegurados.

Teniendo en cuenta la tabla anterior, se analiza la situacién considerando
tres uniones: P; = {1, 3,5,6} relacionada con las peticiones en bonos ban-
carios, P, = {2,4,7,8,9,10,11,12,13, 18,19, 20} relacionada con las adquisi-
ciones de electricidad y P; = {14, 15, 16, 17} relacionada con las adquisiciones
de gas natural. El estado total (E) del que se dispone para el reparto es de
$1,060,000,000. Tal estado aparece destinado durante el procedimiento para
cubrir en una primera aproximacién las demandas no aseguradas.

7.1.1. Resultados.

En la siguiente tabla se muestran los resultados obtenidos de aplicar
primero la regla igualitaria restringida sin considerar la estructura de uniones
a priori, CEA. Luego se calculan sus extensiones: CEA , ROCFA y RACFA
utilizando las definiciones de los Capitulos 5 y 6 y un programa de ordenador
denominado BANKARROTA!. Algunas de las cantidades que se presentan

'La aplicacién informatica BANKARROTA es el resultado del proyecto fin de carrera
Una herramienta para problemas de bancarrota: algunas aplicaciones de la teoria de juegos
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en la tabla han sido redondeadas con el fin de facilitar la comparacién de

resultados.
CFEA CFEA RCCEA RACEA
1 195,865,024 | 119,212,266 | 128,070,755 | 128,070,755 | P
2 | 95,865,024 | 52,089,822 | 130,945,276 | 161,514,515 | P
3 195,865,024 | 119,212,266 | 128,070,755 | 128,070,755 | P,
4 | 95,865,024 | 52,089,822 | 130,945,276 | 161,514,515 | P
5 195,865,024 | 119,212,266 | 128,070,755 | 128,070,755 | P,
6 | 95,865,024 | 119,212,266 | 128,070,755 | 128,070,755 | P;
7 | 57,928,385 | 52,089,822 | 36,672,735 | 28,964,192 | P,
8 |49,452,611 | 49,452,611 | 32,968,407 | 24,726,305 | P
9 | 48,400,572 | 48,400,572 | 32,267,048 | 24,200,286 | P
10 | 45,706,378 | 45,706,378 | 30,470,918 | 22,853,189 | P
11 | 40,147,245 | 40,147,245 | 26,764,830 | 20,073,622 | P
12 | 40,122,073 | 40,122,073 | 26,748,048 | 20,061,036 | P»
13 | 32,867,878 | 32,867,878 | 21,911,918 | 16,433,939 | P
14 | 29,523,530 | 29,523,530 | 9,841,176 9,841,176 Ps
15 | 28,210,551 | 28,210,551 | 9,403,517 9,403,517 Ps
16 | 24,718,334 | 24,718,334 | 8,239,444 8,239, 444 Py
17 | 23,849,455 | 23,849,455 | 7,949,818 7,949, 818 Ps
18 | 22,576,506 | 22,576,506 | 15,051,004 | 11,288,253 | P»
19 | 21,506,087 | 21,506,087 | 14,337,391 | 10,753,043 | P»
20 | 19,800,248 | 19,800,248 | 13,200,165 | 9,900,124 P

Repartos que otorgan las diferentes reglas a los 20 agentes.

En la siguiente tabla se reflejan los totales percibidos por cada unién.

Demandas

CEA

CEA

RCCEA

RACEA

4,757,811,000

383,460,098

476,849,065

512,283,021.7

012,283,021.7

3,573,307,083

570,238,032

476,849,065

512,283,021.7

012,283,021.7

106,301,870

106,301,870

106,301,870

35,433,956.65

35,433,956.65

(2002), realizado por Manuel A. Garcia Paz y dirigido por M* Luisa Carpente. (Facultad
de Informética-Universidad de La Coruna).
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7.1. Aplicacién 1: EI caso de la Pacific Gas and FElectric Company.

2500000000
2000000000 -
@ Demandas
1500000000 - ECEA
OCEA_Uniones
1000000000 - ORCCEA
B RACEA
500000000 -
0
1000000000
900000000 -
800000000 -
700000000 - @ Demandas
600000000 - BCEA
500000000 - OCEA_Uniones
400000000 -| ORCCEA
300000000 - BERACEA
200000000 -
100000000 -
0

Figura 7.2: Repartos otorgados por las distintas reglas a los agentes de de-

mandas mayores.
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70000000
60000000 |
50000000 - @ Demandas
40000000 - mCEA
OCEA_Uniones

30000000 - CORCCEA
20000000 - ERACEA
10000000 -

0 i

7 8 9 10 11 12 13
35000000
30000000
25000000 + @ Demandas
20000000 - mCEA
OCEA_Uniones
15000000 - ORCCEA
10000000 - B RACEA
5000000 |
0 i
14 15 16 17 18 19 20

Figura 7.3: Repartos otorgados por las distintas reglas a los agentes de
menores demandas.
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5000000000

4500000000 -

4000000000 -

3500000000 -

3000000000 -

2500000000 -

2000000000 -

1500000000 -

1000000000 -

500000000 -

0 -

RCCEA

RACEA

@P1

mP2

opP3

Figura 7.4: Cantidades totales demandades y percibidas por las uniones de

acreedores segin las distintas reglas de reparto.
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priori.

7.1.2. Comentarios finales.

Con el fin de resumir la informacién que aparece en la tabla, se pueden
resaltar las siguientes conclusiones:

= Las tres reglas que tienen en cuenta las uniones son més favorables

para P} y menos favorables para P, que la regla C'E'A sin uniones. Esto
se debe a que la idea subyacente al reparto igualitario restringido es
que los pequenos acreedores estén protegidos. Asi, es mejor para los
pequenos demandantes en P, ser considerados como acreedores indi-
viduales que formar parte de un grupo. Sin embargo, es mejor para los
grandes demandantes de P; ser considerados como un grupo y no como
acreedores que actian por separado.

La solucién que aporta la regla CEA incrementa la cantidad que ob-
tienen los acreedores relacionados con bonos bancarios mientras que
penaliza a los relacionados con adquisiciones de electricidad con peti-
ciciones més elevadas. El resto de los acreedores permanece igual (si se
compara con la solucién sin tener en cuenta la estructura de uniones).

Teniendo en cuenta, ademés la Figuras 7.2 y 7.3 , se ve que:

s La regla RO“P4 incrementa la cantidad destinada a los acreedores

relacionados con bonos bancarios y a los acreedores relacionados con
adquisiciones de electricidad con peticiciones més elevadas, mientras
que penaliza al resto de los agentes.

AC’EA CC’EA

La regla R aporta lo mismo que la regla R a los acreedores
relacionados con bonos bancarios, incrementa los beneficios para los
acreedores relacionados con adquisiciones de electricidad con petici-
ciones més elevadas y penaliza mds al resto de los acreedores.

La RA“FA resulta peor para la unién Pj, ya que contiene sélo acreedores
con demandas bajas. La cualidad de protecciéon a las demandas més
bajas que tiene la regla igualitaria restringida se ve neutralizada al
tomar medias sobre un conjunto de repartos extremos. Por tanto, con
esta regla los acreedores de menor demanda quedan menos protegidos,
mientras que los de mayor demanda resultan menos perjudicados.

Finalmente, a la vista de las Figuras 7.2, 7.3 y 7.4 se concluye que:
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7.2. Aplicacién 2: El reparto de las cuotas ldcteas en la Unién Europea.

» Las reglas RA“P4 y RCYFA obtienen el mismo resultado total para las
uniones, sin embargo, no son iguales para los miembros de éstas.

7.2. Aplicacion 2: El reparto de las cuotas
lacteas en la Uniéon Europea.

La produccién lactea es una de las actividades econémicas de méas impor-
tancia dentro de las actividades agrarias de la Unién Europea. La produccion
de leche no es uniforme entre los paises miembros, ni mucho menos dentro de
las regiones que los componen. Con el fin de estabilizar el mercado a nivel de
consumo y los precios, la U.E. utiliza desde 1984 el denominado sistema de
“cuotas lacteas”, para mantener la produccién. Este sistema fija la cantidad
maxima de leche que se debe producir en la U.E. y, basdndose en esa cantidad
de referencia, limita la cantidad que puede producir cada estado.

La posicién de los paises intentando mantener su produccién frente al sis-
tema de cuotas, produce una situacién en la que se pueden aplicar los modelos
de bancarrota. Tanto estos modelos como su conexién con la teorfa de juegos,
admiten una amplia interpretacién que abarca cuestiones relacionadas con la
biologia v las ciencias de la salud. Este es el caso de los problemas de asig-
nacién en politica sanitaria (Cuadrds-Moraté y otros (2001)), o el problema
de la regulacién en materia de pesca dentro de la U.E. (Galldstegui y otros
(2002)).

Algunos modelos clésicos de bancarrota y los modelos con uniones a priori
descritos en lo Capitulos 5 y 6 se han aplicado para el estudio de los repartos
de cuotas ldcteas efectuados en la U.E.

En este caso el problema con uniones a priori surge de considerar cada
pafs como unién de sus regiones productoras de leche. Los datos con uniones
sélo se aplican para el caso de Espana, del que disponemos los datos para sus
autonomias.
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Capitulo 7. Aplicaciones de los problemas de bancarrota con uniones a
priori.

7.2.1. Resultados.

En la siguiente tabla se estudia el reparto efectuado en 1999-2000, en
miles de toneladas. De forma similar a como la U.E. hizo en 1984 se ha con-
siderado como referencia la media de produccién de los tres anos anteriores
1996, 1997 y1998. Los célculos se han realizado con un programa de orde-
nador denominado BANKARROTA. Se han calculado las siguientes reglas
de bancarrota clésicas:

= Reparto proporcional (PROP). Es la regla de bancarrota que reparte
el estado total proporcionalmente a las demandas. Dado un problema
(N, E,c)

C;

— FE
> C
j=1

PROP, =

para todo 7 € N.

» Reparto proporcional ajustado (APROP). Esta regla hace un repar-
to proporcional a las demandas, otorgando unos derechos minimos a
cada uno de los agentes (véase, por ejemplo, Curiel y otros (1987) y
Casas-Méndez y otros (2003) para una descripcién detallada). Dado un
problema (N, E, ¢)

APROP; = my(N,E,c)+ PROF(N,E =Y m;(N, E,c),

j=1

min{E — > m;(N,E,c),c—m(N, E,c)})

J=1

para todo ¢ € N, donde m;(N,E,c) = max{E — >  ¢;,0} es el
JEN\{i}
minimo derecho del agente i € N y m(N, E, c) = (m;(N, E, ¢))ien.

» Reparto igualitario restringido (C'EA). Es la regla clésica definida en
el Capitulo 5.

Para el estudio clédsico se suponen que el estado disponible es el total de
la cuota léctea impuesta por la U.E. y las demandas son las producciones
medias. Se han redondeado las cantidades a un tnico decimal para facilitar
las comparaciones.
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7.2. Aplicacién 2: El reparto de las cuotas ldcteas en la Unién Europea.

Paises Pr. media | PROP | APROP | CEA | Cuotas 99/00
Luxemburgo | 265.3 254.2 241 265.3 268
Grecia 768.7 717 679.7 748.7 629.8
Portugal 1810 1733.4 1643.2 1810 1835.5
Finlandia 2448 2344 .4 2222.4 2448 2394.5
Austria 3126.7 2994.3 | 2838.5 3126.7 | 2544
Suecia 3327 3186.1 | 3020.4 3327 3300
Bélgica 3368 3225.4 | 3057.6 3368 3140.7
Dinamarca 4622 4426.3 | 4196 4622 4454.6
Irlanda 5289 5065 4817 5289 5236.6
Espana 6013.7 5759 5541.7 6013.7 | 5457.6
Ttalia 10678 10225.9 | 10206 10678 9698.4
Holanda 10976.4 10508.7 | 10501.6 10976.4 | 10992
Reino Unido | 14719.7 14096.4 | 14247.7 14719.7 | 14374
Francia 24898 23843.7 | 24426 24218.5 | 23794
Alemania 28660.4 27446.8 | 28188.4 28304 27767

En la siguiente tabla se obtienen los correspondientes repartos para las
autonomias espanolas utilizando el modelo de uniones a priori en el que
todos los paifses europeos son ellos mismos una unién y Espana representa
a la unién de sus diecisiete autonomias. El modelo completo con uniones a
priori deberfa contar con los datos de las regiones productoras de leche de
cada pafs europeo, sin embargo no se obtuvieron los datos correspondientes a
los anos de estudio para todos los paises. Las producciones autonémicas que
se han tomado como referencia son las del ano 1998, ya que no se disponia
de los datos de los anos 1996 y 1997 para calcular la produccién media.
Se ha utilizado el procedimiento en dos etapas del Capitulo 5 aplicado a
las diferentes reglas de bancarrota clédsicas consideradas en esta seccion: el
reparto proporcional, el reparto proporcional ajustado y el reparto igualitario
restringido. A las reglas en dos etapas resultantes se las denota por RP, RPA y
RI como extensiones de las reglas PROP, APROP y CEA, respectivamente?.

2El dato de la cuota asignada a Canarias es desconocido.
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priori.
Autonomias Produccién | RP RPA | RI Cuotas 99/00
Andalucia 506 484.6 | 448.7 | 506 421.485
Aragén 65.9 63.1 57.9 65.9 81.796
Asturias 652.5 624.8 | 595.2 | 652.5 [ 598.661
Baleares 111.7 107 98.2 111.7 105.184
Canarias 50.5 48.3 44.4 50.5
Cantabria 539.1 516.2 | 481.8 | 539.1 | 468.524
Castilla-Leén 779.2 746.1 | 721.9 | 779.2 | 775.537
Castilla-La Mancha | 186.4 178.6 | 163.9 | 186.4 | 171.142
Cataluna 648.5 621 591.2 | 648.5 | 556.927
Com.Valenciana 44 42.1 38.7 44 41.102
Extremadura 50 47.9 44 50 41.658
Galicia 1823.2 1745.8 | 1765.9 | 1823.2 | 1670.257
Madrid 82.3 78.8 72.3 82.3 93.139
Murcia 32.9 31.5 28.9 32.9 19.686
Navarra 161.1 154.3 | 141.6 | 161.1 | 158.147
Pais Vasco 257.3 255.9 | 235 257.3 | 236.047
La Rioja 23.1 22.1 20.3 23.1 17.595

Reparto por autonomias utilizando un procedimiento en dos etapas.

En la tabla que figura a continuacién se ha utilizado el procedimiento
de complecién recursiva del Capitulo 5 aplicado a las diferentes reglas de
bancarrota cldsicas consideradas en esta seccién. A las reglas para proble-
mas con uniones a priori resultantes se las vuelve a denotar por RP, RPA y
RI como extensiones de las reglas PROP, APROP y CEA, respectivamente.
Cabe destacar que el reparto igualitario restringido obtenido para el proble-
ma con uniones a priori es el mismo para el procedimiento en dos etapas y
para el procedimiento de complecién recursiva. Esto se debe a que las deman-
das de las autonomias espanolas son muy pequenas en comparacién con las
demandas de los demds pafses europeos y el reparto igualitario restringido
conserva todas las demandas autondémicas. Esta situacion deberfa variar si
se conociesen los datos de las regiones de los distintos paifses de la U.E.

Noétese que no se han calculado los repartos que proporciona el procedi-
miento de llegadas aleatorias para problemas de bancarrota con uniones a
priori descrito en el Capitulo 6 por problemas computacionales, pues se tiene
una unién con 17 agentes y la aplicacion utilizada para el cdlculo de cuotas
soporta un maximo de 10 agentes por unién.
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Autonomias Produccién | RP RPA | RI Cuotas 99/00
Andalucia 506 484.4 | 448.5 | 506 421.485
Aragén 65.9 63 58.3 65.9 81.796
Asturias 652.5 624.5 | 594 652.5 | 598.661
Baleares 111.7 107 98.8 111.7 | 105.184
Canarias 50.5 48.3 44.7 50.5

Cantabria 539.1 516 480.7 | 539.1 | 468.524
Castilla-Leén 779.2 745.8 | 720.7 | 779.2 | 775.537
Castilla-La Mancha | 186.4 178.5 | 165 186.4 | 171.142
Cataluna 648.5 620.7 | 590 648.5 | 556.927
Com.Valenciana 44 42.1 38.9 44 41.102
Extremadura 50 47.9 44.2 50 41.658
Galicia 1823.2 1745.1 | 1764.7 | 1823.2 | 1670.257
Madrid 82.3 78.8 72.8 82.3 93.139
Murcia 32.9 31.5 29.1 32.9 19.686
Navarra 161.1 154.2 | 142.6 | 161.1 | 158.147
Pais Vasco 257.3 255.9 | 236.5 | 257.3 | 236.047
La Rioja 23.1 22.1 20.5 23.1 17.595

Reparto por autonomias utilizando el procedimiento de complecién recursiva.

En la siguiente tabla aparecen los totales obtenidos por Espana en los

distintos repartos anteriormente considerados. Noétese que en el reparto sin
uniones la demanda total de producciéon de Espana es de 6013.7 miles de
toneladas, mientras que en el reparto con uniones la demanda total de Espana
es de 6024 miles de toneladas. Esta diferencia es debido a que en el problema
sin uniones se considera la produccién media en 1996, 1997 y 1998 mientras
que para el problema con uniones sélo se considera la producciéon de 1998.

PROP | APROP | CEA
Repartos sin uniones 5759 5541.7 6013.7
Repartos por el procedimiento en dos etapas 5768 5549.8 6024
Repartos por el procedimiento de complecién recursiva | 5766 5550.3 6024
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priori.

7.2.2. Comentarios finales.

Se pueden citar las siguientes conclusiones:

= En la tabla se observa, por ejemplo, que las cuatro reglas consideradas

otorgan a Austria, Espana, Italia y Francia una cuota superior a la
proporcionada por la U.E. La regla proporcional, la proporcional ajus-
tada y la igualitaria también le otorgan una cuota superior a Grecia.
En parcial concordancia, se sabe que el objetivo de la U.E. es mantener
fijas las cuotas hasta el 31 de marzo de 2006, excepto para cuatro pafses
que la van a incrementar. Estos paises son precisamente Espana, Italia,
Grecia e Irlanda. Se puede observar que Bélgica tiene una produccién
mayor que Suecia y todas las reglas le dan una cuota mayor que a ésta,
sin embargo la U.E. le da a Suecia una cuota mayor.

La regla que més se aproxima al reparto de la U.E., de las que se
consideran, es la proporcional ajustada, esto es, la que garantiza a los
pafses sus derechos minimos de produccién. Véase también la Figura
7.5.

En cuanto a las autonomias, se observa un comportamiento parecido
de las reglas, en el sentido de que, en general, la que mds se aproxima
al sistema de cuotas fijado es la regla proporcional ajustada (extendida
por complecién recursiva). Sin embargo, para algunas autonomias en
concreto se obtienen mejores aproximaciones con los otros repartos.
Este comportamiento se puede observar también en las Figuras 7.6 y
7.7.

Como nota final, se debe resaltar que los problemas de repartos de cuotas
pueden dar lugar a modelos propios de bancarrota temporales en los que se
tenga en cuenta la evolucién histérica de los agentes en el sistema de cuotas.
Esto puede constituir una linea de trabajo futura.
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Figura 7.5: Reparto de cuotas por paises utilizando la regla proporcional y
la proporcional ajustada.
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Figura 7.6: Reparto de cuotas por autonomias utilizando el procedimiento en
dos etapas para extender los repartos cldsicos: el proporcional, el proporcional
ajustado y el igualitario restringido.
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Figura 7.7: Reparto de cuotas por autonomias utilizando el procedimiento
de complecién recursiva para extender los repartos clésicos: el proporcional,
el proporcional ajustado y el igualitario restringido.
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