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Introduccion

La Teoria de Juegos tiene como principal objetivo analizar situaciones en
las que existe un conflicto entre diversos agentes. Estas situaciones incluyen
aquellos juegos que desde siempre se han designado como tales, entre ellos
el ajedrez, el parchis, el poker ..., pero ademds otras situaciones “menos
entretenidas” en las que el conflicto es entre empresas, fuerzas militares,
naciones ...

La primera publicacién sobre teoria de juegos se debe a John von Neu-
mann y Oskar Morgenstern, matematico y economista respectivamente que
con su obra Theory of games and economic behaviour en el ano 1944 plasma-
ron en este libro un estudio sobre el comportamiento de los agentes en situa-
ciones econdmicas. Desde este ano han aparecido numerosas publicaciones
en este campo. En el ano 1994 se reconoce su importancia con la concesion
del premio Nobel de Economia a tres reconocidos tedricos de juegos, John
F. Nash, Reinhard Selten y John C. Harsanyi por sus contribuciones a la
teoria de juegos no cooperativos.

La teoria de juegos analiza las situaciones desde dos perspectivas distin-
tas, aquellas en las que los jugadores no disponen de mecanismos para tomar
acuerdos vinculantes, también llamados juegos no cooperativos y aquellas
situaciones en las que los jugadores si disponen de estos mecanismos, los
conocidos como juegos cooperativos. El estudio de una situacién conflictiva
y su analisis mediante la teoria de juegos no cooperativos permite que cada
agente obtenga las “mejores estrategias” adaptadas a cada situaciéon. La
posibilidad de la cooperacién permite a los agentes coordinar sus estrate-
gias para conseguir la mayor utilidad posible. El hecho de que los agentes
cooperen depende de las habilidades y de las interrelaciones entre ellos. Es
frecuente encontrar situaciones conflictivas en las que los agentes ademas de
coordinarse para maximizar la utilidad total que pueden conseguir también
se coordinen en grupos (coaliciones). En estas situaciones el sentido de la
cooperacion es mas amplio. Estos juegos son conocidos como juegos coope-
rativos en forma caracteristica. En ellos nos centraremos en la mayor parte
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8 Indice General

de esta tesis.

Dentro de los juegos cooperativos podemos encontrar situaciones en las
que la utilidad que consiguen los agentes se puede transferir de cualquier
modo entre ellos, y situaciones en las que la utilidad no se puede transferir
de cualquier modo y estd sujeta a las restricciones del problema. Siguiendo
este criterio los juegos cooperativos se clasifican en juegos TU o juegos con
utilidad transferible y juegos NTU o juegos sin utilidad transferible.

Esta tesis ha sido estructurada de modo cronolégico en su desarrollo
en tres capitulos. En los capitulos 1 y 3 estudiaremos problemas que dan
lugar a juegos cooperativos TU y en el capitulo 2 se plantea un problema
que origina un juego NTU. Los problemas que aqui se plantean tienen en
comun que en todas las situaciones que se describen el orden es un elemento
inherente al problema y no se puede desvincular del mismo. Analizaremos
brevemente en esta somera introduccién el caracter intrinseco del orden en
las situaciones que describimos y los principales temas que tratamos.

El primer capitulo versa sobre valores para juegos en forma caracteristica
generalizada; es decir, aquellos juegos cooperativos con utilidad transferible
en los que el orden de formacion de la coaliciéon determina la utilidad que
ésta puede alcanzar. En estos juegos los agentes no controlan el orden de
formacién de las coaliciones y es por tanto de interés disponer de un valor
que mida la utilidad esperada en el juego teniendo en cuenta la funcién ca-
racteristica asociada. Es bien conocida la importancia del valor de Shapley
(1953b) en juegos en forma caracteristica. Nowak y Rakzik (1994) propo-
nen una generalizacién del valor de Shapley para funciones caracteristicas
generalizadas y aqui se propone otra generalizacién para el valor de Shapley.
Diversos ejemplos, interpretaciones heuristicas, propiedades, caracterizacio-
nes y aplicaciones de estos dos valores son analizados y comparados.

En determinadas ocasiones en juegos cooperativos con utilidad trans-
ferible existen elementos externos a la funcién caracteristica que debemos
considerar si queremos definir un valor que reparta la utilidad de un modo
razonable. Pensemos por ejemplo que inicialmente los agentes pueden no
ser simétricos, o bien se parte de una estructura inicial en la que jugado-
res afines se coaligan, o bien existen restricciones en la comunicacién. En
la literatura nos encontramos con multiples trabajos que estudian estas si-
tuaciones modificando adecuadamente el valor de Shapley. Kalai y Samet
(1987) introducen los valores ponderados que proporcionan repartos de la
utilidad considerando que los jugadores pueden no ser simétricos inicial-
mente. Owen (1977) propone una modificacién del valor de Shapley si los
jugadores forman coaliciones a priori. Myerson (1977) estudia otra modifi-
cacién del valor de Shapley para situaciones en las que los jugadores estan
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sujetos a restricciones en la comunicacién que viene modelizada mediante
un grafo. En este primer capitulo estudiamos y generalizamos al conjunto
de las funciones caracteristicas generalizadas los valores ponderados y los
valores coalicionales. Ademds utilizamos las ideas de Myerson para definir
un valor cuando hay restricciones en la comunicacién que viene modelizada
mediante un grafo orientado.

En los juegos en forma caracteristica generalizada los agentes no contro-
lan el orden en el que entran a formar parte de una coalicién, y por tanto, los
valores que se exponen en este capitulo deben entenderse como unos valores
estimados de las posibilidades que cada jugador tiene en el juego. Si los dis-
tintos agentes pudieran controlar el orden, surge de manera natural el dar
una perspectiva no cooperativa de este problema y decidir qué estrategias
son mejores para los jugadores. Aqui incluimos un primer andlisis de un
modelo no cooperativo que trata de resolver esta cuestion.

En el segundo capitulo el orden también estd presente en la estructura
del problema, aunque en esta ocasién viene dado desde un principio. Un
problema PERT consiste en la realizacion de un proyecto que supone llevar
a cabo una serie de actividades en un orden fijo. El PERT es un método de
planificacion de proyectos que nos indica qué actividades son mas urgentes;
es decir aquellas que si se demoran producen un retraso en la finalizacion del
proyecto. Ademas para el resto de las actividades nos da unos intervalos de
tiempo en los que se debe realizar cada actividad. Por tanto, algunas acti-
vidades pueden consumir algiin tiempo extra sin que se demore el proyecto.
El objetivo de este capitulo es distribuir este tiempo extra entre las distintas
actividades. Para ello se introducen los juegos PERT que se corresponden
con juegos cooperativos NTU. Una funcién caracteristica NTU nos permi-
te describir de manera adecuada el tiempo que podria ser asignado a los
jugadores de cada coalicién teniendo en cuenta todas las restricciones que
intervienen en el problema. La teoria de juegos proporciona, como ya hemos
comentado, modos de reparto de la utilidad total que se pueden garantizar
los jugadores. Hemos estudiado conceptos de solucién estables clasicos como
son el nicleo y el nicleo fuerte. También hemos adaptado reglas de reparto
inspiradas en las dadas para los problemas de bancarrota, entre ellas la solu-
cion de igual ganancia, la solucion de igual pérdida, la soluciéon proporcional
y la solucion proporcional ajustada. Estas soluciones puntuales se encuen-
tran en la frontera débil de Pareto y son caracterizadas axiomdaticamente y
comparadas en diversos ejemplos. Ademds extendemos estas soluciones a la
frontera fuerte de Pareto que se encuentra en el niicleo del juego NTU.
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Mostramos también en este segundo capitulo posibles aplicaciones a pro-
blemas reales. Ambos se basan en distribuir los costes originados por los
retrasos en la ejecucién de un proyecto.

En el capitulo 3 un problema de optimizacién es analizado desde la pers-
pectiva de la teoria de juegos. Una situacién de secuenciacién consiste en la
realizacion de una serie de tareas en una méaquina que inicialmente vienen
dadas en un orden inicial. Curiel et al. (1989) introducen los juegos de
secuenciacion asociados a situaciones de secuenciacion en las que la funcién
de costes es lineal en el tiempo de finalizaciéon. El cambiar la posicién de las
tareas puede producir reducciones en el coste asociado al orden inicial. De
nuevo, la teoria de juegos proporciona mecanismos para repartir la utilidad
alcanzada por la gran coalicién si ésta decide cooperar. Aqui planteamos
el estudio de un problema de secuenciaciéon con fechas limite. Estas fechas
limite nos indican que si una tarea se lleva a cabo después de cierto tiempo
se incurre en un coste. En este capitulo estudiamos dos funciones de coste
diferentes que no son lineales en el tiempo de finalizacién de las tareas. De
este modo asociamos a cada situacion de secuenciacién con fechas limite un
juego de secuenciacion y analizamos algunas propiedades; en concreto estos
juegos son equilibrados, mondtonos y superaditivos. La mayor parte del
capitulo se centra en el andlisis de la propiedad de convexidad. Los juegos
de secuenciacion asociados a situaciones de secuenciacion donde la funcién
de costes es lineal en el tiempo de finalizacién son convexos y han sido am-
pliamente estudiados en la literatura. Cuando la funcién de costes no es
lineal, la propiedad de convexidad se pierde en general y aqui se presenta
un estudio exhaustivo para las funciones de coste que se consideran. En al-
gunos casos particulares los juegos asociados son convexos y en otros casos
con diversos ejemplos se pone de manifiesto que no lo son. Una de las prin-
cipales aportaciones consiste en la significativa reduccién de las condiciones
que necesitan ser verificadas para probar la convexidad de estos juegos.

Es comin a todos los capitulos una tltima seccion en la que se puede
encontrar un resumen de los principales resultados obtenidos, asi como una
serie de problemas que se pretenden abordar préximamente.
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Notacion y conceptos previos

Introducimos en este epigrafe la notaciéon empleada a lo largo de toda la me-
moria junto con aquellos conceptos de teoria de juegos que seran utilizados
en los diferentes capitulos.

Dado un conjunto finito NV :

|N| = n denotara el cardinal del conjunto N, es decir, el nimero de
elementos del conjunto N.

e [I(N) = H(N) denotard el conjunto de permutaciones de N, es decir,

II(N)={oc|o: N — N biyectiva}

2N denotara el conjunto de partes de N, es decir,

2N = {S|Sc N}.

e Si S C N, denotaremos N\S = S¢ al complementario de S. Por abuso
de notacién designaremos N\ {i} mediante N \i.

Dados z = (z1, ..., Zn), (Y1, -, Yn) € IR", A€ IR y ) # S C N definimos
xs = (zi)ies € IR® siendo:

* T+ ys = (Ti+ Yi)ies

o T\;A = (1,22, e, Ti—1, A\, Tt 1, ovey T)

e Diremos que xg = yg si x; = y; para todo i € S.

e Diremos que g < yg si x; < y; para todo i € S.

e Diremos que zg < yg si x; < y; para todo 7 € S.

e Ademas 1g € IR" denota el vector tal que (1g), =1sii € S,y (1g), =

Osiiés.

Si b € IR denotaremos [b], = max {b,0}.

Dada una permutacién o € II(N) e i € N,denotaremos por P(o,i) al
conjunto de predecesores de i en el orden dado por ¢ y por F(o,1%) al conjunto
de seguidores de 7 en el orden dado por ¢. Formalmente,
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Plo,i) = {jeN |o(j) <o(i)}
Flo,i) = {jeN [ o(j)>a(i)}.

Un juego cooperativo con utilidad transferible o juego TU es un par (N, v)
donde N representa el conjunto finito de jugadores y v es una funcién ca-
racterfstica (v : 2V — IR) que asocia a cada S € 2V un nimero real v(S),
siendo v()) = 0. Cada subconjunto S del conjunto de jugadores N se deno-
mina coalicion y v(S) es su valor. A menudo identificaremos un juego TU
(N, v) con su funcién caracteristica v.

Dado S C N se define el juego de unanimidad de la coalicién S, (N, ug),
donde para cada T C N la funcién caracteristica viene dada por

1 siScT
us(T) = { 0 en otro caso

Una coalicién T' con ug(T) = 1 se llama coalicién ganadora, y una coalicién
T con ug(T) = 0 se denomina perdedora. Por tanto en el juego de unanimi-
dad de la coalicién S las coaliciones ganadoras son aquellas que contienen a
S.

Un juego TU (N, v) es superaditivo si para cada par de coaliciones S, T €
2N tal que SNT = () se verifica que

v(SUT) > v(S) 4+ v(T).

Un juego TU (N, v) es convexo si para cada par de coaliciones S, T € 2V
se verifica que

v(SUT)+v(SNT) > v(S)+v(T).

Equivalentemente, un juego cooperativo es convexo si y sélo si para todo
i € N y para toda coalicion T'C S C N\ {i}

v(SU{i}) —v(S) = v(T'U{i}) —o(T).

En los juegos convexos la contribucién marginal de un jugador a una coali-
cién S es mayor que la contribucién marginal que puede obtener si se une a
cualquiera subcoalicién de S.
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El nicleo (Gillies (1953)) del juego (N, v) es el conjunto

C(N,v) = {x € IR" | Zmz =v(N)y sz > v(S) para todo S € ZN}.
1eEN i€S

Si la utilidad que consiguen los jugadores de la gran coalicién N se divide de
acuerdo a un elemento del nicleo, ninguna coalicién tiene incentivos de no

formar la gran coalicién dado que la cantidad total que se reparten, > x;,
€S

es al menos v(5), es decir, la utilidad que conseguirian por ellos mismos. El

nicleo de un juego puede ser vacio o contener demasiados elementos. Los

juegos convexos tienen nicleo no vacio. El conjunto de juegos TU que tienen

nucleo no vacio coincide con la clase de juegos equilibrados.
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Capitulo 1

Valores para juegos en forma
caracteristica generalizada

En juegos cooperativos con utilidad transferible o juegos TU, la utilidad que
pueden conseguir los miembros de una coalicién S viene definida mediante
la funcién caracteristica. Dada una coalicién S, v(S) nos da el valor que
pueden garantizarse los miembros de la coalicion S si deciden cooperar,
independientemente de lo que hagan los miembros de N\ S. Shapley (1953b)
proporcioné una regla de reparto justa entre los jugadores, el bien conocido
valor de Shapley.

Si pensamos la formacién de una coalicién S como un proceso secuencial,
la utilidad que pueden conseguir los miembros de S puede depender del
orden de formacién de la coalicién. Esto da lugar a juegos en los que la
funcién caracteristica viene definida en todos los posibles érdenes de las
coaliciones. Estos juegos fueron introducidos en Nowak y Radzik (1994) y
denominados juegos en forma caracteristica generalizada (abreviadamente
los denominaremos juegos en f.c.g.).

Pensemos por ejemplo en la formacién de la Comunidad Econémica Eu-
ropea como un proceso secuencial; es claro que los acuerdos llevados a cabo
entre los paises que integran la comunidad dependen sustancialmente del
orden en que se ha formado la CEE, es decir, la utilidad total que alcan-
zan los paises (acuerdos a los que llegan) depende del orden en que se han
incorporado los paises a dicha comunidad. Aunque este tipo de situaciones
resultan muy dificiles de modelizar en la préctica, sirven para justificar que
el orden de incorporacién a la coalicién debe ser un factor a tener en cuenta
en determinadas situaciones, sobre todo para tener una primera idea de las
posibilidades de cada jugador antes de que comience el juego.

15



16 Capitulo 1. Valores para juegos en f.c.g.

Los pioneros en estudiar estos juegos fueron Nowak y Radzik (1994)
quienes introducen el modelo y dan una generalizacion del valor de Shapley
para este tipo de juegos. Van der Laan et al. (1994) consideran juegos
cooperativos NTU o juegos sin utilidad transferible en los cuales el conjunto
de pagos de una coalicién S esta definido en todos los posibles 6rdenes de la
coalicién y estudian condiciones para que el nticleo del juego sea no vacio.

En este capitulo se presentardn nuevos resultados para juegos TU en
forma caracteristica generalizada. En una primera seccién se introducen los
juegos en forma caracteristica generalizada, la segunda seccién estd basada
en el articulo de Sdnchez y Bergantinos (1997) en el que se introduce un nue-
vo valor para estos juegos que generaliza al valor de Shapley en juegos TU.
Al igual que hizo Shapley estudiamos a continuacién los valores ponderados
para este tipo de juegos. La seccién 1.4 basada en Sénchez y Bergantinos
(1999) estudia valores coalicionales a partir de las dos extensiones del valor
de Shapley que se consideran. En la seccion 1.5 se da una aproximacién no
cooperativa para tratar de discernir de una manera aceptable cuales son los
mejores ordenes en el caso de que los agentes involucrados pudiesen elegir el
orden de cooperacién. Y por ultimo el capitulo termina con dos aplicacio-
nes de los juegos en forma caracteristica generalizada y un resumen de las
principales conclusiones que se han obtenido.

1.1 Juegos en forma caracteristica
generalizada

1.1.1 Definiciones y conceptos basicos

Dado un conjunto finito N de jugadores y una coalicién S € 2V\() denotare-
mos por H(S) el conjunto de todas las posibles ordenaciones de la coalicién
S siendo H () = {#}. A los elementos de H(S) (S € 2V) les llamaremos
coaliciones ordenadas. Sea () el conjunto de todas las posibles ordenaciones
de todas las coaliciones de N, es decir, Q@ = {T' € H(S) | S € 2V}.

Un juego en forma caracteristica genereralizada es un par (N, v) donde
N es el conjunto de jugadores y v es una funcién (v : 2 — IR) que asigna a
cada T € H(S), S € 2V, un nimero real v(T) siendo v() = 0.

Para cada coalicién ordenada T, v(T') representa la utilidad que los ju-
gadores de T pueden garantizarse si la coalicién ha sido formada siguiendo
el orden de 7.

Denotaremos por I'g el conjunto de juegos donde v es constante en H (S)
para cada S € 2V, es decir, los juegos cooperativos con utilidad transfe-
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rible, o juegos TU, y por I' al conjunto de juegos en forma caracteristica
generalizada.

Fijado T = (i1,...,3t) € Q, i ¢ T,y h € {1,....,t + 1}, (T,i") denotard la
coalicion (i1, ..., in_1,4,1h, ..., 1¢), (T,i) = (T,i**1). Designaremos mediante
(T'\ip) ala coaliciOn (i1, ..., ih—1, k41, -y it)-

En juegos en forma caracteristica generalizada existen diversas formas
de definir un juego de unanimidad.

Sea T = (t1,...,t:) € Q. Nowak y Radzik (1994) definen para cada R € Q

1 siRee(T)
0 en otro caso

ur(R) = { (1.1)

donde
e(T)={ReQtal que R = (T1, .., Tt, Tt41, ...y Tp), cON T =t VE < t}

es decir, una coalicién ordenada R es ganadora si contiene a la coalicion
ordenada T en sus primeros ¢ términos.

Fijada T € Q, Sanchez y Bergantinios (1997) definen para cada coalicién
ordenada R el siguiente juego de unanimidad

1 si T=R/T

wr(R) = { 0 en otro caso (1.2)

donde R /T es la coalicién ordenada que se obtiene al restringir R a los
jugadores de T, es decir una coaliciéon ordenada R es ganadora si contiene a
los miembros de Ty ademas el orden inducido al restringir R a T es el dado
por T.

Dados v,w € T' 'y a € IR, definimos (v + w)(T) = v(T) + w(T) y
(a)(T) = av(T) para cada T € Q).

Un valor en I' es una aplicacién ¢ : I' — IR™.

Trabajaremos con juegos 0-normalizados, es decir, juegos donde v(i) =
0 para cada i € N. Si el juego (NV,v) no fuera 0-normalizado conside-

rarfamos el juego (NN, vg) siendo vp(S) = v(S) — > v(i) para todo S C N, y
€S
entonces ¢;(N,v) = ¢;(N,vg) + v(i) para todo i € N.

1.1.2 El valor de Shapley en juegos TU

Dado un juego con utilidad transferible (N,v), Shapley (1953b) propuso
como reparto el bien conocido valor de Shapley que axiomatizé utilizando
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propiedades de eficiencia, jugador nulo, simetria y aditividad. Analizaremos
la formulacién de estas propiedades junto con su significado. Previamente
damos dos definiciones.

Diremos que @ € N es un jugador nulo en el juego (N,v) si para cada

S c N\ {:}
v(SU{i}) =v(9).

Diremos que i,j € N son jugadores simétricos en el juego (N, v) si para
cada S C N\ {i,j}

v(SU{i}) =v(SU{j}).

Sea ¢ un valor en I'y. Diremos que ¢ satisface:

e FEficiencia si para cada (N, v) € I'y
n
Y @il 0) = u(N).
i=1

e Jugador nulo si para cada (N,v) € I'g e i jugador nulo

@i(Nﬂ)) =0.

e Simetria si para cada (N,v) € Iy y para cada par de jugadores
simétricos i,7 € N

Qoz(Na U) = @](Na ’U).
o Aditividad si dados (N,v), (N,w) € T'g

o(N,v+w) = @o(N,v) + p(N,w).

El significado de estas propiedades es claro; la propiedad de eficiencia
nos indica que la suma de las asignaciones que reciben todos los jugadores
ha de coincidir con el valor de la coalicién total, la propiedad de jugador
nulo establece que si un jugador no realiza aportacién a ninguna coalicion
entonces no debe recibir asignacién alguna, la propiedad de simetria nos
dice que si dos jugadores son intercambiables en el juego deben recibir el
mismo pago, y la propiedad de aditividad indica que el pago que reciben los



1.1. Juegos en f.c.g. 19

jugadores en un juego es igual a la suma de los pagos que recibirian si el
juego se dividiera en dos juegos.

Shapley (1953b) probé que existe un unico valor Sh en I'g satisfaciendo
las propiedades anteriores, y se puede expresar de la siguiente forma:

Shi(N,v) = Z W(U(S U{i}) —v(S)) paracada i € N.

SCN\¢

Esta expresion puede ser reescrita de la siguiente manera:

Shi(N,0) =~ 3 w0 ((Plo,i) U{i}) — o(P(o,).

v o€Il(N)

La anterior expresion del valor de Shapley la podemos interpretar de la
siguiente forma. Supongamos que los jugadores van llegando a un lugar de
modo aleatorio, y al llegar cada jugador recibe como utilidad la aportaciéon
marginal a los jugadores que ya estaban presentes; el valor de Shapley se
puede ver como el vector de utilidades esperadas de los jugadores bajo este
procedimiento.

1.1.3 Una generalizacién del valor de Shapley

Nowak y Radzik (1994) introducen axiomaticamente un valor ¢ en I'. Cuan-
do este valor es restringido a aquellos juegos en los que la funcién carac-
teristica es constante en todos los érdenes, i.e., los juegos TU clésicos, co-
incide con el valor de Shapley.

Definicién 1.1 (Nowak y Radzik (1994)) Un jugador i es un jugador
nulo* en el juego (N, v) si para cada coalicion ordenada T €  tal que i ¢ T,
se tiene que v((T,1)) = v(T).

Esta definicién generaliza el concepto de jugador nulo en juegos TU.

Para caracterizar su valor Nowak y Radzik utilizan los siguientes axio-
mas:

Sea @ un valor en I'. Diremos que ¢ satisface:

(EF) Eficiencia si para cada juego (N,v) € T,

SN = ),

iEN " TeH(N)

(JN*) Jugador nulo* si para cada (N,v) € I' e i jugador nulo*,
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QO’L(Na U) =0.
(AD) Aditividad si dados (N, v), (N,w) € T" entonces
PN, v+ w) = p(N,v) + ¢(N, w).

Un reparto eficiente en juegos TU supone distribuir la utilidad que con-
siguen el total de jugadores entre ellos. En juegos en forma caracteristica
generalizada tenemos n! utilidades distintas que puede conseguir la coalicién
total segin el orden en que se forme. Si suponemos que los jugadores no
controlan el orden, parece intuitivo que la suma de los valores conseguidos
por los jugadores sea el valor esperado de los distintos 6rdenes. El axioma
JN* otorga reparto cero a los jugadores nulos. El axioma AD es el axioma
clasico de aditividad.

En juegos TU estos axiomas coinciden con los axiomas clasicos de eficiencia,
jugador nulo y aditividad.

Teorema 1.1 (Nowak y Radzik, 1994) Existe un unico valor ¢ en I'
satisfaciendo los axiomas EF, JN* y AD, y tiene la forma siguiente:

s = Y 2 PR @) oy,

SCN\iTeH(S)

donde (N,v) €T, ei e N.

1.1.4 Ejemplos

En esta seccidon presentamos dos ejemplos en los que el valor de Nowak y
Radzik proporciona repartos nada intuitivos en determinados juegos, discu-
tiendo cudl serfa la solucién mas adecuada.

Ejemplo 1.1 Consideremos el siguiente juego en forma caracteristica
generalizada siendo N = {1,2, 3}

o(T) = 1 siT=(1,2,3)
v(T') = 0 paratodo T € Q\(1,2,3).
En este juego, los jugadores consiguen en el orden (1,2, 3) una unidad de

utilidad, mientras que en cualquier otro orden no consiguen ninguna utilidad.
A simple vista, parece intuitivo que los tres jugadores son necesarios para
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conseguir el maximo beneficio, e incluso que los tres hacen falta de la misma
forma (cada uno ocupando la posicién adecuada).

Si atendemos a la definicién dada por Nowak y Radzik de jugador nu-
lo, vemos que los jugadores 1 y 2 son nulos. Esto nos da un reparto
¥(v) = (0,0,0.167). Por lo anteriormente expuesto, parece mas intuitivo
la distribucién (0.056,0.056,0.056), donde ahora los jugadores 1y 2 no son
nulos.

Ejemplo 1.2 Un vendedor desea vender dos productos y dos compra-
dores estan interesados en su adquisicién, valorandolos en 0.5 unidades cada
uno. Consideramos que el jugador 1 representa al vendedor y los jugadores
2y 3 son los compradores.

La utilidad conseguida por el orden (1,2,3) se interpretarfa de la siguiente
manera: primero llega el vendedor al mercado y pone a la venta ambos
productos, a continuacién llega un comprador (el jugador 2) y compra un
producto (a precio ), y después aparece otro comprador (el jugador 3) y
compra el otro producto (a precio y).

En el orden (2,1,3) primero llegaria un comprador y al no haber produc-
tos a la venta, se irfa; a continuacién llegaria el vendedor y luego el otro
comprador que le compraria un producto a un precio y.

Esta situacion darfa lugar al siguiente juego en forma caracteristica ge-
neralizada. El conjunto de jugadores serfa N = {1,2,3}, la utilidad que
conseguirian los jugadores en el orden (1,2,3) seria igual a v(1,2,3) =
r+y+05—2x+4+05—y =1, y de manera analoga se formaria el valor
asociado a cada coaliciéon ordenada que presentamos a continuacién

v(1,2,3) =1  v(1,2)=05

v(1,3,2) =1  v(2,1)=0 B
v(2,1,3) =05 v(1,3)=0.5 ”(?:%
v(2,3,1) =0 v(3,1)=0 ”(3) 0
v(3.1,2) =05 v23 =0 ‘B
v(3,2,1) =0  v(3,2)=0

Con esta funcién caracteristica el vendedor es un jugador nulo*y los
compradores son simétricos. Por lo tanto, el valor de Nowak y Radzik daria
el reparto (0,0.25,0.25). Teniendo en cuenta que los jugadores 2 y 3 son
simétricos y que el valor obtenido por estos dos jugadores es 0 en cualquier
orden en el que sélo estan ellos dos, la importancia del jugador 1 (el ven-
dedor) se hace evidente y desde luego esto no se ve reflejado en el reparto
propuesto. En esta situacién lo més natural parece que cuando el vendedor
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venda alguno de sus productos lo haga a 0.25 unidades cada uno, con lo cual
lo més razonable seria dar el reparto (0.25,0.125,0.125).

Estos dos ejemplos ponen de manifiesto la asimetria de este valor. Esto
nos lleva a intentar dar una generalizacion del valor de Shapley que trate a
los jugadores de una manera mas simétrica.

1.2 Un nuevo valor de Shapley

Hemos visto en la seccién 1.1.2 que Shapley axiomatiz6 su valor utilizando
los axiomas de eficiencia, simetria, jugador nulo y aditividad. Nowak y Rad-
zik extendieron este valor para juegos en forma caracteristica generalizada
modificando el axioma de eficiencia y el de jugador nulo, prescindieron del
de simetria y utilizaron aditividad. Teniendo en cuenta que los jugadores no
controlan el orden de juego, y suponiendo que todos los 6rdenes son equi-
probables, el axioma de eficiencia parece claro. No lo es tanto el axioma de
jugador nulo por los ejemplos anteriormente expuestos ( los jugadores 1 y 2
no parecen ser jugadores nulos en el ejemplo 1.1 y el vendedor tampoco en
el ejemplo 1.2), lo cual nos lleva a introducir un nuevo concepto de jugador
nulo.

Definicién 1.2 Un jugador i es un jugador nulo en el juego (N,v) si
para cada coalicion ordenada T € Q) tal que i ¢ T, se tiene que

v ((T, zh)> =v(T) para todo h =1,....,t + 1.

Un jugador es nulo si el valor de cualquier coalicién no se ve afectado
por la presencia del jugador ¢, cualquiera que sea el lugar que ocupa en la
ordenacion.

Esta definicion generaliza el concepto de jugador nulo en juegos TU.

Es trivial comprobar que si ¢ es un jugador nulo entonces i es un jugador
nulo*. Sin embargo el reciproco es falso como se puede comprobar en el
ejemplo 1.1 dado que los jugadores 1 y 2 son jugadores nulos® y sin embargo
no son jugadores nulos. Lo mismo ocurre con el vendedor en el ejemplo 1.2.

A continuacién definiremos el concepto de simetria que usaremos mé&s
adelante.

Definicién 1.3 Dos jugadores i,j son simétricos en el juego (N,v) € I’
si para cada coalicion ordenada T € Q tal que i,j ¢ T se tiene que
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u(T, ih) = U(T,jh) para todo h =1,...,t+ 1.

Dos jugadores son simétricos cuando son intercambiables en cualquier
posicién sin alterar el valor de la coalicion.

Esta definicion generaliza el concepto de jugadores simétricos en juegos
TU.

En el ejemplo 1.1 los tres jugadores son simétricos y en el ejemplo 1.2 lo
son los dos compradores.

Consideremos nuevos axiomas. Sea ¢ un valor en I'. Diremos que ¢
satisface:

(JN) Jugador nulo si para cada (N,v) € I' e i jugador nulo

(pi(N7U) =0.

(SI) Simetria si para cada (N,v) € I' y para cada par de jugadores
simétricos i,7 € N

(pz‘(N7v) - on(va)'

Estos axiomas generalizan los axiomas de jugador nulo y simetria existentes
en juegos TU.

El siguiente teorema proporciona una caracterizacién axiomatica de un
nuevo valor que se introduce para juegos en forma caracteristica generaliza-
da.

Teorema 1.2 Existe un unico valor ¢ en I' satisfaciendo EF, JN, AD
y SI y se expresa de la siguiente forma:

Z Z (n—?) _t (v(T) —v(T\i)) para todo i€ N.

IESCN TeH(S

(1.3)
Otra forma de expresarlo es la siguiente:
t+1
Z Z Z nl(t + 1 (U(T’l) U(T)> para todo ¢ € N.

SCN\iT€H(S
(1.4)
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La demostracion de este teorema se realiza siguiendo las lineas de Sha-
pley (1953b). Previamente daremos dos lemas; el primero proporciona dos
descomposiciones de un juego en forma caracteristica generalizada en fun-
cién de los juegos de unanimidad descritos en (1.1) y (1.2).

Lema 1.1 a) Para cada (N,v) € I, v = > Apur donde para T =
TeR
(ih "'7it) € Q?
Ar = v(T) — v(T\iy).

b) Para cada (N,v) €T, v =3 cpwr donde para cada T € €,
Te

er= Y (=1)"u(R).
R=T /R

Demostracion.
a) Se puede ver en Nowak y Radzik (1994).
b) Sea U € 2. Entonces

Serur®) = Y| Y )@ | wr ()

TeN TeQ \R=T/R

= Y [ X cnrrum)

T=U/T \R=T /R

= > Y. D)) u(R)

R=U/R \T=U/T,R=T/R

B

R=U/R \t=r

u
Como tz (4=)(=1)"" vale 1 si u =17y 0 si u# r concluimos que
=r

Z crwr(U) =v(U). m

TeQ

El siguiente lema nos indica cémo reparte un valor eficiente que satisfa-
ga los axiomas de jugador nulo y simetria en el conjunto de los juegos de
unanimidad definidos en (1.2).
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Lema 1.2 Fijado T €, si ¢ satisface EF, JN y SI, entonces

1 .
0i(N, wr) = r si 1e€T ‘
0 si i¢T

Demostracion.

Sii ¢ T, ies un jugador nulo y por JN, ¢;(N,wr) = 0. Aplicando EF
obtenemos

Z%‘(N,UJT) :% Z wr(R) = % =

iEN " REH(N)

Como todos los jugadores de T son simétricos, aplicando SI obtenemos

Nota 1.1 De manera analoga se prueba que dado « € IR,

r . .
0 si i¢T
A partir de estos dos lemas procedemos a la demostracién del teorema 1.2.

Demostracién del teorema 1.2.

Se prueba facilmente que ¢ satisface los axiomas EF, JN, AD y SI. Pro-
bemos a continuacién la unicidad del valor. Utilizando los lemas 1.1 b), 1.2
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y el axioma AD obtenemos

@i(N,v) = ZCT%(N,?UT)
T
> ey
i€ETEN L%
1 t—r
= 2wl 2 v
ISINSY) R=T/R

— Z Z (—1)'5*7"% v(R)

ReQ \ieTeQ, R=T/R

= > > %T’ (T") — v(T"\i)) .

t€eSCNT'eH(S

, 1
donde v,;(T") = > (-1 .
ieTeQ T'=T)T" it
Con algunos céalculos adicionales obtenemos

n /

’ . n—t t' t—t! 1

(1) = Z<t_t/>ﬁ(_1) tlt
t=t'

n—t t t/l
- t"z(t—t’> t
t=t’
1 = 1))(n— ).
! n!
(n—t)!
t'n!

y por tanto para cada i € N

= > Z (0(T") = v(T\i)) = ¢;(N,v). m

1€SCN T'eH(S

Nota 1.2 Ningin axioma del anterior teorema es redundante.

e Eficiencia no es redundante.
@ = 2¢ verifica JN, AD y SI.

e Jugador nulo no es redundante.
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Sea para cada i € N, ¢;(N,v) = ————— ¢ satisface EF, AD y
n
SI.

e Aditividad no es redundante.

Sea D el conjunto de jugadores nulos de (N, v), y definamos

At o(T)
TeH(N)

gOi(N,’U): T si ZGN\D

0 si 1€D

Facilmente se comprueba que ¢ satisface EF, JN y SI. Claramente no co-
incide con ¢, pero ademds comprobamos que no verifica AD. Consideremos
w(13) Y W(12), entonces

wazy(T) = { 1 si T e{(13),(132),(123), (213)}

0 en otro caso

wiigy(T) :{ (1) si T'e {(ef),o(tlri?’),cgls?f),(312)}

2 si T e {(132), (123)}
(was) +wa)(T) =4 1 si Te{(213),(312),(1,3),(1,2)}
0

en otro caso

(N, wagy +waz) = (0.33,0.33,0.33)
o(N,waz)) = (0.25,0,0.25)
o(N,w1z) = (0.25,0.25,0).

e Simetria no es redundante.

El valor definido por Nowak y Radzik 1 satisface EF, JN y AD. Es
sencillo comprobar que satisface JN teniendo en cuenta que si ¢ es un jugador
nulo entonces ¢ es un jugador nulo*.
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Nota 1.3 ¢ representa una generalizacion del valor de Shapley, es decir,
si nos restringimos a juegos TU nuestro valor coincide con el valor de Shapley.
Sea (N,v) € I'y entonces para cada i € N

¢(Now) = > s!(s—i—l)%(v(sui)—v(sn
SCN\i
-y Hoosm _nf_l)! (w(S Ui) = u(S))
SCN\i
= Shi(N,v).

Nota 1.4 Si calculamos ¢ en los ejemplos 1.1 y 1.2 observamos que en
ambos casos se obtienen asignaciones razonables; en el ejemplo 1.1,

¢(N,v) = (0.056,0.056,0.056)
y en el ejemplo 1.2,
¢(N,v) = (0.250,0.125,0.125).

La principal diferencia entre ¥ y ¢ es que a la hora de calcular el valor
de un jugador 7, ¢ tiene en cuenta mas informacién que .

Supongamos que n = 3. Para el jugador 1 la generalizacion del valor de
Shapley de Nowak y Radzik, 1, tiene en cuenta las siguientes contribuciones:

v(231) —v(23), v(321) — v(32), v(21) —v(2), v(31) —v(3), v(l) — v(0)
mientras que el valor que proponemos, ¢, tiene en cuenta ademas:
v(123) —v(23), v(132) —v(32), w©(213)—v(23), w©(312)—v(32),

junto con

v(12) —v(2), ©v(13) —v(3).

Consideremos el juego planteado en Nowak y Radzik (1994).

Ejemplo 1.3 (Nowak y Radzik (1994)). Sea N = {1,2,3} y la siguiente
funcién caracteristica generalizada.:
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v(1,3,2) = v(3,1,2) = v(2,3,1) = v(3,2,1) = 4
(1,2,3) = v(2,1,3) = 3
v(1,2) =v(2,1) =2
o(1,3) = 0(3,1) = 3 (1.5)
v(2,3) =v(3,2) =0

v(i) =0 para cada ¢ € N.

El valor de Nowak y Radzik da como reparto

(N, v) = (2.167,0.667,0.833).

Con nuestro valor obtendriamos

d(N,v) = (2.056,0.556, 1.056),

que en lineas generales no difiere demasiado del anterior. En este caso estd
motivado porque en la anterior funcién caracteristica generalizada no hay
demasiadas diferencias entre las contribuciones que tienen en cuenta los dos
valores.

Nota 1.5 Dado un juego en forma caracteristica generalizada (N, v) pode-
mos construir un juego TU de tal forma que el valor de Shapley de este juego
coincida con el nuevo valor de Shapley del juego original. Nowak y Rad-
zik (1994) definieron el “juego promedio” como w(S) =4 > v(T) para

TeH(S)
cada S € 2V\(). Se verifica que

Sh(N,w) = ¢(N,v).

El juego promedio se basa en el hecho de que los jugadores no controlan
el orden y por tanto todos los d6rdenes de una coalicién son igualmente
probables. Luego el valor de una coalicién serd el valor medio en todos los
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6rdenes.
Shi(N,w) = Z M( (SUi) —w(S))
7 , W - ey ol w {2 w
(n—s—1)ls! 1 Z 1
= ) o(T) — = o(T)
SCN\¢ n (S * 1) TeH(SUi) ' TeH(S)
>, w(T)=(s+1) o(T)
n—s—1)sl | TeH(Sui) TeH(S)
S ( 1)!s!
SEm n! (s+1)!
(n—t—1)! |t ( )
= ) Z Z (T, i) — o(T)
SCN\iT€H(S n' t+1) =1
= ¢(N,v).

Nota 1.6 Dado (N,v) e 'y T € H(N), definimos el juego (N, vr) € I'g
como vr(8S) = v(T/S) para cada S € 2V. La funcién caracteristica vz mide
la utilidad que obtienen los jugadores de S cuando cooperan en el orden
inducido por 7. Se verifica que para cada i € N

sV, = 3 %Shi(N, or).

TeH(N)
Haciendo algunos calculos, obtenemos

t+1

— t — D! 1 )
v = 50 3 TSy (v )
SCN\i T€H(S =1
n — t - 1!

1=1 N),(T,i)=R/(T,i)

t+1 1 .

> ()(Z - (U(T,Z)—U(T))
ReH

- %( > mev(m)))

ReH(N) i€T=R/T

1
= > —Shi(N,vr).

TeH(N)
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Nota 1.7 (Interpretaciones heuristicas)

Sabemos que el valor de Shapley de un jugador puede ser visto como
la media de sus contribuciones marginales tal y como se puede ver en la
siguiente férmula.

Shi<Nav):% Y ((P(o,i) U{i}) —v(P(0,i))).

" o€II(N)

La siguiente tabla refleja las aportaciones de los jugadores cuando n = 3.

Orden Utilidad jug.1 Utilidad jug.2 Utilidad jug.3
123 v(1) v(1,2) —v(1) v(1,2,3) —v(1,2)
132 u(1) 0(1,3,2) —v(1,3) | v(1,3) — (1)
213 v(2,1) —v(2) v(2) v(2,1,3) —v(2,1)
231 | v(2,3,1) —v(2,3) v(2) v(2,3) —v(2)
312 v(3,1) —v(3) v(3,1,2) —v(3,1) v(3)
321 | v(3,2,1) —v(3,2) v(3,2) — v(3) v(3)
(Tabla 1.1)

La interpretacién heuristica dada por Nowak y Radzik es la misma que
la de Shapley; s6lo que ahora puede ser diferente la contribucién marginal de
cada jugador a los distintos érdenes de una coalicién. Por ejemplo, en el valor
de Shapley v(2,3,1) — v(2,3) coincide exactamente con v(3,2,1) — v(3,2),
sin embargo en f.c.g. pueden ser diferentes.

Veamos dos interpretaciones heuristicas para el valor ¢ que ha sido in-
troducido en este trabajo.

Interpretaciéon 1:

¢ tiene en cuenta todas las posibles contribuciones de los jugadores a
todos los érdenes. En la biisqueda de dar una interpretacién similar a la de
Shapley disenamos el siguiente sistema. Para ello, definimos los 6rdenes de
colaboracién gratuita (designados entre corchetes y abreviadamente deno-
tados O.C.G.).

El orden [123] indica que el jugador 1 va a colaborar gratuitamente con
los jugadores 2 y 3, y el jugador 2 va a colaborar gratuitamente con el
jugador 3.

Suponemos que estos érdenes tienen todos la misma probabilidad, en-
tonces p = %

La siguiente tabla refleja las contribuciones obtenidas por los jugadores
si el orden de llegada (designados entre paréntesis) es (123).
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0.C.G jugador 1 jugador 2 jugador 3

[123] v(1) v(1,2) —v(1) v(1,2,3) —v(1,2)
[132] u(1) 0(1,2,3) —v(1,3) | (1,3) —v(1)

[213] v(1,2) —v(2) v(2) v(1,2,3) —v(1,2)
231] | v(1,2,3) — v(2,3) v(2) 0(2,3) — v(2)

[312] v(1,3) —v(3) v(1,2,3) —v(1,3) v(3)

321] | v(1,2,3) —v(2.3) | v(2,3) —v(3) u(3)

(Tabla 1.2)

El valor esperado mediante este procedimiento (hay 6 posibles érdenes
de llegada) nos da ¢.

Cabe sugerir como observacion, que fijado un orden de llegada de los
jugadores, por ejemplo el orden (123), la suma de las aportaciones de los
jugadores es v(1,2,3), generalizando la interpretacién de Shapley. En cada
orden de colaboracién gratuita se alcanza %U(l, 2,3).

Interpretacion 2:

Teniendo en cuenta el resultado presentado anteriormente en la nota
1.6, podemos dar otra interpretacién; ¢ representa el valor esperado de los
valores de Shapley de los juegos TU inducidos por el orden de llegada de los
jugadores, supuestos que estos érdenes son equiprobables.

1.2.1 Caracterizaciones del nuevo valor de Shapley

En la literatura hay diversas caracterizaciones del valor de Shapley. Young
(1985) caracteriza el valor de Shapley utilizando la propiedad de marginali-
dad, Hart y Mas-Colell (1989) dan dos caracterizaciones, una utilizando la
funcién potencial y otra mediante una propiedad de consistencia, y Myerson
(1980) da otra caracterizacién utilizando una propiedad de contribuciones
equilibradas. A continuacién probaremos en una serie de teoremas que ¢ es
el inico valor para juegos en forma caracteristica generalizada que se puede
caracterizar por medio de estas propiedades.

La propiedad de marginalidad

Young (1985) definié la propiedad de marginalidad (en su articulo la deno-
miné monotonia fuerte); dicha propiedad junto con las de simetria y eficien-
cia le permitieron caracterizar axiomaticamente el valor de Shapley.
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En este apartado extendemos este resultado al contexto de juegos en
forma caracteristica generalizada.

Sea ¢ un valor en I', diremos que ¢ satisface:

(MG) Marginalidad si para cada (N,v), (N, w) € I tal que paratodoT €
Q, i¢Tyl=1.,t+1

o(T, i) —o(T) > w(T,i") — w(T)

se verifica que

(pi(N7U) > (pi(Na w)'

Nota 1.8 El axioma de marginalidad implica que si para todo T' €
Q,i¢T yl=1,.,t+1

o(T, ") — o(T) = w(T, ) — w(T)
entonces

(pi(Nﬂ}) = (pi(N7w)'

Se verifica también que los axiomas de jugador nulo (JN) y el de aditividad
(AD) implican la propiedad anterior dado que para todoT" € Q tal que i ¢
Tyl=1,...,t+1

o(T, i) — o(T) = w(T,i) —w(T) < (v—w)(T,i) - (v—w)(T)=0

lo que implica que i es un jugador nulo en (N,v — w) con lo que aplicando
JN obtenemos que ¢,(N,v —w) =0, y por AD, ¢;(N,v) = ¢,(N,w).

Teorema 1.3 ¢ es el unico valor satisfaciendo EF, SI y MG.

Demostracion.

Es facil ver que ¢ satisface los axiomas de eficiencia, simetria y margi-
nalidad. Veamos que es el tnico.

Sea ¢ un valor en I' satisfaciendo EF, SI y MG. Consideremos el jue-
go nulo (N, w), es decir aquel cuya funcién caracteristica generalizada es
w(T) = 0 para todoT € Q. Dado que se verifica quew(T,i') — w(T) = 0
para todo T € Qtal que i ¢ Tyl =1,...,t+ 1, aplicando SI obtenemos
que para cada ¢,j € N

pi(N, w) = ¢;(N, w). (1.7)
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Ademas teniendo en cuenta que ¢ satisface EF,
1
> @i(N,w) = ~ > w(T)=0. (1.8)
iEN " TeH(N)

Aplicando conjuntamente (1.7) y (1.8) se verifica que ¢;(N,w) = 0 para
cada ¢ € N.
Sea i un jugador nulo (JN) en el juego (IV,v) entonces

v(S,i) —v(S) =0 =w(S,i') —w(S).

Aplicando MG concluimos que

©i(N,v) = p;(N,w) = 0.

Por otra parte sabemos que dado (N, v) € I, entonces por el lema 1.1 b)

v= Z CRWR. (1.9)
ReQ
Sea I el nimero de términos distintos de cero de la anterior expresion de
v. Si I = 0 entonces todos los jugadores son jugadores nulos y por tanto
v;(N,v) =0 = ¢;(N,v) para cada i € N. Sea I = 1, por tanto v = crwg
para algin R € §2; sea i € N, dos casos pueden ocurrir:

e i¢ R, en este caso se verifica que v(T,i!) —v(T) = 0 para todoT €
Qtalque i ¢ T, l=1,..,t+ 1,y por tanto ¢;(N,v) =0 = ¢;(N,v).

e | € R, en este caso aplicando SI obtenemos que si ¢,j € R entonces
¢i(N,v) = ¢;(N,v), y por EF, 3~ ¢;(N,v) = oy > o(T) = &,
iEN TeH(N)

Con lo que deducimos que para cada i € R

_cr
0;(N,v) = po

= ¢i(N>v)'

Utilizando induccién y usando argumentos similares a los que utilizo
Young (1985) demostramos a continuacién la unicidad de ¢.
Por hipétesis de induccién supongamos que ¢ = ¢ siempre que el niimero

de términos distintos de cero de la expresién (1.9) sea menor o igual a I.
I+1

Sea (N,v) tal que v = )_ cg,vR, concg, #0 paratodok=1,....1+1.
k=1
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e Si existe k tal que i ¢ Ry sea (N,w) el juego definido comow =
> cr.VR,. Entonces w(T,i!) — w(T) = v(T,i') — v(T) para todo
k‘iGRk
T eQ talque i ¢ Ty l=1,..1t+1, loqueimplica que

Soz(Na U) = Soz(Nv w)
-y
|
Klick, *TF

= ¢1(N7v)
e Si para todo k, ¢ € Ry, sea
M={jeN|j€e Ry, paratodo k=1,..,1+1}

sabemos por SI que existen ¢/, ¢’ € IR tal que ¢;(N,v) = ¢/, ¢;(N,v) =
¢’ para cada j € M. Por el apartado anterior sabemos que ¢;(N,v) =
¢;(N,v) si j € N\M, y por tanto aplicando EF obtenemos que

Qpi(N’ U) = ¢Z(N’ U)‘ u

Nota 1.9 Nowak y Radzik (1994) obtuvieron una caracterizacién para
su valor % utilizando la propiedad de contribuciones marginales (si v(T,7) —
v(T) > w(T,1) —w(T) para todo T € Q tal que i ¢ T, entonces ¢;(N,v) >
©;(N,w)), la propiedad del juego nulo (si v(T") = 0 para todo T' € 2 entonces
©;(N,v) =0 para todo i € N) y el axioma EF.

La propiedad de contribuciones equilibradas

En Myerson (1980) se prueba que el valor de Shapley es el tnico valor
que satisface los axiomas de eficiencia y contribuciones equilibradas. En
este apartado extendemos este resultado para juegos en forma caracteristica
generalizada.

Diremos que un valor ¢ satisface:

(CE) Contribuciones equilibradas si para todo (N,v) € I' y para todo
1,7 €N

pi(N,v) = i(N\j, v) = (N, v) — ;(N\i, v).
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Una regla de reparto ¢ satisface contribuciones equilibradas si la utilidad
que pierde o gana el jugador ¢ si j deja de participar en el juego coincide con
la utilidad que pierde o gana el jugador j si se va del juego el jugador i. Hacer
notar que la formulacién de este axioma es la misma que en Myerson (1980)
ya que lo inico que hemos hecho es generalizar la funcién caracteristica.

Este axioma junto con el de eficiencia nos permite generalizar el resultado
de Myerson (1980).

Teorema 1.4 ¢ es el unico valor en ' satisfaciendo EF y CE.

Demostracion.

Primero probamos que ¢ satisface CE y a continuacién que existe un
unico valor satisfaciendo FF' y CFE.

Sea (N, v) € I'. Utilizando la nota 1.6 obtenemos que

¢i(N7U) - ¢1(N\J7U)

== Y Sh(Nor) - —— 3 Shi(N\j.ur)

n! (n—1)! '
TEH(N) TeH(N\j)

= %Z Z Shz‘(N,U(TJL)) - % Z nShl(N\jv UT)

" I=1 T€H(N\j) " TEH(N\j)

Ly v (Shi(N () = Sha(N\j or)

==
"\ \rervy)

Teniendo en cuenta que el valor de Shapley verifica contribuciones equi-
libradas en juegos TU y que los juegos vy son TU podemos escribir

¢;(N,v) — ¢;(N\j,v) =

n

1 ‘
= m Z Z (Shj(N, U(T,il)) - Shj(N\Z, UT))
I=1 \T€H(N\i)
1
= m Z Shj(N, UT)
TeH(N)
1

G > Shi(N\i,vr)

" TeH(N\i)

= (%»(N,U) - (%(N\i,l)).



1.2. Un nuevo valor de Shapley 37

La demostracién de la unicidad es similar a la dada por Myerson (1980).
Sean ¢!, ¢? dos valores en I'satisfaciendo los axiomas EF y CE. Es trivial
comprobar por EF que si n = 1, !(N,v) = ¢?(N,v). Supongamos por
hipétesis de induccién que p'(N,v) = ©?(N,v) si hay n — 1 jugadores, y
probémoslo cuando hay n.

Sean i,j € N, aplicando CE y la hipdtesis de induccién obtenemos

i (N,0) = @5 (N, v) = —@3(N\i,0) + ¢; (N\j, )
= —¢3(N\i,v) + 9} (N\j,v)
= QD?(N,”U)—QO?(N,”U).

Teniendo en cuenta EF,

Z(‘le(Nﬂ’) — @3(N,v)) =0

€N
que junto con el resultado anterior permite concluir que para cada i € N
LN v) = 02(N
902( 7U) - ()01,( ,U). u

Nota 1.10 La generalizacién dada por Nowak y Radzik (1994) no sa-
tisface el axioma de contribuciones equilibradas. Esto se aprecia facilmente
considerando el ejemplo 1.1 donde

¢3(N>U) —¢3(N\2,U) = % -0

mientras que

Yo(N,v) — Po(N\3,v) =0 — 0.

La funcion potencial y la propiedad de consistencia

Hart y Mas-Colell (1989) caracterizaron el valor de Shapley utilizando la
funcién potencial.
Se dice que P : I'g — IR es una funcién potencial si verifica lo siguiente:

i)P(D,v) = 0

i7) ZDiP(N, v) = ov(N) para cada (N,v) €Iy
1€EN
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donde D*P(N,v) representa la contribucién marginal del jugador i al juego
(N,v) € I'p mediante la funcién P, es decir:

D'P(N,v) = P(N,v) — P(N\i,v).

Hart y Mas-Colell (1989) demostraron que existe una tinica funcién potencial
P, y ademds para cada juego (N,v) € I'g y para cada jugador i € N, la
contribucién marginal del jugador ¢ coincide con el valor de Shapley de
dicho jugador, es decir,

D'P(N,v) = Shi(N,v).

Procedemos de la forma més natural para extender la funcién potencial
al contexto de las f.c.g.
Diremos que P : I' — IR es una funcion potencial si:

i) P0,v) = 0
1

ii)ZDiP(N,v) = = Z v(T) para todo (N,v) € I’

n!
€N TeH(N)

donde D*P(N,v) representa la contribucién marginal del jugador i al juego
(N,v) € I mediante la funcién P, es decir:

D'P(N,v) = P(N,v) — P(N\i,v).

La condicién i) es la misma que utilizaron Hart y Mas-Colell. La condi-
cién i) nos dice que la suma de las contribuciones marginales de los juga-
dores es igual al “valor esperado” de la gran coalicién (en Hart y Mas-Colell
se correspondia con el valor de la gran coalicién).

Teorema 1.5 Eziste una unica funcion potencial P. Ademds para cada
juego (N,v) € Ty para cada i € N, D'P(N,v) = ¢,(N,v).

Demostracion.
Es facil ver que

P(Nv) =~ | — > @)+ > P(N\i,v) | . (1.10)
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Utilizando la hipétesis de induccién en el ntimero de jugadores n es
posible comprobar que la funciéon potencial P existe y es tnica.

Probamos a continuacion que el vector de contribuciones marginales,
(D'P(N, v))l < + satisface los axiomas de eficiencia (EF), jugador nulo (JN),
aditividad (AD) y simetria (SI), con lo que se finalizaria la demostracion ya
que ha sido probado en el teorema 1.2 que ¢ es el tinico valor satisfaciendo
estos axiomas.

(D'P(N, "u))Z c satisface EF por la definicién de P. Utilizaremos induc-
cién en el numero de jugadores n para probar que satisface los otros tres
axiomas. Para n =1 es trivial. Supongamos por hipétesis de induccién que
(DiP(N, v))iGN verifica JN, AD y SI para todos aquellos juegos que tienen
menos de n jugadores, y probémoslo para n.

Para probar JN es suficiente comprobar que si ¢ es un jugador nulo
entonces P(N,v) = P(N\i,v). Utilizando la expresién (1.10) obtenemos

n (P(N,v) — P(N\i,v)) =

= Y w4 X (POVG) - PV, )

TEH(N) J#
_ % 3 O PN 0 = POV} )
) N) J#i
—Z (N\i,v) — P(N\{j,1},v))
J#1
= LY @)+ (P - POV (i) )
" TeH(N) J#i
—> DIP(N\i,v).
J#i

Como ademds . DIP(N\i,v) = n+1), > o(T) se tiene que,

J#i TeH(N\i)
. 1 1
n(P(N,v) — P(N\i,v)) = o > () - o) > o(T)
" TeH(N) " TeH(N\i)

+ 37 (PN, v) = P(N\{i, },0))

J#1
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Sean
1 1
A== o) = = > D)
" TEH(N) " TeH(N\i)
J#i

Como i es un jugador nulo,

1
4 = 12 > v (n—=1)! Z.U(T)

=1 TeH(N\i)
= 0.

Por la hipétesis de induccion B = 0.

Entonces si i es jugador nulo se verifica que D*P(N,v) = 0.

Comprobemos que P verifica el axioma de aditividad (AD), es decir que
dados (N,v), (N,w) € T

P(N,v+w) = P(N,v) + P(N,w)

con lo cual quedard probado que (DiP(N ’”))1; ¢y también lo verifica. De
nuevo, utilizando el método de induccién sobre el niimero de jugadores po-
demos escribir

1

P(N,v +w) = — > wHw)(T)+ ) P(N\i,v+w)

" TeH(N) ieN

S

SRS

= i‘ Z U(T)-i-i‘ Z w(T) +

mn.
TeH(N) TeH(N)

> P(N\i,v) + Y P(N\i, w)>
1EN €N
= P(N,v)+ P(N,w).

Por lo tanto (D"P(N, U))ieN satisface AD.

Probemos a continuacién que (DiP(N ,v))i N verifica SI. Supongamos
ahora dos jugadores i, j simétricos. Si probamos que P(N\i,v) = P(N\j,v)
entonces D'P(N,v) = DIP(N,v).



1.2. Un nuevo valor de Shapley 41

Por simetria de los jugadores ¢ y j sabemos que

Z o(T) = Z ZUT]

TeH(N\i) TeH(N\{ij}) I=1

= > ZU(T, i)

TeH(N\{i,j}) I=1

= Z v(T).

TeH(N\j)

Utilizando la hipétesis de induccién tenemos que

Z P(N\{ivk}7v) = Z P(N\{]ak}7v)

keN\i kEN\j

y por tanto se verifica que

P(N\i,v) — nil (n—ll)! S um+ S POk} )
TeH(N\i) kEN\i
- o lemm X v X PG
" TeH(N\j) kEN\j
— P(N\jv). m

Nota 1.11 Como consecuencia de este teorema tenemos que 3 no se
puede obtener a partir de la funcién potencial.

Hart y Mas-Colell (1989) caracterizan el valor de Shapley utilizando una
propiedad de consistencia y la propiedad de ser estdndar para dos.

Dada ¢ valor en I'g, definen para cada grupo de jugadores (S C N) el
juego reducido (S,v% ) donde la funcién caracteristica de una subcoalicién
R C S representa la utilidad que queda después de que los miembros de N\ S
han sido pagados mediante ¢. Formalmente, para cada coalicién S C N, se
define el siguiente juego reducido (S, v§) siendo para cada R C S

vE(R) =v(RUS) — Y ¢;(RUSv)
i€Se

Se dice que un valor ¢ es:
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e Consistente si para todo (N,v) € T'g, S C Ny j € S se verifica que

(pj(Sv U?) = (,Oj(N,U).

e FEstandar para dos si dado (N,v) € Iy con N = {1,2} se verifica que
para todo i € N

PN, 0) = (i) + 5 (0(1,2) ~ v(1) = v(2)

Un valor es estandar para dos si en cada juego en el que intervienen
dos jugadores la asignacién que recibe cada jugador se puede dividir en dos
partes, en una primera fase cada jugador recibe lo que se puede garantizar
por si mismo y en una segunda fase se dividen el resto a partes iguales.

Hart y Mas-Colell (1989) probaron que la tinica solucién consistente y
estandar para dos es el valor de Shapley.

A continuacién extendemos estas dos propiedades para juegos en forma
caracteristica generalizada y caracterizamos el nuevo valor ¢ mediante estos
axiomas.

Sea ¢ un valor en I', definimos para cada S € 2V el juego reducido
(S,v%) € T, siendo para todo S’ C S y Re H(S")

ER) = — 3 o) = 3 68 UN\S)),0).

A
(n+r S)'TGH(S’U(N\S)),R:T/R iEN\S

Este juego representa la generalizacién natural del juego considerado
por Hart y Mas-Colell. Fijado un grupo de jugadores S C N, para cada
coalicién ordenada (R € H(S'), S’ C S), v5(R) representa la utilidad que
obtienen los jugadores de S’ si cooperan en el orden R y los jugadores de N\ S
son pagados mediante ¢. Nétese que @ +’:_s)! > v(T) es la

TEH(S'U(N\S)), R=T/R
utilidad esperada que consiguen los jugadores de S’ en el orden R cuando
los jugadores de N\ S cooperan en cualquier orden.

Diremos que ¢ satisface:

(CS) Consistencia si para todo (N,v)el', SCN y jeS

on(S?vg) = ij(va)'
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(E2) Estdndar para dos si para todo (N,v) € I' con N = {1, 2} se tiene
que para todo ¢ € N

2N v) = (i) + <%v(1, 2)+ 20(2,1) ~v(1) - U(Q)) .

La interpretacién de estas propiedades es andloga a la dada para juegos
TU, no en vano son una generalizacion de ellas.

Teorema 1.6 ¢es el unico valor en I' que satisface CS y F2.

Demostracion.
Es trivial comprobar que ¢ satisface E2. Probemos que ¢ satisface CS.

I I 2 o(T)

ReH(S") " ReH(S') \TeH(S'U(N\S)),R=T/R

= D> Y (SUN\S),v)

ReH(S")ieN\S

= 7l > 4i(SU(N\S),v)

i€S'U(N\S)

=l [ Y0 ¢:(STU(N\S),v)

iEN\S

= (Z@ (S"U(N\S), >)

€S’

Por otra parte sabemos que

SO @) = X (RS ) - P\ (i)0D))

" ReH(S") ies’
= Y (S UN\S),v)
€S’
= 3 (P(S'U(N\S),v) — P(S"U(N\S)\{i},v)) .
ics’

La primera igualdad es cierta por la existencia de la funcién potencial,
la segunda la hemos visto previamente y la tercera es una consecuencia del
teorema 1.5.
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Comparando ambas expresiones y teniendo en cuenta que la funcién
potencial para el juego (.5, vfg) es tnica, tenemos que para cada S’ C S

c+ P(S U(N\S),v) = P(S",vg) siendo ¢ = —P(N\S,v).

Por tanto,

$i(S,v8) = P(S,v8) — P(S\i,v%)

I
)
=
=
|
!
=
=
=

Probamos a continuacién que existe un tnico valor ¢ satisfaciendo CS
y E2. La demostracién sigue las lineas del Teorema B que aparece en Hart
y Mas-Colell (1988); en una primera parte de la demostracién probamos
que si @ esconsistente y estandar para dos entonces es eficiente, lo que
demostramos por induccién en el nimero de jugadores n, y a continuacion
procedemos a demostrar la unicidad utilizando este resultado.

Sea n = 2, el resultado es trivial por ser ¢ estandar para dos. Sin =
1, N ={i}, sea j un jugador nulo, aplicando CS y E2 tenemos que

@i({i}’v) = QDZ({Z},Uﬁ})
= QOZ'({’L',.]’},U)
= 0.

Sean >3y (N,v) € I'. Consideremos una coalicién S de dos jugadores,
aplicando CS se obtiene

Z(pj(Nﬂj) = Z(pj(savfg) + Z (pj(Na’U)'

JEN jes JEN\S
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Sea el juego (S,v%) tal que |S| =2

Sesuf) = ~ S g

S.
jes ReH(S)

1 7!
=02 e, 2T

" REH(S) " TeH(RU(N\S)),R=T/R
— Y @ (SU(N\S),v)
JEN\S
1
= = > W)= Y @(N)
TeH(N) JEN\S

ya que r = s. Por tanto se concluye que

SN = 3 ()

JEN TeH(N)

es decir, ¢ es eficiente.

A continuacién procedemos a demostrar la unicidad. Sean ¢!, p? dos
valores verificando consistencia y estdndar para dos. Supongamos que coin-
ciden para aquellos juegos que tienen menos de n jugadores con n > 2.

Para cada par de jugadores i, 7 € N consideramos los juegos reducidos,

(Gyofy) v (g

que identificaremos con v?! y i respectivamente. Utilizando que o'y

©? son esténdar para dos y el hecho de que v¥ (i) = v?° (i), v¥ (j) =

2,. . . .
v#” (j) tenemos que se dan las relaciones siguientes

1 2 1 2
ei(v?) > oi(?) & i) > pi(¥) &

& 0P (i, §) + 07 (5,1) > 0% (i, §) + 07 (j,4).

Utilizando que ambos valores son consistentes y que coinciden para aque-
llos juegos en los que n = 2 tenemos

1 1 2 2
PHN,v) = @ (v?) = 2 (17 ) > ol (17) = P2 (17" ) = Y2(N,v) &
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& ¢j(N,v) = ¢ (N, v).

Si esto lo hacemos para cada par de jugadores 7,5 € N, obtenemos por
eficiencia que para todo i € N

(le(Nﬂ)) :(p%(N,v).l

Nota 1.12 Es trivial comprobar que ¢ no es estandar para dos, sea N =
{1,2},v(1,2) =1y v(T) = 0 para todo T' € Q\(1,2) entonces 1, (N,v) =0
mientras que ¥y(N,v) = 0.5.

Comprobemos que tampoco verifica CS. Sea (NN, v) el juego presentado en
el ejemplo 1.1 y tomemos S = {1, 2}. La funcién caracteristica generalizada
del juego (S, v?) es la siguiente

v9(1,2) =0.167 v

s (1)
v9(2,1) = —0.167 v

0
(2)=0

P
S
P
S

con lo que 9;(S, vg) = —0.083, 1,(S, vg) = 0.083 mientras que

(N, v) = (0,0,0.167).

1.3 Valores ponderados

La propiedad de simetria es uno de los principales axiomas que caracteriza
el valor de Shapley, sin embargo en ocasiones no parece razonable exigir
esta propiedad. Pensemos por ejemplo que no siempre los esfuerzos de los
jugadores son iguales a la hora de formar una coalicién o bien que a menudo
los jugadores tienen diferentes habilidades lo que supone que inicialmente
partan de una situacién no simétrica. También podemos pensar en situacio-
nes no simétricas cuando cada jugador representa a su vez a otros agentes
pudiendo ser el nimero o el tipo de agentes representados por cada jugador
distinto. Shapley (1953a) en su tesis ya introdujo los valores de Shapley
ponderados, y a partir de este momento muchos otros han desarrollado es-
tudios de valores no simétricos, Owen (1968, 1972), Kalai y Samet (1987) y
Hart y Mas-Colell (1989).
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1.3.1 Valores de Shapley ponderados en juegos TU

Un sistema de ponderaciones o pesos p es un par (A, %) donde A € IR"™,
Ai > 0 para todo i € N y ¥ = {51, ..., S} es una particién ordenada de
N.

El valor de Shapley ponderado con sistema de ponderaciones p = (A, 3)
al que denotaremos (Sh), es un valor en I'y definido para cada juego de una-
nimidad ug (S C N), de la siguiente forma. Sea k =max{j | S; NS #0},

Ai

—— siieSNS,

)\.

((SR)p)i(N,us) =4 2= N
0 en otro caso

La particién ordenada X divide a los jugadores en distintos niveles de
forma que los jugadores que estan en el nivel mas alto se reparten la unidad
proporcionalmente a sus pesos, mientras que el resto de los jugadores no
obtiene ninguna utilidad.

Dado que el conjunto de juegos de unanimidad ug (S C N) son una base
para I'g tenemos que,

(Shp)i(N,v) = Y~ es((Sh)p)i(N, us).
SCN

Se deduce facilmente que si A\; = A; para todo i # j y ¥ = {N}
entonces el valor de Shapley coincide con el valor de Shapley ponderado.
Un juego (N,v) € Ty es mondtono si v(T) > v(S) para cualquier par
de coaliciones T, S con S C T.
Una coalicién S se dice una coalicidn de socios en el juego (N,v) € I'g
si
v(RUT)=v(R) paratodoT CS,T#Sy RCN\S.

Diremos que un valor ¢ satisface:

e Positividad si para cualquier juego monétono (N,v) € Iy se tiene que
©(N,v) > 0.

e Companerismo si dada una coalicién de socios S en (N,v) € Iy, en-
tonces para todo i € S

(pi(N7U) =¥ S, Z‘Pj(Nﬂf) us
jeS



48 Capitulo 1. Valores para juegos en f.c.g.

Una coalicién de socios S se comporta como si fuera un tnico jugador
de tal forma que cualquier coalicién no aumenta su utilidad si se une a una
subcoalicién propia de S. El axioma de compafierismo lo que nos indica es
que la utilidad total que consiguen en el juego (IV,v) los miembros de cada
coalicién de socios, Y goj(N ,v), se la reparten los jugadores de S del mismo

jes

modo que si jugasen el juego de unanimidad ug entre ellos solos.

Kalai y Samet (1987) axiomatizaron el valor de Shapley ponderado uti-
lizando propiedades de eficiencia, jugador nulo, aditividad, positividad y
compafierismo. A continuacién procedemos a definir el valor de Shapley
ponderado para juegos en forma caracteristica generalizada.

1.3.2 Valores de Shapley ponderados para juegos en forma
caracteristica generalizada

Dado un sistema de ponderaciones p = (A\,X) con A € IR", \; > 0 para
todoi € N y ¥ = {81, ..., Sy, } una particién ordenada de N, definimos para
cada SCN, TeH(S) yk=max{j |S;NT #0}

i
——— siieTns
Gy =] S 2 N T
p/i\Ys T FETNS),
0 en otro caso

siendo wr el juego de unanimidad definido en (1.2).

Aligual que en juegos TU la particién ordenada ¥ nos indica los distintos
niveles que ocupan los jugadores. Asi los jugadores de T' que estan en el nivel
mas alto se van a repartir la utilidad total proporcionalmente a sus pesos.

De forma inmediata se puede comprobar que cuando \; = A; para
todoi#j y ¥ ={N}, la expresién anterior coincide con ¢.

Teniendo en cuenta la descomposicién dada en el lema 1.1 b) de cada
juego (N,v) € T' en los juegos de unanimidad wr, podemos generalizar el
valor de Shapley ponderado de la siguiente forma:

(6p)i(N,0) = > er(¢y)i( N, wr).

TeQ

A continuacién veremos que podemos obtener el valor de Shapley ponde-
rado de un juego en forma caracteristica generalizada como el valor esperado
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de los valores de Shapley ponderados de los juegos TU inducidos por cada
orden de la gran coalicién, supuestos todos los 6rdenes igualmente probables.

Sea T € H(S)(S C N) y wr el correspondiente juego de unanimi-
dad. En la nota 1.6 ya hemos considerado el juego (wr)gr definido como
(wr)r(S) =wr(R/S) para cada S C N. Se verifica entonces

1 1 n! Ai
= > (Shy)i(wr)r = TSPV

REH(N) RS,
= (¢p)i(N,wr).

Dado (N,v) € I y teniendo en cuenta la relacién anterior junto con la
aditividad del valor de Shapley obtenemos,

(¢p)i(N,v) = > er(ey)i(N,wr)

TeN

= ZCT% Y ((Sh)p)i(wr)r

TN " REH(N)

S (ZCT<<5h>p>i(wT>R>

" REH(N) \T€Q

= % Y ((Sh)p)s (ZCT(UJT)R>

" ReH(N) TEQ
1
= - > ((Sh)p)i(vr)-
REH(N)
También se verifica que dado (N,v) € I"sidefinimos w(S) =5 > v(T)

para todo S C N entonces,

((Sh)p)i(N,w) = (6)i(N, v).

Definicién 1.4 Diremos que (N,v) € I' es mondtono si v(T) < v(R) para

todo R, T € ) tales que R/T =T.

Definicién 1.5 Diremos que S C N es una coalicion de socios en
(N,v) € T si para todo S" ¢ S (8" # S), RC N\S yU' € H(SUR)
se verifica que v(U') = v(R') siendo R' =U'/R.
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La idea que refleja la anterior definicién es la siguiente: diremos que un
conjunto de jugadores S forman una coalicién de socios cuando cualquier
coalicién formada por elementos no pertenecientes a S no aumenta la utili-
dad que puede conseguir (en ningun orden) si un subgrupo de jugadores de
S se le unieran (en cualquier orden), lo que significa que los jugadores de S
solo aportan utilidad cuando actiian como un bloque.

A continuacién damos una serie de axiomas que utilizaremos para dar
una caracterizacion de los valores ponderados para juegos en forma carac-
teristica generalizada.

Diremos que un valor ¢ verifica:

(PS) Positividad si dado un juego monétono (N,v) € I', entonces
©(N,v) > 0.

(CO) Companerismo si dada una coalicién de socios S entonces para
cadai e S

@i(N,v) = Z @i |5 Z@j(Nﬂ}) wr
)

TeH(S jeSs

El axioma de compaiierismo nos dice que si S es una coalicién de socios,
la asignacién que recibe cada jugador coincide con la suma de las asignacio-
nes que recibiria cada jugador si se repartiesen la utilidad total que consiguen

ellos en el juego (N,v), > ;(IV,v), teniendo s6lo en cuenta los juegos de
€S

unanimidad de cada orden de la coalicién de socios. Estos axiomas genera-

lizan los axiomas de positividad y companerismo introducidos por Kalai y

Samet (1987).

Nota 1.13 Es facil comprobar que S es una coalicién de socios en
(N,v) € I' si y s6lo si S es una coalicién de socios en (N,vg) € I'g para
cada R € H(N).

Teorema 1.7 Un wvalor ¢ en ' satisface los axiomas de EF, JN, AD,
PS y CO siy sélo si existe un sistema de ponderaciones p tal que ¢ = ¢,

Demostracion.
((Sh)p)i(N,vR) obtene-

Teniendo en cuenta que (¢,):(N,v) = L >
" ReH(N)

mos,
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Z((bp)i(NvU) =

, P CIRTRE
:‘§
T "

lo cual demuestra que ¢,, satisface EF.

Sea p = (A, X), probaremos que ¢, satisface CO. Si S es una coalicién
de socios en (N,v) € T' entonces S es una coalicién de socios en vy para
todo R € H(N). Por tanto,

((Sh)p)i(N,vr) = ((Sh)p)i (5, (Z((Sh)p)j(Nv UR)) US) :

jes

Por ello, utilizando la primera expresion y la aditividad del valor de Shapley
tenemos que para cada i € S

(¢)i(N,v) = % > (((Sh)p)i (5, (Z((Sh)p)j(N,vR)) us))
" ReH(N) jes
= % > <(<(5h)p)i(S,US))Z((Sh)p)j(N,vR)>
)

" REH(N jes
= ((Sh)p)i(S,ug Z Z (N, vR)
j€S REH(N) nt
= ((Sh)P)i(S7uS)Z(¢p)j( )
jeSs
- )\ Z ¢p); (N, )
JGSﬂSk 7 jes
= sl Z% (N,v).
]ESﬁSk 7 jes

Sea T' € H(S) y wr el juego de unanimidad definido previamente, entonces
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Z ¢p N ’U = (¢p) (S wT) Z(¢p)j(N’ U)

J jES JjES

= ) (8p)ilSwr) Y (8,);(N,v)

TeH(S) jes

= 3 (@i [ S| D (@)i(Vow) | wr

TeH(S) jes

]ESﬁSk

Es inmediato comprobar que ¢, satisface el resto de los axiomas.

Sea ¢ satisfaciendo los axiomas anteriores. Probaremos que para todo ¢ €
N, ¢;(wp) = ¢;(wypr) para todo S C N y para todo T”, T" € H(S).

Es claro que para todo S C N, S es una coalicién de socios en wys y en
wrpn para todo T, T" € H(S). Seai € N, sii ¢ S por JN,

(pz(Nv UJT') =0= (PZ(N> wT”)'

Si i € .5, aplicando CO y EF obtenemos

pi(Nowr) = Y @ |8 | D ei(Nwpr) | wr
TeH(S) jes
= Z ©; (S, wr) Zgoj (N, wpr)
TeH(S) jes
= Z ©; (S, wr) Zgoj (N, wpr)
TEH(S) jES
= <,0i(N, wT//).

Con la anterior consideracion y siguiendo la misma linea de la demos-
tracién que aparece en Kalai (1987) probamos la unicidad.

Definimos un sistema de pesos pg = (A, (57, ..., S),)) de la siguiente for-
ma: dado N’ € H(N), Si contiene a todos los jugadores de tal forma
que ¢;(N,wpns) # 0 ( es claro que S} # () utilizando el axioma de eficiencia)
y definimos para cada i € 57, A; = ¢;(IN, wn); supuestos definidos 57, ..., Sy,
sea T = N\(S]U...US} ). Sea ahora S;  ; conteniendo a los jugadores para los
cuales ;(N,wgr) # 0 y definimos \; = ¢;(N,wr) paratodo i € S; . Este
procedimiento terminara en un ndmero finito m de etapas.
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Puesto que ¢ verifica monotonia entonces A > 0. Definimos .S; = S7’n_i 11
para todo i =1,....m,y p= (X, (S1,..., Sm))-

Probamos a continuacién que ¢ y ¢, coinciden sobre los juegos de una-
nimidad.

k
Sea SCN, TeH(S),k=max{j|SNS; #0}y R= |J S}, entonces
j=1

S es una coalicién de socios en wg para todo R’ € H(R). Ademés se verifica
que para cada wgs los Unicos miembros que tienen pagos distintos de cero

son los elementos de S, por ello Y p;(N,wr) = > A
jes JESNS),
Aplicando CO y AD, para todo i € S

ei(Nywr) = Y o [ S D)@ (N, wr) | wr
TeH(S) Jjes

= > [ DwiWowr) | ei(Swr)

TeH(S) \jes
= 3!902'(57 UJT) Z SDj(Na wR’)

JES
= slgoi(S, wT) Z )\j.
JESNS)
Por ello,
(PZ(N> U}R/)
(S = Ly TR
902( awT) s Z )\j
jeSNS,
Entonces,
s
—_— e8NS,
_ ) st > A
SO’L(S7wT) - jeSﬂSk J
0 i¢ SN Sk

A continuacién probamos que para cada i € S, ¢;(S,wr) = ¢;(N,wr) con
lo que se finaliza la demostracién.
Como S es una coalicién de socios en wp y ¢ verifica CO tenemos que
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i(Nywr) = > o [ S D) wj(Nwr) | wr |- (1.11)
ReH(S) jeSs

Ademas como ¢ verifica JN y los jugadores de N\\S son nulos

Z‘Pj(NﬂUT) = Z @;(N, wr)

jes jeN
1
= o 2 wr@
AEH(N)
1 n!

nl's!
1

E.

De este modo podemos reescribir (1.11) como

1
@i(N,wr) = Z 2 <S7§UJR>
ReH(S)

1
] Z @; (S, wr)

" ReH(S)
1
= gs!goi (S, wr) .

Hemos demostrado entonces que ¢ = ¢,,.

1.4 Valores coalicionales para juegos
en forma caracteristica generalizada

En juegos cooperativos con utilidad transferible, Shapley (1953b) obtuvo
una regla de reparto que distribuye “equitativamente” la utilidad total que
pueden conseguir los jugadores. Puede ocurrir que, por mecanismos exter-
nos al propio juego no contemplados en la funcién caracteristica, se sepa
que ciertos jugadores tienen afinidades (de tipo personal, politico,...) que
provoquen una mayor tendencia a cooperar entre ellos. De esta forma, el
juego se modifica sustancialmente y se parte de un estado inicial en el que
los jugadores que tienen afinidades aparecen agrupados en un sistema de
coaliciones a priori. Owen (1977) estudia este problema para juegos con
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utilidad transferible, e introduce un valor llamado valor coalicional o valor
de Owen, el cual proporciona un reparto de la utilidad en juego. El proceso
que realiza béasicamente es el siguiente: la estructura de coaliciones induce
un juego entre éstas (juego cociente), a cada coalicién a priori le asigna el
valor de Shapley del juego cociente y distribuye este valor entre los miem-
bros de la coalicién teniendo en cuenta las posibilidades de que éstos entren
a formar parte de otras coaliciones. Owen da una caracterizacién de su va-
lor utilizando axiomas de eficiencia, titeres, simetria entre jugadores de una
misma coalicién a priori, simetria en el juego cociente y aditividad.

En un juego en forma caracteristica generalizada, la utilidad que puede
conseguir una coalicién depende del orden de formacion de la misma. En este
contexto hemos visto que hay dos generalizaciones del valor de Shapley; una
obtenida por Nowak y Radzik (1994) y otra dada por Séanchez y Bergantinos
(1997).

El objetivo de esta seccion es definir un valor coalicional para este tipo
de juegos. Del mismo modo que hizo Owen (1977) consideramos que la
particion de los jugadores induce un juego cociente en forma caracteristica
generalizada (juego cociente generalizado). A cada coalicién a priori le
asignamos un valor de Shapley generalizado y distribuimos éste entre los
miembros de la coalicion, teniendo en cuenta las posibilidades de que dichos
jugadores entren a formar parte de otras coaliciones.

Obtenemos por tanto dos extensiones del valor de Owen para las fun-
ciones caracteristicas generalizadas, una por cada extensién del valor de
Shapley.

1.4.1 El valor coalicional en juegos TU

Presentamos a continuacion los resultados mas importantes obtenidos por

Owen (1977).

Sea CV el conjunto de todas las particiones de N. Sea (N,v) € T
y B ={B4,...,B,} € CN. B es llamado sistema de coaliciones a priori, y
cada Bj (j =1,...,m) estd formado por aquellos jugadores que tienen afini-
dades. Definimos el juego cociente (M,vp) donde M = {1, ..., m} representa
el conjunto de coaliciones a priori y para todo S C M,

vp(S) = v(|J B)-
jes

Llamaremos Uy(N) al conjunto de juegos TU con coaliciones a priori y
conjunto de jugadores N. Normalmente identificamos (N, v, B) con (v, B).
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Dado (N,v) € I'vy B ={Bjy,..., By} un sistema de coaliciones a priori,
Owen (1977) probd que existe una tnica regla de reparto ¢ : Ug(N) — IR™
verificando los axiomas que se exponen a continuacién. Sea ¢ un valor en
Iy, diremos que ¢ satisface:

e FEficiencia si para todo (N, v, B) € Uyp(N) se verifica que

> @i(N,v,B) = v(N).

1€EN

e Jugador nulo si para todo (N, v, B) € Up(N) se verifica que si i es un
jugador nulo entonces

(,O,L'(N,’U,B) = 0.

e Simetria entre jugadores si para todo (N,v,B) € Uy(N) se verifica
que si ¢,j € By € B son jugadores simétricos entonces se tiene que

SD’L'(N/UaB) = SOJ(N>U7B)

e Simetria entre coaliciones si para todo (N, v, B) € Up(N), By, B; € B
tales que k, [ son jugadores simétricos en el juego cociente se tiene que

Z Soi(vavB) = Z ‘Pi(Nﬂ)?B)'

1€By, i€B;
o Aditividad si para todo (N, v, B), (N,v, B) € Up(N) se tiene que

o(N,v+w, B) = ¢(N,v, B) + ¢(N,w, B).

Ademas para todo (N,v,B) € Ug(N), B; € B e i € Bj, esta regla de
asignacién viene dada por la siguiente formula,

CV;(N,v,B) =

_ Z Z S!(bj_s_l)!r!(m_r_l)!(’U(QUSUi)—U(QUS))

b;!m!
RC M, j¢R SCB;,i¢S J

siendo Q@ = |J Bx.
keER
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Este valor conocido con el nombre de valor de Owen o valor coalicio-
nal también puede ser visto como la media de las contribuciones marginales
dandoles probabilidad cero a aquellos 6rdenes en los cuales entre dos juga-
dores de una coalicién a priori hay jugadores de otras coaliciones a priori
e igual probabilidad al resto de érdenes, es decir, en aquellos érdenes en
los que los jugadores de cada coalicién a priori aparecen juntos. Ademds,
CV(N,v,B) = Sh(N,v) si B={N},o0 B={{1},...,{n}}.

Otra propiedad que verifica el valor coalicional es la siguiente:

e Propiedad del juego cociente si para todo (N,v,B) € Uy(N) y para
todo B; € B,

Z (pi(Nava) = SDj(M7’UBa {M})
icB;

1.4.2 Definicion de dos valores coalicionales

En este apartado definimos dos valores coalicionales para juegos en f.c.g.
basdandonos en los dos valores de Shapley (¢ y ¢) definidos previamente.

Definicién 1.6 Sea (N, v) € I' y B = {Bi,..., B} un sistema de
coaliciones a priori. Definimos el juego cociente generalizado (M,vg) del
siguiente modo: M = {1,2,...,m} representa las coaliciones a priori, para
todo RC My R = (R},R,,..,R.) € H(R)

UB<R’)=H1bi, S0 LY @),
i€ER

’ T{€H(Bp ) Ty€H(By,)  T/€H(Bg,)

Este juego, cuyos jugadores son las coaliciones a priori, representa el valor
esperado si asumimos que los miembros de cada coaliciéon a priori aparecen
consecutivamente.

Llamaremos U(N) al conjunto de juegos en forma caracteristica genera-
lizada con coaliciones a priori y conjunto de jugadores N. Denotaremos por
Hp(N) atodos los érdenes de la gran coalicién en los cuales los jugadores de
cada coalicién a priori aparecen consecutivos, es decir si 7" = (17, ..., 1)) €
Hp(N) C H(N) entonces dados By € B, T},T; € By, con i < j se verifica
que para todo i < | < j, T/ € By.Los elementos de Hg(N) se llamarédn
ordenes admisibles.

Veamos a continuacion en el ejemplo 1.3 el calculo del juego cociente
generalizado. Sea el sistema de coaliciones a priori tal que B = {Bj, Ba},
siendo By = {1,3} y B2 ={2}.
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La funcién caracteristica del juego inducido por las coaliciones a priori
serd la siguiente:

vB(1,2) = ppmr 2 > o(T],T3) =4 (v(1,3,2) + v(3,1,2)) = 4
T{€H(B1) Ty H (Bz)
vB(2,1) = 5 2 > (T3, 17) =4 (v(2,1,3) +v(2,3,1)) =35

Tj€H(B>) T{€H (B1)
vg(l) =571 > o(T]) =35 @(1,3)+v(3,1)) =3

T{€H(B:1)
w2 =k S u(T)=u(2) =0
Ty H(Bs)
UB((Z)) = 0.

Utilizando los mismos pasos que Owen, pero ahora aplicado a juegos en
forma caracteristica generalizada, podemos obtener el valor coalicional de la
forma que se expone a continuacion.

Sea (N,v,B) € U(N), si denotamos por ¢,;(N,v,B) el valor espera-
do por el jugador 7 en el juego v bajo la estructura de coaliciones B =
{By, ..., By}, parece natural que la suma de los valores obtenidos por los
jugadores de la j-ésima coalicion a priori (Bj) en el juego v sea igual al
valor asignado al jugador j en el juego cociente generalizado, es decir,

Z QDZ'(N,"U,B) = SO] (MaUB) :
1€B;

Tratando de encontrar un reparto de los miembros de cada coalicién
a priori procedemos de la siguiente forma: para cada coalicion a priori
construimos distintos juegos para ver lo que ocurre cuando reemplazamos la
coalicién por las distintas subcoaliciones ordenadas posibles. De esta manera
analizamos el poder de cada subcoalicién ordenada de jugadores.

Para todo Bj € B, S C Bjy S’ € H(S), sea (M,vp,\s) el juego definido
de la siguiente forma. Si RC M y R' € H(R),

vp\s (1) =

vp(R') si j¢R
L > > o(T},...,8' .., T)) si jeR

|
H bi: Ti€H(Bp ),Ri#j T.€H(Bg ),R.#j
i€ER,i#£] 1
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donde la posicién de S" en (77,...,5,...,T)) viene dada por R’. El juego
(M, vp;\s) nos muestra como cambia el juego (M,vp) cuando la coalicién
a priori Bj es sustituida por la coalicién ordenada S’

Ahora para cada B; € B consideremos los siguientes juegos en forma
caracteristica generalizada: (Bj,wf) (B w; %) donde para todo S C B;,
S"e H(S), w?(S’) = ¢;(M,vp)\s1) ¥ w; (S’) =9;(M,vp,\s). Estos juegos
miden el poder de cada subcoalicién ordenada S’ cuando los jugadores de
Bj;\S dejan el juego, siguiendo el valor ¢ (Sanchez and Bergantinos (1997))
o el valor ¢ (Nowak and Radzik (1994)). Estos juegos también miden las
posibilidades de cada ordenacion de cada coalicion a priori, ya que para
cada Bj € H(B;)

wl (B)) = v;(M,vpp) v wl(B}) = é;(M,vp,\p)

y también se verifica que

w? (0) =1, (M, vp,\0) = ¢;(M,vp,\9) = w(0) =0

ya que j es un jugador nulo en el juego (M,vp,\p) -
Siguiendo las lineas de Owen (1977) definimos el valor coalicional ¢ como
¢;(N,v,B) = gZ)Z(BJ,w ) para todo ¢ € Bj y j € M. También definimos el

valor coalicional ¢ como ;(N,v,B) = @ZJZ(BJ,w ) para todo i € B;j y
jeM.

A continuacién realizamos los célculos para obtener el valor coalicional
¥ para cada jugador i € B; . Por definicién de 1) obtenemos que

Bty = 3 Z b‘“” [ (R 1) — ()

RCBj,i¢RR'€H(R

donde

W= Y Y B ) - v (1)

TCM,j¢T T'cH(T)

1)
w;-l}(R',i)Z > Z t D) <UBj\(R’,i)(T,aj)_UBj\(R’,i)(T/))'

TCM,j¢T T'eH(T
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Sea T C M,j¢T,yT € H(T).Dado que j ¢ T, de la definicién de
vp;\s obtenemos que vp\ (g 5(T') — vp,\p/(T") = 0. Ademds,

v\ (T 5) —vpp\r (T, ) =

S D (u(Sh SR = (S, S R))
ku S{€H(Bry)  S;€H(Bry)
keT

Ahora,

. —t— 1
wl (R i) —wl(R)= Y Z
TCM,j¢T T'€H(T) m! H br,!
keT

oo D (S-SR ) — (S, S R))

SiEH(BT{) SéEH(BTt/)

Entonces
¥i(N, v, B) = %(Bjaw;'z)) =
-y ¥ % Z m—t —1l(b; —r —1)!
TCM,j¢T T'€H(T) RCB;,i¢ R R'€H(R) b;!m! H by!

keT

> Y (0SSR = o(SY, -, S R)

SiEH(BT{) SéEH(BTt/)

El valor coalicional 9 tiene la misma interpretacion probabilistica que el

valor coalicional, ¥,(N,v, B) representa el valor esperado del jugador i en el

juego (NN, v)si sélo consideramos los érdenes admisibles con respecto a B.
Con argumentos similares se obtiene que para todo 7 € Bj,

¢i(N7v7 B) = (Zsi(Bj?w;j) -

LY Y ¥y et
TCM,j¢T T'€H(T) RCBy iR R'EH (R b il [ bi!(¢ + 1)(r + 1)
keT
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t+1 r+1

Y .Y ZZ( (St S5 (R4 = (81, o SE (R

S{€H(Byy)  S;€H(Bpy) I=1 k=1

Nota 1.14 El valor coalicional ¢ y el valor coalicional ¢ generalizan el
valor coalicional, es decir, si (N, v) € I'g entonces (N, v, B) = ¢(N, v, B) =
CV(N,v,B). Ademas, si B={N} o B = {{1},...,{n}} entonces ¢(N,v, B) =
(b(N?U) y ¢(vavB) - ¢(N7 U)’

Nota 1.15 Dado (N,v) € T'y N’ € H(N) definimos previamente
(N,vnr) € Ty como vn/(S) = v(N'/S) (S C N), se verifica que para
todoi € N

1
W E CV;'(N,UN/7B).
'keM k: N'cHp(N)

QZ)i(NvU’B) =

Teniendo en cuenta la definicion de ¢ y haciendo algunos célculos obtenemos
que si i € Bj,

¢;(N,v,B) =

_ Z Z Z Z m—t—1)l(b; —r—1)!

Iml
TCM,j¢T T'cH(T) RCB;,i¢R R'€H(R) bstm! ku
keT

t+1 r+1

S > D (08t S (R = (S, S (R)))

SiEH(BT{) SIEH(BT/ l 1 k=1
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—t—1)I(bj — 7 — 1)ltly!
SR VD VD VD ML “;!m! =

TCM,j¢T T'cH(T) RCB;,i¢R R'cH(R

t+1 r+1
IR DU D M ST | Y
S{€H(Byy)  Si€H(Byy) 1=1 k= 1 (

keT

(v (81,80, <R',ik>l) — (s;, S (Rfy))
= Z Z Z Z —t—lb(?;l!—r—l)!t!r!

TCM,j¢T T'cH(T) RCB;,i¢ RR'€H(R

t+1 r+1

1
>, - Z 22 2 ml 11 bl
S{€H(By) Si€H(Bg) l=1 k=1 N/€Hp(N) " kle_[Mbk'
1 (Si ’’’’’ Si,(R’,ik)l)zN’/(Si _____ Sé,(R’,ik)l)
(v (81,8 (R’,z’k)l> —v (St 5L (R)')).
—t—D(b; —r — 1)t
Si definimos f(t,m,r,b;) = (m )b(~!7]n! T Lt yQ=U B,

€T
obtenemos que la expresion anterior coincide con

(/J)i(N?UvB) -

1
= Z m Z Z f(t,m,r, b])

N'eHp(N) 1y " \TCM,j¢T RCB;,i¢R

(v(N'/(QURUI) —v(N'/(QUR)))
- — L S VW, B).

| b
m: k-
kle_[M N'€eHp(N)

Nota 1.16 Se verifica que paratodo j € M, > ¥y (N,v,B) =v;(M,vp)
kEB;

y 2 ®k(N,v,B)=¢;(M,vp). En el caso de ¢ lo veremos posteriormente
kEBj

en la demostracién del teorema 1.8. La demostracién para el valor 1 es

analoga.

Veremos algunos ejemplos que pondran de manifiesto el distinto compor-
tamiento del valor coalicional ¢ y del valor coalicional ¢. Consideremos los
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ejemplos 1.1 y 1.3 y analicemos sus valores coalicionales en todos los casos
posibles. En la tabla 1.3 aparecen los resultados correspondientes al ejemplo
1.1 y en la tabla 1.4 los correspondientes al ejemplo 1.3.

e f{ T (N, v, B) #(N,v, B) ;
1,2},43 (0,0,0.25) (0.0625,0.0625,0.125
L3 2 | (000 (0.0.0) (Tabla 1.3)

({1},12,3}} | (0,0,0.25) | (0.125,0.0625,0.0625)

B (N, v, B) »(N,v, B)

1,27, 317 | (2.25,0.75,05) | (2.125,0.625,0.75) (Tobla 1.4
({1,3},{2)} | (2.25,05,1) | (2.1875,0.375,1.1875) ‘
{{1},42,3}} | (2,0.75,1) | (1.875,0.6875,1.1875)

Analizando los resultados en el ejemplo 1.1 observamos que los repartos
segun el valor coalicional ¢ y segin ¢ difieren considerablemente. Ademas
los jugadores 1 y 2 son jugadores nulos™, asi como la coalicién {1,2} en el
juego cociente con sistema de coaliciones a priori {{1,2},{3}}, mientras que
los jugadores del juego cociente son jugadores simétricos y no son jugadores
nulos.

En el segundo ejemplo vemos que no hay demasiadas diferencias entre
los dos valores obtenidos.

1.4.3 Caracterizaciones axiomaticas

En la literatura hay varias caracterizaciones axiomaticas del valor coalicio-
nal. Owen (1977) caracterizé el valor coalicional utilizando las propiedades
de eficiencia, jugador nulo, simetria entre coaliciones a priori, simetria en-
tre jugadores de una misma coaliciéon a prior: y aditividad. Mas tarde,
Winter (1992) anadié dos caracterizaciones, una utilizando la propiedad de
consistencia y otra mediante el potencial. Ya ha sido dicho también que es-
tas propiedades fueron introducidas por Hart and Mas-Colell (1989). Calvo
et al. (1996) caracterizaron el valor coalicional utilizando la propiedad de
contribuciones equilibradas introducida por Myerson (1980). En esta sec-
cién probamos que el valor coalicional ¢ satisface propiedades similares y
generalizamos las caracterizaciones axiomaticas dadas para juegos TU. Por
el contrario observaremos que el valor coalicional 1 no satisface todas las
propiedades aunque también se vera una caracterizacién para este valor.
Previamente indicamos que las definiciones de jugador nulo* (definicién
1.1), jugador nulo (definicién 1.2) y simetria (definicién 1.3) se pueden gene-
ralizar a U(NN) de manera trivial con lo que no las formulamos rigurosamente.
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Sea G el conjunto de todas las triplas (N, v, B) donde N es un conjunto
finito de jugadores, B = { By, ..., B} € CV, y v es una funcién caracteristica
generalizada.

Un valor coalicional en I" es una aplicacion en G que asigna a cada tripla
(N,v, B) € G un vector ¢(N,v, B) € IR™. Diremos que ¢ satisface:

(EFC) Eficiencia si

1
ZQP@'(NJJ,B) = | _| Z U(N,).
ieN m. H bg! N'eHp(N)
keM

Esta propiedad nos indica que la utilidad total que se van a repartir los
jugadores es la utilidad esperada que se alcanza a través de la cooperacion
de los jugadores considerando aquellos 6rdenes en los que jugadores de una
misma coalicién a priori van a aparecer de forma consecutiva.

Si B={N} o B={{1},...,{n}}, entonces el axioma EFC coincide con
el axioma EF.

La propiedad EFC puede ser reescrita en funcién de los juegos <M ;UB;/ B;,)
cuando el valor ¢ es de la forma ¢;(N, v, B) = ¢;(Bj, w;-p) sii € Bj, teniendo
en cuenta que

Z Soi(Nﬂ}?B): Z Z SO,'(N,U,B)-

ieN JEM i€B,

Ademas para todo j € M

> @i(N,0,B) = > ¢(Bj,wy)
i€B; i€B;
1
= 37 2 wi(B))
J* Bl€H(B;)
1
= — > ¢j(Muvgp).
bj!B;.eH(Bj) j< i/ J>

Por tanto,

1
SN B = XY o (Mg
iEN J* jEM BleH(B;)

(JN*) Jugador nulo* si para cada jugador nulo*

¢i(N,v,B) =0.
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(JN) Jugador nulo si para cada jugador nulo i
v;(N,v,B) = 0.
(AD) Aditividad si para cada par de juegos (N,v, B), (N,w, B),
©(N,v+w, B) = (N, v, B) + ¢(N,w, B).

(SLJ) Simetria entre jugadores si para cada par de jugadores simétricos
1y j de la misma coalicién a priori By,

SDZ'(N7U7B) = SOJ(vawB)

(SIC) Simetria entre coaliciones si para cada par de coaliciones simétricas
B; y Bj en el juego (M, vp),

Z Spk(vaaB) = Z Spk(vaaB)'

keB; kEBj

Ya hemos visto que JN* y JN son dos extensiones diferentes del axioma
de jugador nulo para juegos TU y que JN* implica JN. Las propiedades AD,
SIJ y SIC son las generalizaciones estandar de las mismas propiedades en
juegos TU.

A continuacién procedemos a dar caracterizaciones del valor coalicional
1 y del valor coalicional ¢ utilizando las propiedades anteriores.

Teorema 1.8 a) El valor coalicional 1 es el inico valor coalicional que
satisface EFC, JN* y AD.

b) El valor coalicional ¢ es el unico valor coalicional que satisface EFC,
JN, AD, S1J y SIC.

Antes de proceder a la demostracién damos un lema previo.

Lema 1.3 a) Sea RC M, R € HR), j¢ R, i€ B;, T' = (1}, ..., T}))
siendo T}, € H(Bpgy ) para todo k=1,....r, SC B;j, i ¢ S, y S"e H(S). Si
@ satisface EFC y JN* entonces

(m—r—=1b; —s—1)!

sil=1i
! by!
(N w510y, B) = " ke{l;luj} '
0 en otro caso.

siendo u(rr g ;) el juego de unanimidad definido en (1.1).
Si K' € Q no es de la forma (T",5',1) se verifica que ¢;(N,ug:, B) =
0 para todo I € N.
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b) Sea T C N, T € H(T). Si ¢ satisface EFC, JN, SIJ, y SIC entonces

1 . teB;NT
‘Pz’(Na wy, B) _ mT(mT)!]Bj N T| H |Bl N T| T € HB(T)
leM
0 en otro caso.

siendo wpr el juego de unanimidad definido en (1.2), y
mr =|{j € M| B;nT #0}|

Demostracion.
a) Sil # i, [ es un jugador nulo* en (N, U(T",S7 4)5 B) y por JN*

QDZ(Na U(T",5,1)> B) =0.

Aplicando EFC obtenemos que

0i(N,ur s, B) = Y of(N, w904y, B)
leN

1
. (m—r—1) T o] (b —s— 1)
mt T o ke M kg R ]

keM

(m—r—1)(bj —s—1)!

ke{RuUj}

Y si K/ € Q no es de la forma (77, 5’,4), por EFC,

1
> @(Nug, B) = T > uge(N)
leN m: H br.! N'€Hg(N)

keM

= 0.

Teniendo en cuenta que todos los jugadores excepto el dltimo jugador
en K’ son nulos*, y aplicando JN*, obtenemos que ¢;(N,ugs, B) = 0 para
todol € N.

b) Sea T" € Hp(T).Por EFC,
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1

Y oNwr,B) = ——— Y wp(N)
IEN m! H by! N'€Hg(N)
keM
B 1
mr! I 1B T)!
keM

Sea A={je M| B;NT #0}. Sii¢ T entonces i es un jugador nulo, y
aplicando JN se obtiene que ¢;(N,wyr, B) = 0. Como todas las coaliciones
de A son simétricas en el juego cociente, aplicando SIC se verifica que para
todo j € A,

1

Z QOZ-(N,’LUT/,B) = .

B, my(mp)! T] 1B N T!
keM

Teniendo en cuenta que los jugadores de T' son simétricos y aplicando SIJ
obtenemos que si i, k € B; N'T" entonces,

@i(NﬂUT’vB) = SOk(N,'LUT/,B)-
Por tantosii € BjNT y j € A,

1

(N, wy, B) = .
#ilN,wrr, B) me(mr) 1B 07T T 1B AT
S

Supongamos ahora que 77 ¢ Hg(T). Por EFC,

1
S eV B) = —— 3 wp(V)
leN m: H by! N'€Hp(N)

keM

= 0.

Dado que todas las coaliciones son simétricas, se obtiene por SIC que
para todo Bj € B, > ¢;(N,wg,B) =0y como todos los jugadores de la
ZGB]'
misma coalicién son simétricos, obtenemos por SIJ que ¢;(N,wr, B) = 0
paratodol € N.m
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Demostracion del teorema 1.8

a) Es facil probar que v satisface EFC, JN* y AD. Sea ¢ otra solucién
verificando EFC, JN* y AD. Teniendo en cuenta el lema 1.3 a) podemos
concluir que ¢ y 9 coinciden en todos los juegos de unanimidad ugr. Usando
la descomposicién en los juegos de unanimidad ur dada en el lema 1.1 a) y
aplicando AD se concluye que ¢ =1 en I

b) Es facil probar que ¢ satisface EFC, JN, AD y SIJ. Sea B; € B,

entonces,

1
> p(N,v,B) = ¥ > 6i(M,vp,p)

kEB; " BleH(B)

1
= ¢ |(M,= > vpap)

" BleH(B)
= ¢z(M7 UB)

y por tanto ¢ también satisface SIC.

Sea ¢ otra solucién verificando los cinco axiomas. Utilizando el lema 1.3
b) y los axiomas EFC, JN, SIJ y SIC obtenemos que ¢ coincide con ¢ en
todos los juegos de unanimidad wy. Aplicando la descomposicién dada en
el lema 1.1 b) en funcién de los juegos de unanimidad wr conjuntamente
con la propiedad AD se obtiene la unicidad en I'. =

Nota 1.17

a) Los tres axiomas utilizados en el teorema 1.8 a) son necesarios.

o = 21 satisface JN* y AD.

1 ,
w2 )

wedr | N'€Hp(N)

n

b Soz‘(vavB) =
EFC y AD.

para todo @ € N satisface

e Sea D el conjunto de jugadores nulos* de (N, v). Definimos ¢ como

1 /
m! I] 0x! 2. v
¢i(N,v,B) = keM :_GZB(N) siie N\D

0 site D

o satisface EFC y JN*.
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b) Los cinco axiomas utilizados en el teorema 1.8 b) son necesarios.

e o = 2¢ satisface JN, AD, SIJ y SIC.

1 /

ml 1] sl >, v
edr . N'€Hp(N)

hd (pi(Nqu) =

SLJ y SIC.

si i € Bj satisface EFC, AD,
mbj

e Sea D; el conjunto de jugadores nulos de (N, v, B) de la coalicién a
priori Bj. Sea C' el conjunto formado por todas las coaliciones a priori
que son jugadores nulos en el juego cociente. Definimos,

0 siie JD;U(U By)

1 j=1 jeC
VB = 8 e S )
kM N'eHp(N)

(m —c)(bj — dj)

en otro caso

 satisface EFC, JN, SIJ y SIC.
e Sea w el valor definido como,

. _ ¢i(N>UvB) SIB#{N}

wilV,v, B) = { Ui(N,v,B) si B={N} (1.12)
Facilmente se puede comprobar que w satisface EFC dado que ¢ y ¢
verifican la propiedad de eficiencia. w también satisface JN, AD y SIC
ya que para todo i € N, ¢,(N,v,{N}) = 1;(N,v).

e Sea 7 definido para cada i € N como
1

’ kel ke N'€Hg(N)

ni(N>U>B) =

n satisface EFC, JN, AD y SIJ.

Si un jugador 7 es un jugador nulo en (N,v, B) entonces ¢ es un ju-
gador nulo en el juego TU (N,vys) para todo N’ € H(N) y en este
caso Shi(N,vns) = 0 para todo N’ € Hp(N).Entonces n satisfa-
ce JN. Ademas si los jugadores 7,j € By son simétricos en el juego
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(N, v, B), también son simétricos en los juegos TU (N, vy/) para to-
do N’ € Hp(N), y por tanto Shi(N,vn') = Sh;(N,vys) para todo
N’ € Hp(N), lo que implica que 1,(N,v, B) = n;(N,v, B). Por tanto,
n también satisface SIJ. nsatisface AD porque el valor de Shapley es
aditivo.

Myerson (1980) introduce la propiedad de contribuciones equilibradas,
que dice que para cada par de jugadores i, j, la utilidad que pierde o gana
el jugador j si el jugador ¢ desaparece del juego es la misma que pierde o
gana el jugador i si el jugador j deja del juego. Myerson (1980) utiliza esta
propiedad junto con la propiedad de eficiencia para caracterizar el valor de
Shapley. Calvo et al. (1996) generalizan este resultado para juegos TU con
jerarquias de cooperacién y en este capitulo ya se ha extendido este resultado
para juegos en forma caracteristica generalizada. Ahora introduciremos esta
propiedad para juegos en forma caracteristica generalizada con coaliciones
a priori.

Diremos que un valor coalicional ¢ satisface:

(CEI) Contribuciones equilibradas entre jugadores de una misma coali-
cton a priori si para cada par de jugadores 7, j de la misma coalicién By se
verifica que

Soi(N>U7B) - Qpi(N\j7UaB|N\j) = (pj(Na’UaB) - SDJ(N \ Z'7IU>B|N\'L')
donde Bjy\; = (B1, ..., Bx \ I, ..., By) para todo [ € By.

(CEC) Contribuciones equilibradas entre coaliciones a priori si para cada
par de coaliciones B;, B; se verifica que

Z (;Ok:(N7U7B) - Z (pk:(N\BjaU7B|N\Bj) =
keB; keB,;

Z ¢i(N,v,B) — Z (N \ Bi,v, Bin\g,)
k‘EBj k‘EBj

donde Bjy\p, = (B1, ..., Bi_1, Bi11, -+, By) para todo [ = 1,...,m.

El siguiente teorema nos da una caracterizaciéon del valor coalicional ¢
utilizando las anteriores propiedades.

Teorema 1.9 El valor coalicional ¢ es el unico valor que satisface EFC,
CFEI y CEC.
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Demostracion.

Es trivial comprobar que ¢ satisface EFC, probamos en primer lugar que
¢ satisface CEL.
Teniendo en cuenta la nota 1.15 se verifica que

¢;(N,v, B) = > CV(N o, B),

|
m H Ol it
leM

y por tanto para todo i,j € By

¢i(NavaB) - d)'L(N\jaUaB\N\]) =

1 .
= Z [CVi(N,vnr, B) = CVi(N \ j,unnj, Binvyj)] -
m: H bl. NIEHB(N)
leM

Dado que CV satisface contribuciones equilibradas en juegos TU y (N, vy, B)
y (N\ j,vnn;, Bia;) son juegos TU, la tltima expresién es igual a

1 .
| | E [CVvJ(NJJN/?B)_CVY(N\Z7UN’\'L7B|N\1)]
m [T 0! ey om)
leM

= ¢j(va7B) - ¢](N\zvva\N\z)

Probamos que ¢ satisface CEC. Utilizando la nota 1.16 sabemos que
para todo j € M,

> 6i(N,v, B) = ¢;(M,vp),
i€B;

entonces ¢ satisface CEC si y solo si para todo ¢,j € M

¢;(M,vg) — ¢;(M \ j,vp\B,) = ¢;(M,vE) — ¢;(M \ i,vp\B,)

lo cual es cierto como consecuencia del teorema 1.4.

A continuacién probamos la unicidad. Sean ¢! y ¢? dos valores satisfa-
ciendo EFC, CEI y CEC. Usando razonamientos andlogos a los empleados
en el teorema 1.4 podemos concluir que para todo k € M,

Z 9011(va73) = Z 3012(va73)'

i€DBy i€By
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Sea By € B e i,j € Bx. Probamos la unicidad por induccién en b. Si
by = 1 (Bg = {i}) entonces ¢} (N, v, B) = ¢?(N,v, B). Supongamos que el
resultado es cierto para by — 1. Ahora probaremos que el resultado también
se verifica para bg. Aplicando la hipétesis de induccién y CEI obtenemos
que

@i (N,v,B) —¢j(N,v,B) = ¢;(N\j,v,Bn;) —¢;(N\i,v, By)
(p%(N\]¢U7B|N\]) - @?(N\17U>B|N\z)
= @?(vaaB) - ‘P?(N’U»B)

Dado que Z o} (N,v,B) = Z ©?(N,v, B) concluimos que p' = ¢?. m
1€ By 1€By,

Nota 1.18 El valor coalicional 4 no satisface CEI ni CEC.
En el ejemplo 1.1 se puede comprobar que si tomamos B = {Bj, Ba}
siendo By = {1} y By = {2, 3},

w2(vayB) = O, wg(N\3,U,B|N\3) =0

Y3(N,v,B) = i» P3(N \ 2,0, Bjyy2) =0

con lo que el valor coalicional 1 no satisface CEI.
Ademas ¥ no satisface CEC dado que

> vp(N,u,B) = 0, Y ¢y(N\ By, v, Byyp,) =0

keB; keB:

1
Z ¢k(N7U7B) = 17 Z wk(N\BlvvaB\N\BJ:O‘
keBsy keB2

Nota 1.19 Los tres axiomas utilizado en el teorema 1.9 son necesarios.

o © = 2¢ satisfacen CEI y CEC.

e Es claro que el valor n que aparece definido en (1.13) en la nota 1.17
satisface EFC. Teniendo en cuenta que el valor de Shapley satisface
CEI en juegos TU, es facil probar que 7 también satisface CEL.

e Sea ij € Bj el jugador de menor indice en Bj, definimos para todo
1€ Bj y Bj eB
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M,UB,{M}) Si’i:ij
0 en otro caso

11;(N, v, B) = { %3 (1.14)

w satisface EFC y CEC.

Hart and Mas-Colell (1989) introducen el potencial en juegos TU y lo
utilizan para caracterizar el valor de Shapley. Winter (1992) extiende el
potencial a juegos TU con estructura de coaliciones y lo utiliza para ca-
racterizar el valor coalicional. En la seccién 1.2 del presente capitulo se
extiende el potencial a las funciones caracteristicas generalizadas y se carac-
teriza el valor ¢. A continuacién se extenderd el potencial a las funciones
caracteristicas generalizadas con estructura de coaliciones a priori.

Sea P una funcién en G que asigna a cada tripla (N, v, B) € G un vector
P(N,v, B) € IR™. Definimos la contribucién marginal del jugador i € B; en
un juego como

D'(P(N,v,B)) = P;(N,v, B) — Pj(N \ i, v, Bjx;)-
P es una funcion potencial si:
i) Pj(N,v, B) = 0 cuando B; = 0.

it) Yy D'(P(N,v,B)) = D/(P(M,vp,{M})) para todo j € M.
i€B;

; 1
iti)  _ D'(P(N,v, B)) = —= > w(NV).
ieN m: H b;! N’eHp(N)
JjEM

La primera diferencia entre este potencial y el potencial de Winter (1992)
es que la suma de las contribuciones marginales de todos los jugadores es
ahora igual al valor esperado de la gran coaliciéon teniendo en cuenta sélo
los 6rdenes admisibles. La segunda diferencia es que el conjunto G en donde
hemos definido el potencial es més grande que en Winter (1992).

Es facil comprobar que la definicién anterior generaliza el potencial de
Hart y Mas-Colell (1989), Winter (1992), y la funcién potencial generalizada
introducida en la seccion 1.2 de este capitulo.

A continuacién caracterizamos el valor coalicional ¢ mediante el poten-
cial que ha sido definido.
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Teorema 1.10 Existe una unica funcion potencial. Ademds para cada
(N,v,B) € G, ¢;(N,v, B) = D(P(N,v, B)).
Demostracion.

En primer lugar procedemos a la demostracion de la unicidad de P. Sea
i € Bj € B. Teniendo en cuenta que P satisface ii) se verifica que

Dj(P(M>UB7{M})) = Z (Pj(NavaB) _Pj(N\i>v>B|N\i))
1€B;
= ‘BJ‘PJ(NavaB) - Z PJ(N\ZvvaB\N\z)
1€B;
Entonces P;(N, v, B) = g | DY(P(M,vg,{M})) + > Pi(N \i,v, Bjp)
1€B;

Utilizando induccién en el ntiimero de jugadores (P (@, v,0) = 0) y teniendo
en cuenta que

DY(P(M,vp,{M})) = P(M,vp,{M}) — P(M\j,vg, {M\j}

donde P es una funcién potencial en el sentido de la seccién 1.2, es sencillo
demostrar la unicidad de P.

A continuacién probamos la existencia. Para todo (N,v,B) € G,j € M,
T C NyT € Hg(T) se define!

(& .
si BiNT #10
11 B. J
dp(B;) = my(my)!|B; NT| lg\[4 |B;NT|
0 en otro caso

Definimos P como:

P(N,v,B) = > dp(B),..., > dp(Bwm)

TCN,T'€Hg(T) TCN,T'eHg(T)

!Nétese que para todo T’ € Hgp(T), cr son las constantes definidas en el lema 1.1 b).
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Sij € M ei € B; entonces

D'(P(N,v,B)) = oo de(B)—- ). dp(By)
TCN,T'€Hp(T) TCN\i,T'€Hg(T)

= > dr(Bj)

1€TCN,T"eHp(T)

— Z cT
i€TCN,T'eHg(T) mT(mT)!|Bj NT| H |B;NT|!
leM

- Y (N, B)

TCN,T'eH(T)
= ¢Z(N7 v, B)

Por tanto es facil ver que P satisface i), i) y iii), teniendo en cuenta
que el valor coalicional ¢ las satisface. ®m

Nota 1.20 Como consecuencia del teorema 1.10 obtenemos que el valor
coalicional ¢ no se puede obtener a partir de la funcién potencial.

La propiedad de consistencia ha sido ampliamente estudiada en la lite-
ratura. Hart y Mas-Colell (1989) caracterizan el valor de Shapley utilizando
esta propiedad, Winter (1992) la utiliza para caracterizar el valor coalicio-
nal, y en el teorema 1.6 del presente capitulo hemos utilizado una versiéon
generalizada de esta propiedad para caracterizar el valor ¢ en los juegos en
forma caracteristica generalizada. A continuacién introducimos la propiedad
de consistencia para funciones caracteristicas generalizadas con estructura
de coaliciones a priori.

Dado (N,v, B) un juego TU con estructura de coaliciones, un valor coali-

cional ¢ y S C Bj, Winter (1992) defini6 el juego reducido <S, Ug B> donde
para todo T' C S,

v 5(T) = o(T U S°) — Z ¢r (T'US% v, Biryse) -
keSc

Generalizando esta definicién a nuestro contexto tenemos que dado (N, v, B) €
G, ¢ un valor coalicional, 7 € M y § C Bj, definimos el juego reducido

<S, vg’B) donde para todo T'C Sy T" € H(T),

U?,B(T,) =
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- : > )

m! H bil(t + bj — s)! R'€Hp(TUS®),R' /T=T'

i#j
- Z (pk (TUSC,U, B|TUSC) .
kese
c ! /
En esta expresion Z v(R') es la

m! H bil(t +bj — s)! R'€Hg(TUS®),R' /T=T"
i

J
utilidad esperada que obtienen los miembros de T si cooperan en el orden
dado por T" y los jugadores de N\S cooperan en cualquier orden admisible
respecto a B.

Diremos que un valor ¢ satisface:
(CSC) Consistencia si para todo (N,v,B) € G,j € M, S C Bjei€ S,

@i(Nv, B) = ¢, (8,05 5 {S}) .
(E2*) Estdndar para dos si para todo (N, v, B) € G siendo N = {1,2}
01 (N,v, B) = py(N,v, B).

(PJC) La propiedad del juego entre coaliciones o juego cociente si para
todo (N,v,B) € Gy Bj € B

Z Qpi(NJ}?B) = Spj(Mvay{M})‘
i€B;

La definicién de consistencia generaliza las definiciones dadas en Hart
and Mas-Colell (1989), Winter (1992), y la dada en la seccién 1.2 del presente
capitulo. La propiedad E2* es una versién més débil de la cldsica propiedad
de ser estdandar para dos. La propiedad del juego entre coaliciones nos dice
que la suma de lo que consiguen los jugadores de una coaliciéon a priori
coincide con lo que obtiene dicha coalicién en el juego entre coaliciones.

Utilizando estas propiedades obtenemos el resultado que a continuacion
se expone.

Teorema 1.11 El valor coalicional ¢ es el unico valor satisfaciendo
EFC, CSC, E2* y PJC.
Demostracion.
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Probamos que el valor coalicional ¢ satisface CSC dado que previamente
ha sido demostrado que el valor coalicional ¢ satisface EFC y PJC y es facil
ver que también satisface E2*.

Sea j € M y S C Bj, teniendo en cuenta que para todo T' C S

1
T - D > o(R) =
m. | | bil(t +bj — s)! T'eH(T) R'eHp(TUS®),R' /T=T'

i#j

= Z ¢7, (TUSC7vaB|TUS°)

i€TuSe
obtenemos que,

S wlp(T) =Y 6 (TUS, v, Byruse) =

T'eH(T) ieT

=11y (P (TUSv,Bjruse) — P (TUS)\ 4,0, Brusepi)) -
€T
La primera parte de la igualdad se obtiene de la definicién del juego re-
ducido y de la formula anterior y la segunda igualdad se obtiene del teorema
1.10.
Definimos para todo T C S,
P'(T,v) = P; (T US°v, Biruse) — P; (S, v, Bjge) .

Con algunos célculos sencillos obtenemos que P'(0,v) =0y
, 1
Z (Pl(S,v) - P'(S\ z,v)) =3 Z ”g,B(S’)'
i€S S'eH(S)

El teorema 1.5 prueba que existe una tnica funcién potencial Po satisfa-
ciendo estas condiciones y ademds que para cada i € S,

Po(8,v5 ) — Po(S\ 1,05 ) = 6;(S,v§ . {S}).
Entonces obtenemos que
¢i(S.v8 5. {S}) = Po(S,v§ 5) — Po(S\i,v% )
= P'(S,v) — P'(S\i,v)
= Pj(N,v,B) = Pj(N \i,v, Bjn\;)
= ¢;(N,v,B).

(2
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Las dos primeras igualdades de la anterior expresién son consecuencia del
teorema 1.5 aplicado al juego (S, vgi’ - 15}). Es fécil comprobar la tercera
igualdad sin més que sustituir P’ por su expresién, y la cuarta igualdad es
consecuencia del teorema 1.10.

Probamos a continuacién la unicidad. Sean ¢!, ©? dos valores satisfa-
ciendo los anteriores axiomas. Por PJC, para todo j € M,

ZSO%(NJ)?B) = QO}(M,UB,{M})
i€B;
Z@%(vavB) = QO?(M,”UB,{M}).

iEBj

Es facil comprobar que un valor ¢ satisface EFC y E2* si y sélo si ¢ sa-
tisface EFC y E2. Por tanto, el teorema 1.6 también se verifica si sus-
tituimos E2 por E2*. Teniendo en cuenta que (M,vp,{M}) es un juego
en forma caracteristica generalizada, aplicando ese teorema tenemos que
cp;(M, v, {M}) = (p?(M, vp,{M}), lo que implica

Z@%(Nﬂ}?B) = Z 3012(va73)'

i€B; i€ B,

Sin =1, o' = 2. Aplicando EFC y E2* el resultado se verifica para
n = 2. Ahora supongamos que el resultado es cierto para n—1 jugadores con
n > 3. Probaremos pues que el resultado también se verifica con n jugadores.
Sea (N,v,B) € G, By € B e i,j € By, utilizando la hipétesis de induccién
. o N .
obtenemos que v{i’j}’B(z) = U{z’,j},B(Z)'

Por CSC, se verifica que para [ = 1,2

TR A ) ) Y (O T A ) ) B

= ¢l(N,v, B) — ¢}(N, v, B)
y por tanto
i (N,v,B) — @¥(N,v, B) = ¢j(N,v, B) — ¢3(N,v, B).

Como Z ¢} (N,v,B) = Z ©2(N,v, B) podemos concluir que ¢! = ¢?. =
’iij iGB]‘
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Nota 1.21 Si reemplazamos E2* en este teorema por SIJ y covarianza (si
(N,v,B) € G,a> 0y (3 € IR" entonces ¢(N,av+3, B) = ap(N,v, B)+[3),
entonces el resultado también se verifica.

Nota 1.22 El valor coalicional ) no satisface consistencia. Consideremos
como contraejemplo el ejemplo 1.1, sea B = {N} y S = {1, 2}, obtenemos

que ¥, <S, vg’B, {S}> =—-0.083 y ¢¥;(N,v,B) =0.

Nota 1.23 Los cuatro axiomas utilizados en el teorema 1.11 son nece-
sarios.

o © = 2¢ satisface CSC, E2* y PJC.

¢j(M>UB,{M})
bj

hd (pz(Na v, B) =
EFC, E2* y PJC.

para todo @ € B; y B; € B satisface

e Sea p el valor definido en (1.14) en la nota 1.19. Es claro que satisface
EFC y PJC.

Probamos que u satisface CSC. Sea (S, v% z,{S}) el juego reducido por
iy sea k el jugador de menor indice en S. Si k = i;, entonces

'uij (Sa UgB’ {S}) = Zﬂl(‘i Ug’,Ba {S})
les

1
= 5 Z Ug’B(S/)
" S'cH(S)

= % ﬁ'bk' Z U(R/)_ Z ZMZ(vavB)

keM R'eHp(N) S'eH(S)leSe

= Z,uk(M,vB,{M})—j—: Z p (M, vp, {M})

keM T keM\j
= Hj(M7 vp, {M})
= ¢j(M77)Ba{M})
= /%-(NW,B)-
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Si k # i;, entonces

(S S = = STt (8)

S
S'eH(S)
1
= T o > o@®) | = m(N,v,B)
e T \ReHs(N) iese
0
= pup(N,v,B).

Para todo [ € S con | # k la igualdad es inmediata.

e Sea el valor n definido en (1.13) en la nota 1.17.

Es claro que 7 satisface EFC y E2*. Mostramos que 7 es consistente.

Utilizando el hecho de que el valor de Shapley satisface la propiedad de
consistencia, aditividad y es lineal en juegos TU, obtenemos que para todo
SCBjeielS

1
ni(N,v,B) = 1T bl Y. Shi(N,uw)
'keM " N’eHp(N)
1
= W Z Shi(S»(UN’)gh)
'keM ke N'€Hg(N)

_ 1 Sh
S e
weM  N'€Hp(N)

donde (vy/)M(T) = v/ (T U S®) — Y Shy(T U S¢ vn) para todo T C S.
lese
Entonces

1
T T ol > (wn)I(T)
‘keM ke N'cHg(N)
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1 by!
_ vr/ (T U S°)
m! T bx! (bj — (s —1))! R’eHX(;FUSC) (
keM 7

- > D Sm(Tu S vr)

R'€Hp(TUS®) leSe

1 C
= TG, G || 2 w(TUs)

ok R/'cHp(TUS®)

- > D Sm(Tu S, uR)

R'€Hp(TUS®) leS®

Por otra parte,

ni(vagBa{S}) = Z Sh )
S’eH (S)
1
= Sh(S,5 Y (D))
" S’eH(S)

donde el juego (S, (vd)g/) se define para todo T'C S como,

(vd)s/(T) =

t! , .
. TT bk!(b; — (s —t))! Z v(R) — Z n(T'Us 7vaB\TUSC)

. R/'€HpB(TUS®) lese
k#j R'JT=S'/T

y de estas expresiones podemos obtener la siguientes igualdades,

LY sl -

s!
S'eH(S)
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1 1 ,
RPN s yw ooyl LEND DRI

"S'eH(S) il R'€H g (TUSC)
k#j R'/T=8')T

> Y S(TuS,uw)

leS¢ R'eHp(TUS*)

1 /
= ST | 2 )

. T'€H(T) R' e Hg(TUS®)
k#j R'/T=T'

— Z Z Shi(T U S vgr)

leSc R'eHg(TUS¢)

1 /
TS PR

ey R'€Hp(TUS®)

> ). S(TuS,uw)

leSe R'eHp(TUS*)

Por tanto ha sido probado que n satisface CSC.

1.5 El problema de la elecciéon de los mejores
ordenes

La idea que subyace detras de los juegos en forma caracteristica generalizada
es que los jugadores no controlan el orden de formacién de la coalicidn; de
esta forma se genera cada coalicién mediante un proceso secuencial y la utili-
dad que pueden obtener los jugadores varia segin el orden de incorporacion
a la coalicién.

En esta seccién vamos a estudiar qué ocurriria si los jugadores pudiesen
controlar el orden de formacién de las coaliciones. Esta situacién la mo-
delizaremos mediante un juego no cooperativo, en el cual estudiaremos sus
equilibrios de Nash. Previamente introducimos algunos conceptos.
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1.5.1 Juegos no cooperativos: juegos en forma normal

A diferencia de los juegos cooperativos, en los juegos no cooperativos los
jugadores no tienen capacidad para tomar acuerdos vinculantes. Ademads
se supone que los jugadores toman sus decisiones independientemente, son
completamente racionales y tratan de maximizar la utilidad que pueden
conseguir en el juego.

Un juego finito en forma normal es una terna (N, X, H) donde N es el

n
conjunto de jugadores, X = [] X, siendo X el conjunto de estrategias puras
i=1
n
del jugador i, y H = (Hy, ..., H,) donde para cadai € N, H; : [[ X; — IR
i=1
representa la funcién de pago al jugador i.
Diremos que x € X es un equilibrio de Nash del juego en forma normal
(N, X, H) si para cada i € N

H;(x) > H;(x\;x;) para todo z; € X;.

Seleccionar equilibrios de Nash supone que ningin jugador ve incremen-
tado su pago si se desvia unilateralmente del equilibrio.

Aqui trabajemos con juegos finitos en forma normal donde cada juga-
dor tiene un ntmero finito de estrategias puras. A partir de las estrategias
puras, habitualmente se define el conjunto de estrategias mixtas de un juga-
dor como el conjunto de distribuciones de probabilidad sobre el conjunto de
estrategias puras. Nash (1951) introdujo el concepto de equilibrio de Nash
y probd que todo juego en forma normal posee al menos un equilibrio de
Nash en estrategias mixtas. Teniendo en cuenta que pueden existir varios
equilibrios de Nash y que a menudo algunos parecen més razonables que
otros, este concepto de solucién ha dado lugar a diferentes refinamientos,
entre otros, el equilibrio perfecto introducido por Selten (1975). Seguida-
mente daremos una sencilla aproximacion estratégica del problema que nos
planteamos incialmente y estudiaremos tinicamente los equilibrios de Nash
en estrategias puras.

1.5.2 Una aproximacién estratégica

Dado (IV,v) € I y un valor ¢, construimos un juego no cooperativo en forma
normal (N, X, H)de la manera que se expone a continuacién.
Consideramos las estrategias del jugador i € N como el conjunto de
6rdenes de la gran coalicién, es decir, paracadai € N, X; ={T | T € H(N)}.
Definimos la funciéon de pago del siguiente modo:
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n
i=1

r = (zi)ien — H(z)= { Sh(N,vr) siz;=T paratodo i

©(N,v) en otro caso

La funcién de pago H nos indica lo siguiente: si todos los jugadores eligen
el mismo orden, la funcién de pago coincide con el valor de Shapley del juego
inducido por ese orden y si al menos dos de ellos difieren en cuanto al orden
elegido, entonces la funcién de pago actia de acuerdo al valor ¢ para juegos
en forma caracteristica generalizada. Consideraremos como posible regla de
reparto ¢ las dos generalizaciones del valor de Shapley para juegos en forma
caracteristica generalizada 1 y ¢ obtenidas respectivamente en Nowak y
Radzik (1994) y en Sanchez y Bergantifios (1997) y analizadas con detalle
en este capitulo.

Definicién 1.7 Dado el juego (N,v) € T' y ¢ un valor en T, diremos
que un orden T € H(N) es preferido segin el valor ¢ cuando para todo i €
N, ShZ(N, UT) Z cpi(N,v).

Proposicion 1.1 El conjunto de pagos asociados a equilibrios en estra-
tegias puras de (N, X, H) son los pagos dados por los drdenes preferidos del
juego junto con la asignacion dada por .

Demostracién.
Analizamos las distintas estrategias para calcular los equilibrios de Nash
del juego. Distinguimos tres casos:

a) x; =T € H(N) para todoi € N.

— Siexiste j € N tal que Shj(N,vr) < ;(N,v) entonces  no es
un equilibrio de Nash ya que si j se desvia hacia T” # T obtendrd
un pago ¢;(N,v).

— Siparatodoi € N Sh;(N,vr) > ¢;(N,v) entonces x es un equi-
librio de Nash ya que si algin jugador j € N decidiera desviarse
unilateralmente obtendrd un pago ¢;(NN,v), con lo cual no mejo-
rara.

b) z; =Ty x; =T para todo i € N\j con T" # T.

— Si Shj(N,vr) > ¢;(N,v) entonces x no es un equilibrio de
Nash ya que el jugador j se desviara hacia T" alcanzando el pago
S hj (N 5 UT) .



1.5. Una aproximacién estratégica 85

— Si Shj(N,vr) < ¢;(N,v) entonces x es un equilibrio de Nash
que nos lleva al pago ¢(N,v).

c) Siexisten ,j,k € N tal que x; # x;, x; # 2 y ¥j # T, entonces x es
un equilibrio de Nash cuyo vector de pagos es ¢(N,v). B

Consideremos los valores i y ¢; los siguientes ejemplos ponen de mani-
fiesto que puede haber juegos en los que ningin orden sea preferido (ejemplo
1.4) y juegos en los que dos o méds ordenes sean preferidos (ejemplo 1.5).

Ejemplo 1.4 Sea N = {1,2,3} y consideremos la siguiente funcién
caracteristica generalizada,

v(1,2,3) =1 v(1,2) =0
v(1,3,2) =1 v(2,1)=0
v(2,1,3)=1 v(1,3) =1 ”(g)i%
v(2,3,1) =1 v(3,1)=0 ”(3):0
v(3.1,2) =1 v =0 ‘G)=
v(3,2,1) =1 v(3,2)=0

Se verifica que ¢(v) = (0.416,0.167,0.416) y ¥ (v) = (0.333,0.167,0.5).
Ademds,

Sh(va2s) = (0.5,0,0.5)
Sh(vasa) = (0.5,0,0.5)
Sh(v@is) = (0.5,0,0.5)
Sh(vasy) = (0.33,0.33,0.33)
Sh(vs1z) = (0.33,0.33,0.33)
Sh(vsa1) = (0.33,0.33,0.33)

Lo que nos lleva a deducir que no hay ningun orden preferido segiun ¢
ni segun v, siendo los tnicos equilibrios de Nash los que nos llevan al pago
segun la solucién considerada.

Ejemplo 1.5 Sea N = {1,2,3} y consideremos la siguiente funcién
caracteristica generalizada,
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U(1727 3) =2 U(1,2) =0
v(1,3,2)=1  v(2,1)=0 -
v(2,1,3) =1 v(1,3)=1 v(12) :t())
v(2,3,1) =15 v(3,1)=0 U(S) -0
o3 1,2)=0 w23 =0 ‘&=
U(?), 2, 1) =0 U(?), 2) =0

Sh(va,2,3)) (0.83,0.33,0.83)
Sh(vagze) = (0.5,0,0.5)
Sh(ve,1,3) = (0.5,0,0.5)
Sh(veay) = (0.5,0.5,0.5)
Sh(visiz) = (0,0,0)
5h(“(3,2,1)) = (0,0,0)

Lo que nos lleva a concluir que los 6rdenes (1,2,3) y (2,3, 1) son érdenes
preferidos segin ¢ y el orden (1,2, 3) es preferido segun .

1.6 Aplicaciones

En esta seccién se presentan dos posibles aplicaciones que involucran a co-
aliciones ordenadas, la primera versa sobre un problema de asignacién de
costes y la segunda sobre un problema de comunicacién restringida.

1.6.1 Un problema de asignacién de costes

Cuatro universidades estan interesadas en la visita de un investigador de otra
universidad. Ademads cada una de ellas tiene interés no sélo en que visite su
universidad sino también en que el investigador visite las otras para obtener
distintas informaciones necesarias para llevar a cabo un proyecto conjunto.
Las cuatro universidades van a pagar la totalidad del coste del viaje. En
los graficos 1.1, 1.2 y 1.3 aparecen reflejadas tres situaciones que difieren
en las distancias entre las universidades. Representamos a las universidades
mediante los nodos 1, 2, 3 y 4 y a la universidad del investigador con el
nodo X. El niimero que aparece sobre cada arco indica el coste asociado al
trayecto que une esos dos nodos. Asi por ejemplo, en el grafico 1.1 el arco
que une el nodo X con la universidad 1 (jugador 1) lleva asociado un coste
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de 1 unidad, mientras que desde el nodo X hasta la universidad 3 (jugador
3) hay asociado un coste de 2 unidades. Como se aprecia ficilmente en los
graficos 1.2 y 1.3 la situacién de los jugadores 1 y 2 es la misma que en el
grafico 1.1 con respecto al nodo X mientras que en el grafico 1.2 los jugadores
3 y 4 representarian universidades situadas a mayor distancia, siendo ésta
considerablemente mayor en la situacién presentada en el gréafico 1.3.

El objetivo que nos planteamos es dar una estimacién a priori del coste
esperado con el que deberia contribuir cada universidad si no se pudiera pre-
decir de antemano el orden en que se va a producir la visita del investigador.

Grafico 1.1

Gréfico 1.2
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Gréfico 1.3

Resolucién clasica

Desde el punto de vista clésico, un problema de asignacién de costes se puede
modelizar como un juego cooperativo con utilidad transferible asignando a
cada coalicién S el minimo coste que pueden garantizarse los miembros de
S. Con ello va implicita la total cooperacién entre los jugadores, y se supone
que éstos estan interesados de igual forma en la consecucién del proyecto.
Formalmente:

Sea N el conjunto de jugadores. Dado S C N, ¢(S) denota el coste
correspondiente a que el investigador visite las universidades de S. El juego
de costes se corresponde con el par (N, ¢) donde ¢ : 2V — IR verifica c¢()) = 0
y ¢(SUT) < ¢(S) + ¢(T) para todo S, T C N tal que SNT = 0 (c es
subaditiva).

En el problema anterior, ¢(S) = min ¢(7T).
TeH(S)

Dar una solucién a este problema consiste en encontrar x € IR™ tal que

> x; = c¢(N).
iEN

Con los datos del gréafico 1.3 obtendriamos el siguiente juego en forma
caracteristica:

) = 299
) = 200
c(1,3,4) = 299
) = 200
) = 299
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o(1,2) =3 ¢(2,3) = 200
e(1,3) =200 ¢(2,4) = 200
c(1,4) =200 c(3,4) = 299

(1) = c(2) = 2
c(3) = ¢(4) =200

De forma andloga se modelizarian las situaciones reflejadas en los graficos
1.1y 1.2. Presentamos a continuacién el reparto de costes que asigna el valor
de Shapley:

Grafico Sh(N,c)
1.1 (0.58,0.58,1.92,1.92)
1.2 (0.58,0.58, 13.92, 13.92)
1.3 (0.58,0.58,148.92, 148.92)

(Tabla 1.5)

Se observa que los jugadores 1 y 2 son simétricos en las tres situaciones, asi
como los jugadores 3 y 4. Ademas el valor de Shapley trata a los jugadores
1y 2 por igual en las tres situaciones teniendo en cuenta que la distancia
de los jugadores 1 y 2 al nodo X no ha cambiado. Por ello el hecho de que
las universidades 3 y 4 estén a mayor distancia deben sufragarlo las propias
universidades.

Cabria suponer en los gréficos 1.2 y 1.3 (mayormente en el 1.3) que los
jugadores 1 y 2 formasen una coaliciéon por razones de proximidad. En este
caso calcularfamos el valor coalicional o valor de Owen siendo en el ejemplo
presentado en el grafico 1.3

CV(N,ec, ({12}, {3}, {4}) = (0.5,0.5, 149, 149).

La conclusion es que los jugadores 1 y 2 salen beneficiados de formar la
coalicién {12}, como era de esperar.

En general, al plantear un problema de asignacién de costes como un jue-
go cooperativo, hemos visto que la funcién caracteristica de cada coalicién se
define como el menor coste que posibilita la realizaciéon del proyecto involu-
crando a los jugadores de la coalicién. Sin embargo, pueden existir factores
que prevalezcan sobre minimizar costes, tales como las fechas de visita. En
este caso, consideramos que la formulacion clasica no es la adecuada.
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Resolucién utilizando funciones en forma caracteristica

generalizada

Sea N = {1,2,3,4} el conjunto de jugadores. Construimos una funcién ca-
racteristica generalizada de la siguiente forma; representamos por ¢(7") (para
todoT € H(S), S C N) el coste asociado si el investigador recorre las ciu-
dades de S en el orden dado por T y regresa a su punto de partida.

De esta forma obtenemos con los datos del grafico 1.3 el siguiente juego
en forma caracteristica generalizada:

c(1,2,3,4) = 300 ¢(2,1,3,4) =300 ¢(3,1,2,4) =399 c(4,1,2,3) = 399
c(1,2,4,3) =300 ¢(2,1,4,3) =300 ¢(3,1,4,2) =398 c(4,1,3,2) = 398
c(1,3,2,4) = 398 ¢(2,3,1,4) =398 ¢(3,4,1,2) =300 c(4,3,1,2) = 300
c(1,4,2,3) = 398 ¢(2,4,1,3) = 398 ¢(3,2,1,4) =399 ¢(4,2,1,3) = 399
c(1,3,4,2) =299 ¢(2,3,4,1) =299 ¢(3,2,4,1) = 398 ¢(4,2,3,1) = 398
c(1,4,3,2) =299 ¢(2,4,3,1) =299 ¢(3,4,2,1) =300 c(4,3,2,1) = 300
(1,2,3) =201 ¢(2,1,3) =201 ¢(3,1,2) =201 ¢(4,1,2) = 201
(1,3,2) = 200 ¢(2,3,1) =200 ¢(3,2,1) =201 ¢(4,2,1) = 201
c(1,2,4) =201 ¢(2,1,4) =201 ¢(3,1,4) =398 c(4,1,3) = 398
¢(1,4,2) = 200 ¢(2,4,1) =200 ¢(3,4,1) =299 ¢(4,3,1) = 299
c(1,3,4) = 299 ¢(2,3,4) =299 ¢(3,2,4) = 398 ¢(4,2,3) = 398
o(1,4,3) = 299 ¢(2,4,3) =299 ¢(3,4,2) =299 c(4,3,2) = 299
c(1,2) =¢(2,1) =3 ¢(1,3) =c(3,1) =200 ¢(2,3) = ¢(3,2) = 200
c(1,4) =¢(4,1) =200 ¢(3,4) =c(4,3) =299 ¢(2,4) = c(4,2) = 200
c(1)=¢(2)=2 ¢(3)=c(4) =200 ¢(@)=0

Andlogamente se modelizarian las situaciones reflejadas en los graficos

1.1y 1.2.

Las funciones caracteristicas generalizadas asocian a cada ruta el coste
asociado y en funcién de esta informacién la generalizacion del valor de
Shapley (¢) estudiada en este capitulo proporciona el coste esperado para

cada jugador.

En la siguiente tabla se obtiene el reparto esperado de los costes en cada
una de las situaciones anteriores.
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, O(N, )
Gréfico #(N,c) S 6, (V.0 x 100
JjEN
1.1 (0.89,0.89,2.11,2.11) (14.83%, 14.83%, 35.17%, 35.17%)
1.2 | (1.44,1.44,15.56,15.56) | (4.235%, 4.235%, 45.76%, 45.76%)
1.3 (7.69,7.69,166.81,166.81) | (2.20%, 2.20%, 47.80%, 47.80%)

(Tabla 1.6)

Observamos que, a pesar de que el coste total esperado ha variado, los
datos porcentuales nos indican que respecto a la totalidad del coste, las
universidades 1 y 2 reducen sustancialmente su participacion en el coste en
las situaciones presentadas en los graficos 1.2 y 1.3.

En el caso de que se formen las coaliciones a priori dadas por B =
({12},{3},{4}), obtendriamos

) ¢(N,c, B)
Grafico ¢(N,c, B —————— x 100
( ) Z ¢] (N7 ¢, B)
JEN
1.3 (6.33,6.33,160.17,160.17) | (1.9%,1.9%, 48.1%, 48.1%)
(Tabla 1.7)

Observamos que el valor coalicional ¢ se comporta de manera similar al
valor de Owen en la resolucién, es decir, la formacién de la coalicién {12}
beneficia a estos jugadores.

Los valores que hemos calculado se han de interpretar como valores es-
perados, es decir, como una estimacion del coste. Uno de los axiomas mas
criticables de los valores estudiados para juegos en forma caracteristica gene-
ralizada es el axioma de eficiencia ya que se trata de una “eficiencia espera-
da”; para motivar cuando estos valores pueden ser de utilidad consideremos
la siguiente perspectiva del problema.

Supongamos que la visita por parte del investigador a las cuatro uni-
versidades se fuera a repetir durante varios afios o periodos de tiempo y
supongamos también que se desconoce el orden de visita de cada ano debido
a que las universidades y el investigador pueden variar su disponibilidad. En
este caso las universidades pueden optar por dos opciones; una consiste en
resolver un problema de asignacién de costes cada afo (problema de asig-
nacién de costes cldsico) y la otra en fijar unos criterios de reparto vélidos
a lo largo de los afios considerados. Desde el segundo punto de vista lo
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mas razonable seria que se acordara decidir el porcentaje con el que debe
contribuir cada universidad, pudiendo tomar como porcentajes los dados en
las anteriores tablas. Vedmoslo en un ejemplo concreto.

Supongamos que en un ano determinado se decide que el orden a llevar
a cabo es (3,1,2,4). Si utilizamos los datos del gréfico 1.3, el coste asociado
es de 399 unidades y aplicando los porcentajes de la tabla 1.7 obtenemos el
reparto

x = (7.58,7.58,191.92,191.92).

Evidentemente si el proyecto se repitiese en todos los posibles érdenes y se
aplicase el anterior criterio, la participacion en el coste para cada universidad
a lo largo de todos los anos coincidiria aplicando ambos procedimientos.

Otra posible aplicacion consistiria en dar una estimacién del dinero que
necesitaran las universidades si el proyecto contintia durante una serie de
periodos, lo que facilitaria que las universidades puedan pedir subvenciones
de manera mas realista. Imaginémonos que en el caso anterior el proyecto
dura 20 periodos, en ese caso las universidades 1 y 2 podrian considerar
como estimacion de sus gastos, 6.33 x 20 = 126.6, y las universidades 3 y 4,
160.17 x 20 = 3203.4.

Analizamos brevemente qué ocurriria si utilizamos el valor ¢ (Nowak y
Radzik (1994)) y el valor coalicional ¢ con la estructura de coaliciones a

priori B = ({1,2},{3},{4}).

) YN, )
Gréfico P(N,c) ————— x100
Z 1/}] (Na C)
JEN
1.3 | (0.75,0.75, 173.75, 173.75) | (0.215%, 0.215%, 49.785%, 49.785%)
(Tabla 1.8)
) Y(N, ¢, B)
Grafico P(N,c, B x 100
et > 0, (N.c. B)
JEN
1.3 | (0.83,0.83,165.67, 165.67) | (0.25%, 0.25%, 49.75%, 49.75%)
(Tabla 1.9)

Se observa que el coste de las universidades 1 y 2 es inferior utilizando
el valor ¢ en lugar del valor ¢, lo que es facilmente justificable teniendo en
cuenta que ¥ solo considera aquellas aportaciones marginales a las coalicio-
nes en las que el jugador es el ltimo de la coalicién (en este caso se eliminan
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érdenes de coste “elevado”). Observamos también en la tabla 1.9 que el he-
cho de que las universidades 1 y 2 se coaliguen les resulta perjudicial al tener
que asumir un coste mayor.

1.6.2 Un problema de comunicacién orientada

En determinadas situaciones pueden existir limitaciones en la comunicacién
que no permitan que los jugadores cooperen libremente. Los dos principales
valores estudiados en este contexto son el valor de Myerson (Myerson (1977))
y el valor posicional (Borm et al. (1992b)). En este trabajo nos centramos
en el valor de Myerson.

En juegos cooperativos con utilidad transferible, Myerson (1977) estu-
dia situaciones de comunicacién restringida y modeliza la restricciéon en la
cooperacion mediante un grafo. Si dos jugadores estan unidos mediante un
arco del grafo pueden comunicarse directamente y por tanto formar una co-
alicién, pudiendo también comunicarse por medio de otros jugadores si éstos
sirven de enlace en el grafo.

La regla de asignacion que propuso es el valor de Myerson que viene a
ser el valor de Shapley de un nuevo juego construido a partir del original
(juego restringido por el grafo). Este juego representa el valor que puede
obtener cada coalicién si la restricciéon en la cooperacion viene dada por un
grafo g.

En el tipo de situaciones que analizé Myerson los arcos son no orientados,
entendiendo con ello que se pueden comunicar libremente los jugadores que
estan unidos mediante un arco. Exponemos a continuacién detalladamente
el valor de Myerson.

El valor de Myerson

Estudiemos inicialmente algunas definiciones previas.

Definicién 1.8 Sea N = {1,...,n} un conjunto de jugadores. Un grafo
no orientado definido sobre N es un conjunto g de pares no ordenados de
miembros de N. Llamamos arco al par no ordenado i : j € g (obviamente
ij=j:4).

Denotaremos por G(N) al conjunto de grafos no orientados definidos
sobre N y por ¢V al grafo completo sobre N, es decir,

gV ={i:jli,jEN,i#j}.

Definicién 1.9 Dada una coalicion S C N y un grafo g € G(N),
diremos que dos jugadores i,j € N estdn conectados en S por g, si g induce
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un camino en S conectando i y j, es decir, existe una sucesion finita de
jugadores i1, ...,1, de S tal que para todo | =1,....;r+ 1,41 :49 € g, ig = 1,
Z‘7’-1—1 =7

Denotaremos por S/g a la particién de S formada por el conjunto de
componentes conexas en S asociadas al grafo g, es decir, subconjuntos ma-
ximales de elementos conectados en S por g.

Definicién 1.10 Una situacion con comunicacion es una terna (N, v, g)
donde (N,v) es un juego con utilidad transferible, y g es un grafo no orien-
tado definido sobre N.

Denotaremos por CNO(N) a todas las situaciones con comunicacién y
conjunto de jugadores N.

Dada una situacién de comunicaciéon (N,v,g) € CNO(N), Myerson
(1977) define el juego de comunicacion, (IV,vg), del siguiente modo,

vg(S) = Z v(T) para cada S C N.

TeS/g

Un valor en CNO(N) es una aplicacién ¢ : CNO(N) — IR™.
El valor de Myerson se corresponde con el valor de Shapley del corres-
pondiente juego de comunicacién:

My(N,v,g) = Sh(N, v9).
Veamos algunas propiedades. Sea ¢ : CNO(N) — IR", ¢ verifica:

e Eficiencia en componentes si para todo (N,v,g) € CNO(N)

Z(pi(N,v,g) = v(S) para todo S € N/g.
€S

e Justicia individual si para todo (N,v,g) € CNO(N)ei:jeEg
©i(N,v,9) — p;(N,v,9\i : j) = ¢;(N,v,9) — ¢;(N,v,g\i : 5).
e FEstabilidad si para todo (N,v,9) € CNO(N)ei:j€Eg

©i(N,v,9) > ¢;(N,v,9\i:j)
(pj(vaag) 2 @](vavg\l‘])
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La primera propiedad nos indica que cada componente conexa S del
grafo g se reparte la utilidad que puede conseguir. La propiedad de justicia
individual representa que si el arco que une a los jugadores ¢ y j desaparece
y por tanto estos jugadores no se pueden comunicar directamente, ambos
jugadores se ven afectados de la misma forma. La propiedad de estabilidad
se refiere a que nunca puede ser perjudicial para los jugadores comunicarse
directamente.

Myerson (1977) caracterizé un valor con estos axiomas, obteniendo el
siguiente resultado.

Existe un tnico valor sobre CNO(N) satisfaciendo las propiedades de
eficiencia en componentes y justicia individual y éste es el valor de Myerson.
Ademas, si el juego es superaditivo, esta solucién verifica la propiedad de
estabilidad.

Obviamente el valor de Myerson es una generalizacion del valor de Sha-
pley, puesto que cuando la comunicacion entre los jugadores es completa

My(N,v,g"™) = Sh(N,v) para todo (N,v) € Tg.

Ahora pretendemos estudiar situaciones en las que la restriccién en la
cooperacion viene modelizada mediante arcos orientados.

Definicién 1.11 Sea N = {1,...,n} un conjunto de jugadores. Un grafo
orientado definido sobre N es un conjunto g de pares ordenados de miembros
de N. Llamamos arco al par ordenado 1 — j € g.

Denotaremos por a(N ) al conjunto de grafos orientados definidos sobre
N.

Definiciéon 1.12 Dados i,57 € S, S C N y un grafo orientado g €
@(N), diremos que existe un camino en S desde © hasta j si existe una
sucesion finita de jugadores i1, ...,1,. de S tal que para todo | = 1,...;1 +
1,41 —14 €g, =1, ir+1 =7J.

Van den Nouweland (1993) en su tesis doctoral define una situacién de
comunicacién orientada como una terna (N, v, g%) donde (N,v) es un juego
TU y ¢% es un grafo orientado. Con su definicién, los jugadores de una
coalicién S pueden comunicarse a través del subgrafo g¢(9)

gd(S)z{HjegdlieS,jeS}

siendo ¢ — j un arco orientado del jugador ¢ al jugador j.
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Van den Nouweland (1993) dice que una coalicién S estd fuertemente co-
nectada si para cada par de jugadores ¢, j € S existe un camino desde 7 hasta
j en el subgrafo g%(S). De esta forma, para cada coalicién S podemos consi-
derar su particién en componentes fuertemente conectadas. Denotaremos a
esta particion por S/g?. Van den Nouweland define el juego de comunicacién

TeS/gd

y define el valor de Myerson como el valor de Shapley del juego (N, Vga).

En todo su trabajo asume pues que en los grafos orientados para que
el jugador ¢ se pueda comunicar con el jugador j ha de existir un camino
desde ¢ hasta j y un camino desde j hasta i. Aqui presentamos un enfoque
distinto de lo que entendemos por comunicacion orientada.

Una situacion de comunicacion orientada

En el mundo real existen situaciones en las que los jugadores de algiin modo
no son simétricos a la hora de proponer acuerdos. Podemos pensar como
ejemplo en lo que ocurre en el mundo empresarial en donde en cualquier sec-
tor hay empresas lideres y empresas seguidoras, siendo las primeras las que
dirigen el mercado y las empresas seguidoras las que tienen que adaptarse a
éstas.

Un arco orientado del jugador ¢ al jugador j va a suponer que el jugador
1 va a poder proponer ofertas al jugador j y éste aceptarlas o no, pero el
jugador j no va a tener la posibilidad de ofertarle o contraofertarle algo al
jugador 3.

Al igual que Myerson, dado un juego TU pasamos a considerar el juego
asociado al grafo que tiene en cuenta los arcos involucrados en el juego. El
juego restringido por el grafo es un juego en forma caracteristica generali-
zada; 7.e., es un juego en el que el valor que obtiene cada coalicién depende
del orden de la misma. El siguiente paso serfa aplicar un valor de Shapley
para juegos en forma caracteristica generalizada al juego restringido por el
grafo.

De las dos generalizaciones del valor de Shapley para estos juegos, uti-
lizamos la dada por Nowak y Radzik (1994) ya que nos ha parecido que su
valor puede reflejar mejor este tipo de situaciones al tratar a los jugadores
de modo no simétrico.

Motivamos brevemente en un ejemplo el funcionamiento del valor; su-
pongamos dos jugadores que se van a repartir una unidad de utilidad de
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tal forma que individualmente no consiguen nada y si se forma la coalicion
(1,2) obtienen la utilidad en juego.

Si modelizamos una restriccién en la comunicaciéon mediante un arco
orientado del jugador 1 al jugador 2 (1 — 2) surgen de modo inmediato dos
cuestiones: la cantidad a repartir y cémo se reparte.

Nuestro modelo refleja que en este tipo de situaciones puede ocurrir que
no se alcance el total de la utilidad en juego, debido a que puede haber
pérdidas de la misma al dificultar la comunicacién entre jugadores conecta-
dos.

Por lo que respecta al modo de repartirse la utilidad, nuestro modelo
estd asignando peso 1 al jugador del cual parte el arco y peso 0 al jugador al
cual llega el arco, en nuestro ejemplo el jugador 1 se llevaria toda la utilidad
disponible. Otra posibilidad seria asignar igual peso a cada jugador, esto se
veria reflejado si utilizdsemos la generalizacién del valor de Shapley dada en
la seccién 1.2, pero en este caso los arcos orientados inicamente implicarian
una pérdida de eficiencia al dificultarse la comunicacién. Quizds un término
medio entre ambas soluciones fuera lo més aconsejable, lo cual se podria
conseguir asignando distintos pesos a los jugadores involucrados en cada
arco orientado ((2/3,1/3), (3/4,1/4),...).

Describimos a continuacién formalmente el modelo.

El modelo
Sea g € @(N) .

Definicion 1.13 Se dird que existe comunicacion libre en el grafo g
entre dos jugadores i y j (denotado (i < j)), si

(i — Jj)eg
J — i€y

Si (i — j) € g indicard que el jugador i puede proponerle ofertas al jugador
j v éste aceptarlas o no; pero el jugador j no tiene la posibilidad de ofertar
o contraofertar algo al jugador i si (j — ) ¢ g.

Definimos de forma recursiva la particién de S inducida por el orden de
T y el grafo g.

Dado T = (t1, ..., t;, ti1, .., t) € H(S) (S C N). Denotemos por P, a la
particién de los jugadores {t1,...,t;}, obviamente P; serd la particién de S
inducida por el orden de T y el grafo g.

Definimos P, = {t1}. Si ta — t1 € g, entonces P» = {t1,t2}, y si

(t2 = t1) ¢ g, Po = {{t1}, {ta}}.
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Supongamos que P} = {Bﬁ, ey B}l} es la particién construida para {ti,...,t;} .
Sea A(ti41) = { Bl € P, | existe i € B}, tal que (t;41 — i) € g} .
Si A(ti41) = 0, entonces Py = { B}, ..., B}, {t;11}} mientras que si A(t;41) #

)

Pij1 = {B’Z“}B,a s | U B Ut

Bi EA(tH_l)

Denotaremos por T'/g a la particién de S inducida por el orden de T
asociada al grafo g.

Bésicamente el proceso antes descrito supone que los jugadores de S se
van incorporando al proceso de comunicacion en el orden dado por 1T pu-
diendo establecer vinculos con los jugadores que los preceden si la estructura
del grafo lo permite.

Por ejemplo si g = {(1 — 2), (1 — 3)}, y consideramos las coaliciones
ordenadas (1,2,3), (2,1,3) y (2,3, 1) obtendriamos las siguientes particiones:

(1,2,3)/9 = {(1),(2),(3)}
(27173)/9 = {(172)7(3)}
(2737 1)/9 = {(17273)}'

Definicion 1.14 Una situacion con comunicacion orientada es una ter-
na (N,v,g) donde (N,v) es un juego TU, y g es un grafo orientado definido
sobre N.

Denotaremos por CO(N) a todas las situaciones con comunicacién orien-
tada y conjunto de jugadores N.

Dada una situacién de comunicacién orientada (N, v, g) € CO(N) cons-
truimos el juego de comunicacién asociado a dicho grafo orientado:

vy(T) = Z v(P) para cada T € H(S), S C N.
PeT/g

El valor obtenido por la coalicién ordenada T, (v4(T)), representa la suma
de los valores de las coaliciones que forman la particién inducida por el orden
T (componentes conectadas maximales).

Un valor en CO(N) es una aplicacién ¢ : CO(N) — IR™.
Definimos el siguiente valor para todo (N,v,g) € CO(N)
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H(N,U,g) = ¢(N? Ug)

donde v es la generalizacion del valor de Shapley dada por Nowak y Radzik
(1994) para juegos en forma caracteristica generalizada.

Nota 1.24 Si tenemos un grafo no orientado se verifica que (V,vg) €
Foy

(9<N,U,g) = ¢(N?Ug) = Sh‘(vag) = My(N7U7g)’

Nota 1.25 Sea N = {1,2,3}, (N,v) €e oy g = {(1 - 2),(3—2)}.
Mostramos a continuacién el juego asociado al grafo:

ve(1,2,3) = v(2,3) +v(1)
vg(1,3,2) = vg(3,1,2):v(1)+v(2)+v(3)
vg(2,1,3) = 14(2,3,1) =v(1,2,3)
vg(3, 2, 1) = v(1,2)+v(3)

vg(1,3) = we(3,1) =v(1) +v(3)

ve(1,2) = w(1)+0(2)

v(2,1) = wv(1,2)

09(2,3) = v(2,3)

v4(3,2) = v(2)+v(3)

vg (1) v(i) paratodoi € N

Ejemplo 1.6 Presentamos un ejemplo de un juego con utilidad transfe-
rible junto con los repartos que proporciona el valor analizado en distintos
casos de comunicacioén restringida. El primer caso trata de un problema de
comunicacién restringida no orientada coincidiendo el reparto con el pro-
puesto por Myerson. En los demas casos se pueden observar distintas posi-
bilidades de restriccion en la comunicacion, incluyendo la situacién de comu-
nicacién total entre los jugadores, donde podemos observar que el reparto
coincide con el valor de Shapley (5,5,2).

Sea N = {1,2,3}, y el siguiente juego con utilidad transferible,
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En los siguientes gréaficos denotaremos la existencia de comunicacién libre
entre los jugadores i y j mediante (i — 7).

_® o -

@ Q) @
(74, 1)\ ©) 6.5, 1:\ © (5,6,1)\~ ©

(7,0,2)\ ©) (3,5,0)\A 3) (4,6,2:\ ©

@ @ o
@ o @
(3.42) ©) (6,0,2) ©) (5.3,4) ©)
o | ] || o
(7,0,0) ©) (5,5.2) ©) (3.,5.4) ©)
o || oS @/c?
(7,5,0)\A ©) (6,5,1)\ ©) (6,5,1)\A ©)
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®/® ®/® ®/®
(0,5,2)‘\ @ (6,4,2)\ @ (6,0,2)\A @

Caracterizacién axiomatica

Sea ¢ un valor en CO(N), diremos que ¢ satisface:

(EFG) Eficiencia si para todo g € a y S € N/g.

S eNovg) == S u(®).

icS " TeH(S)

Esta igualdad nos indica que el total que reciben los jugadores de cada
componente conectada maximal es la utilidad esperada por los jugadores
que estan conectados a través de arcos en S si la via de cooperacién viene
dada por el grafo g.

(TIAO) Independencia de arcos orientados si paratodo i € N talque (j — i) €
g.

@i(N,v,9) = p;(N,v,9\(j — 1))

Este axioma nos indica que un jugador no pierde ni gana utilidad si deja
de poder responder a ofertas formuladas por otros jugadores.

Nota 1.26 Un jugador iesnuloen (N, v, g) si esnulo en el juego (N, vy).
Deducimos las siguientes propiedades inmediatas:

e Si un jugador 7 es nulo en (N, v, g) entonces ¢,;(N,v,g) = 0.

e Sipara todo j € N, (i — j) ¢ g entonces i es un jugador nulo.

e Sii—jeEgyg

@i(vaag) - @i(vavg\(j - Z)) = @j(vavg) - ng(N,U,g\(’L' - .7))
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Esta relacién nos dice que dos jugadores pierden la misma utilidad si
dejan de poder recibir ofertas uno del otro, si ambos parten de una situacion
de libre comunicacién entre ellos.

eSi(i—j)egy(f—i)¢y
(pi(vavg) _SO@'(NfU,g\(Z‘ _)])) =

Qpi(vaagU(.j_)Z.))_(Pi(Nﬂ]v(gU(jHZ’))\(’L'—)].))‘

Esta expresion nos dice que lo que deja de ganar un jugador ¢, al perder
la posibilidad de hacer ofertas al jugador j, permanece invariante ain si
existiera la posibilidad de que el jugador j pudiera hacer ofertas al jugador
i.

(JUS) Justicia para tres jugadores sidado N = {i,5,k} yg = {(i — j),(k — j)},
@i(N,v,9) = (N, v, 9\(k = j)) = ¢r(N, v, 9) — (N, v, g\(i — j)).

Este axioma nos dice que si 7 y k se pueden comunicar con j mediante
arcos orientados, lo que pierde el jugador ¢ si k rompe la comunicaciéon con
j es lo mismo que perderia el jugador k si ¢ rompe la comunicacién con el
jugador j.

Teorema 1.12 Sea (N,v,g) € CO(N) tal que N = {i,j,k}, 0 es el
unico valor satisfaciendo los axiomas EFG, IAO y JUS.

Demostracion.

0 verifica trivialmente el axioma EFG. A continuacién probamos que
satisface el axioma TAO.

Sea (N,v) € I, se verifica que

GN,0) = ST (P(T),0) — u(PT ).

" TE€H(N)

Ademés para todo T € H(N) se verifica:

Vg (P(T} i), 8) = vg(P(T,)) = v\ iy (P(T, ), 1) — vg7 (jiy (P(T} ).

Es facil ver la relacién anterior dado que para todo 7' € H(N) pueden
ocurrir dos casos: j ¢ P(T,i) o bien j € P(T,i). En el primer caso la
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igualdad es trivial y en el segundo se sigue directamente sin mas que tener
en cuenta la construccion del juego vy y que los juegos vy y vy (j) s6lo se
diferencian en el arco j — i.

Comprobemos que 6 verifica JUS, sea g = {(i — j), (k — j)}

Gi(N,U,g) = ¢7,(N? Ug) = (U(i,j, k) - U(j7 k) + 27)(273))

| =

(v(i, 7))

Do =

ez(Na Uag\(k - ])) = wz(Na Ug\(k—>j)) =

(U(i,j, k) - U(Zvj) + 27}(]‘7 k))

=

ek(vavg) = ¢k(N7 Ug) =

Or(N,v,9\(i = 7)) = V(N vg\i—j)) = 5 (0(G, k) -

Por tanto,

ai(Nﬂ)?g) - gi(Nﬂ)?g\(k - .7)) = ak(Na’Uag) - ek(vavg\(i - J))

Probamos la unicidad del valor utilizando induccién en el nimero de
arcos presentes en el grafo.

Sea a el nimero de arcos orientados presentes.

Sia =1, es decir en una situacién del tipo g = {(i — j)} aplicando IAO
y EFG tenemos que

(pj(vavg) = ()0](1)79\(2_).])):OZGJ(N’UMQ)
(pk<N7vag) = O:Hk(vavg)

(pi(vavg) = % (Uy(ivj) +U9(ja Z)) = ei(N,"U,g)

con lo cual queda probada la unicidad del valor cuando a = 1.
Si a = 2, podemos encontrarnos en las siguientes situaciones,

g1 ={(—j), (i = k)}
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g2 ={( — i), (k —i)}
g3 ={(i = k),(j =)}

ga=A{(—7), (G =)} ={( = j)}.

Sean ¢! y ¢?dos soluciones satisfaciendo los axiomas propuestos.
En el grafo g1, por IAO y EFG

@}(vavgl) = (Pgl'(N7U7 {’L - k}) = 0.

Andlogamente se probaria que

¢J2(N7U791) = @l{:(vaagl) = Soi(vavgl) =0.

Por EFG concluimos que

@%(N,U,gﬂ = (P%(N,U,gl)-
En el grafo g2, por IAO y EFG

Soll(vamgQ) :SOQI(N7U,®) =0.

Anélogamente tendriamos que (p% (N, v,g2) = 0. Aplicando JUS y la hip6tesis
de induccién

Sol%;(vang) - (pllc(N’ Uag?\(j - Z)) = @}(vang) - @;(vag?\(k - Z))

SOI%;(vang) - @}(vang) = @i(N7U792\(j - Z)) - @;(vang\(k - Z))
= (Pi(Nava.QQ\(j _>Z)) _(pi(N7U7g2\(k HZ))
= QD%(N,’U,QQ)_QO?(N,’U,QQ)-
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Ademas, por EFG

(Pllc(vang) + (Pgl'(Nv UvQQ) = @i(N,U,g2) + @?(Nﬂ}?gQ)'

Con lo cual se prueba que gp}c = 4,0% y gp} = g0]2-.

Con los grafos g3 v g4 se prueba mediante procedimientos analogos la
unicidad del valor.

Supongamos por hipdtesis de induccién que es cierto cuando el nimero
de arcos que posibilita la comunicacion entre los jugadores es menor o igual
que h y lo probamos para h + 1.

Para cualquier niimero de arcos 2 < h < 6 que permita la comunicacién
entre tres jugadores es cierto el resultado, ya que al menos dos jugadores
reciben un arco orientado, y en este caso, utilizando la hipdtesis de induccién
y el axioma TAO, obtenemos unicidad del valor para estos dos jugadores,
deduciéndose de modo inmediato por EFG la unicidad del valor para el otro
jugador. m

Teorema 1.13 Sea (N,v,g) € CO(N), si para cada i € N ezxiste j € N
tal que (j — 1) € g entonces 0 es el unico valor satisfaciendo los axiomas
EFG y IAO.

Demostracion.

Es claro que el valor propuesto satisface los axiomas considerados.

La demostracién de la unicidad la haremos por induccién en el nimero
de arcos orientados a. Si a = 1 la demostracion es andloga a la del teorema
1.12. Suponemos por hipétesis de induccion que lo es para a < h y lo
probamos para a = h + 1.

Sean ¢! vy ¢? dos soluciones satisfaciendo los axiomas EFG y IAO, dado
i € N existe j € N tal que (j — i) € g, aplicando TAO y la hipétesis de
induccién

ei(N,vg) = i (N, vy/(j—1)
= O} (N, vg/(j—i))
= @?(N,vg). ]

Nota 1.27 60 no verifica el axioma de justicia propuesto por Myerson.
Sea ¢ un valor que satisface los axiomas TAO y el axioma de justicia pro-
puesto por Myerson.

Aplicando IAO tendriamos que si (i <+ j) € g entonces
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©i(N,v,9) = 0;(N,v,9\(i = 7)) = ©;(N,v,9) = ¢;(N,v, (g\(i — j)\(J — ))
(1.16)
= 0;(N,v,9\(j — 1)) — @;(N,v,g\(@ — 7))

De la misma forma,

(pj(Na’Uag) - (pj(vaag\(i H])) = (pj(vaag\(i —>])) - (pj(vaag\(j - Z))

Por lo tanto si ¢ satisface el axioma de justicia propuesto por Myerson
tendriamos que

©i(N,v,9\(j — 1)) + ;(N,v,9\(j — 1)) =

Consideremos en el ejemplo 1.6 el grafo g = {(1 < 2)(1 — 3)}. Se veri-
fica que

02(v, g\(1 = 2)) 4 01(v, g\(1 — 2)) = 5+3

01(v,9\(2 = 1)) +02(v,g\(2— 1)) =740

y por lo tanto la anterior igualdad no es cierta.

1.7 Conclusiones

El primer capitulo de esta monografia ha pretendido abarcar el estudio de
juegos cooperativos en forma caracteristica generalizada. Estos juegos, in-
troducidos por Nowak y Radzik (1994), describen un modelo que tiene en
cuenta el hecho de que, cuando los jugadores se coaligan lo hacen en un
determinado orden y éste es un elemento inherente al problema. A lo largo
de todo el capitulo han sido discutidos y comparados dos generalizaciones
del valor de Shapley para estos juegos. Hemos abarcado diferentes tépicos
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que existen en la literatura para juegos TU, entre ellos el valor de Shapley,
los valores de Shapley ponderados y los valores coalicionales, caracterizando
conceptos de soluciéon a partir de propiedades bien conocidas para juegos
TU y que hemos generalizado a este contexto.

Un problema interesante es el de dar una aproximacién no cooperativa
para establecer qué 6rdenes son preferidos. Aqui hemos planteado un modelo
muy sencillo pero seria interesante analizar otros modelos no cooperativos
mas complejos y estudiar diferentes refinamientos del equilibrio de Nash.

El capitulo termina con dos aplicaciones con las que de alguna manera
pretendemos motivar el hecho de que las funciones caracteristicas genera-
lizadas se pueden aplicar a problemas reales, el primero trata de analizar
qué ocurre cuando disponemos de incertidumbre acerca de los érdenes que
se van a formar y queremos obtener una utilidad “esperada” y el segundo
versa sobre un problema de comunicacion restringida. En concreto, respec-
to a la segunda aplicacién, hemos tratado un problema de comunicacion
orientada, entendiendo con ello que el hecho de que dos jugadores se puedan
comunicar no presupone que la comunicacion sea libre y que éstos sean com-
plementamente simétricos a la hora de cooperar, como creemos que ocurre
en la realidad. En esta parte sdlo obtenemos resultados parciales, y serian
necesarias mas investigaciones para indagar cémo resolver este problema
desde el punto de vista de la teoria de juegos.
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Capitulo 2

Juegos PERT

El P.E.R.T. (Proyect Evaluation and Review Technique) es un método de
investigacién de operaciones que coordina la ejecuciéon de un proyecto consis-
tente en la realizacion de una serie de actividades en un determinado orden.
Muchos métodos de investigaciéon de operaciones se han analizado utilizan-
do métodos de teoria de juegos. En este capitulo se plantea el problema de
repartir las holguras o tiempos extra que estan asociados al PERT. Prime-
ramente se presenta una motivacion del problema que justifica su andlisis
desde el punto de vista de la teoria de juegos junto con la notacién utiliza-
da y los conceptos necesarios. Posteriormente se introducen los problemas
PERT y se define el juego NTU que se asocia a cada problema PERT. Es
interesante hacer notar que los juegos que se definen son NTU dado que la
utilidad que alcanza una coalicién no se puede transferir a los jugadores de
cualquier modo, estando condicionada por las restricciones del problema. Ya
en la seccién 2.5 se introducen los problemas PERT generalizados que como
su nombre indica son una generalizacion de los problemas PERT, y ademas
también son una generalizacion de los problemas de bancarrota. Seguida-
mente se proponen soluciones para estos problemas basadas en los principios
de igual ganancia, igual pérdida y reparto proporcional. Ademads, dichas so-
luciones son caracterizadas axiomaticamente. En general estas soluciones
se encuentran en la frontera débil de Pareto. En la seccién 2.6 se definen
soluciones en la frontera fuerte siguiendo los mismos principios que definian
las soluciones en la frontera débil. El capitulo termina con una aplicacion
basada en un problema de asignacion de costes junto con un resumen de los
principales temas a desarrollar en el futuro.

109
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2.1 Motivacion del problema

El PERT es un método de planificacién que tiene como propésito coordinar
todas las actividades involucradas en un proyecto. Las distintas actividades
a realizar tienen asignadas duraciones y existen ciertas relaciones de pre-
cedencia entre ellas. El andlisis del PERT nos proporciona el tiempo que
como minimo dura el proyecto, conocido como tiempo pert, junto con cier-
tas indicaciones sobre aquellas actividades que son mas urgentes, es decir,
aquellas que si se demoraran por algiin motivo, provocarian un retraso en
la finalizacion del proyecto. Desde el punto de vista de la teoria de la pla-
nificaciéon de proyectos, una actividad es critica si no puede consumir mas
del tiempo que dura su realizacion, lo que es equivalente a decir que existe
un camino de longitud maxima (de duracién el tiempo pert) en el que dicha
actividad tiene que ejecutarse. Un camino critico es un camino de longitud
méxima desde el nodo inicio al nodo término y todas sus actividades son
criticas. El estudio del PERT proporciona los caminos criticos formados
por aquellas actividades que no disponen de holgura si el proyecto se lleva
a cabo lo més pronto posible. En su andlisis ademds se puede obtener un
calendario en donde se presentan las fechas mas tempranas y més tardias de
inicio y finalizacién de cada actividad. Para un estudio méas detallado del
PERT se puede consultar Moder y Phillips (1970).

Consideremos el ejemplo 2.1 que aparece representado a continuaciéon
mediante un grafo.

B(©)

AD c® O

D(10)

Ejemplo 2.1
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Este proyecto consta de cuatro actividades designadas con las letras A, B, C
y D cuyas duraciones aparecen indicadas en el grafico entre paréntesis y son
de 3, 6, 5 y 10 unidades de tiempo respectivamente. Existen en este grafo
tres caminos, designados mediante C1,Cy y C3, donde Cy = {A, B}, Cy =
{A,C},y C3 ={D}. El tiempo que lleva la realizacién de las actividades de
cada camino se corresponde con la suma de las duraciones de las actividades
que lo forman, de esta manera el tiempo para realizar las actividades de los
caminos C1,Cy y (3, es de 9, 8 y 10 unidades de tiempo respectivamente.
El tiempo pert del proyecto es entonces de 10 unidades dado que el camino
critico seria Cs. Por tanto, existe una holgura de 1 unidad de tiempo en Cy
y una holgura de 2 unidades de tiempo en Cs, que se corresponden con la
diferencia entre el tiempo pert y el tiempo de duracién de las actividades
involucradas en cada camino.

Presentamos para las actividades no criticas un calendario en donde los
intervalos de la segunda columna representan el conjunto de posibles fechas
para comenzar la actividad y en la tercera columna se presentan las posibles
fechas de finalizacién de tal forma que no se demore el proyecto.

Actividad | Fechas de comienzo | Fechas de finalizacion
A [0, 1] [3,4]
7 3.4 9.10] (Tabla 2.1)
o (3, 5] (8, 10]

Facilmente observamos que, si todas las actividades son realizadas lo
mas pronto posible, el proyecto se lleva a cabo en su debido tiempo y por
tanto no se repartirian las 3 unidades de holgura que existen en este caso.
Teniendo en cuenta que las distintas actividades a menudo son realizadas
por empresas diferentes, es interesante para ellas disponer de cierta holgura
que les permita distribuir mejor sus recursos.

A lo largo de este trabajo daremos distintos criterios para repartir las
holguras o tiempos entre las actividades, lo que nos permitird fijar para
cada actividad el momento exacto en que debe empezarse y terminarse. Por
ejemplo, un posible reparto en el ejemplo 2.1 seria de 0.5 unidades de tiempo
para las actividades A y B y de 1.5 unidades de tiempo para la actividad
C, con lo que quedarian determinadas las fechas de inicio y finalizacién de
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cada actividad tal y como se presenta en la siguiente tabla.

Actividad | Fecha de comienzo | Fecha de finalizacion
A 0 3.5
5 55 10 (Tabla 2.2)
C 3.5 10

En este trabajo modelizamos por medio de la Teoria de Juegos el pro-
blema de cémo repartir las holguras existentes entre las actividades no
criticas. Planteamos el problema mediante un juego cooperativo sin uti-
lidad transferible o juego NTU (N, V). Consideramos el conjunto de ju-
gadores N como el conjunto de las actividades no criticas (todas aquéllas
que no estdn en caminos criticos), y la funcién caracteristica de una coali-
cién S C N, V(S), como el conjunto de repartos factibles para esa coalicién
siguiendo las lineas clésicas, es decir, corresponderia al tiempo extra u hol-
gura que tienen los miembros de S si los miembros de N\S han consumido
el mayor tiempo posible.

La importancia del PERT es primordial a la hora de planificar un pro-
yecto; encontrar pues algin modo de repartir los costes ocasionados por los
retrasos de las actividades puede ser interesante cuando diferentes entidades
o empresas deben actuar conjuntamente en la consecucion de un proyec-
to y deben asumir responsabilidades. Un ejemplo en esta linea se puede
encontrar en la ultima seccién de este capitulo.

2.2 Notacion y conceptos previos

Un grafo G es un par (X, A) donde X es un conjunto finito que representa
los nodos o vértices del grafo y A representa a los arcos del grafo. En el
problema que consideramos cada arco i € A se corresponde con la realizacién
de la actividad i = ((z)o,(z)f) donde (i),, (i), € X siendo (i),el nodo
origen de la actividad 4, e (i), el nodo fin de la actividad i.

O € X es un nodo inicio si no existe i € A verificando que (i), = Oy
v € X es un nodo término si no existe ¢ € A verificando que (i), = 7.

Ademis los grafos que consideraremos tienen un unico nodo inicio y un
unico nodo término a los que denotaremos mediante O y - respectivamente.

Un camino es una coleccién de arcos {i1,i2, ..., i } tales que i; € A para
todo I = 1,...,k, (i1)o = O, (i1)f = (i141)o para todo I = 1,...k —1e
(ik)f =17

{i1,42,...,7;} es un subcamino desde i; hasta i si iy € A para todo
l=1,..,kysi (i) = (i141)o para todo [ = 1,...,k — 1.
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C A denotara el conjunto de caminos existentes en el grafo,
CA={C; C A |Cj es un camino}.

Identificaremos habitualmente C; con su subindice j.

Sean 7,1, € Cj,diremos que 7; precede a 1, si existe un subcamino desde
i; hasta 7.

Denotaremos pord; a la duracién o tiempo que necesita para llevarse
a cabo la actividad . La longitud de cada camino C; vendrd dada por

l; = Y d;. Denotaremos por [y el tiempo pert, es decir, la longitud del
i€C;
camino o caminos de méxima duracién, lj = max >, d;. Un camino
Ci€CA ey

critico serd un camino de longitud ly. La holgura presente en cada camino
C; la denotaremos por h; y valdrd lp — ;.

Pueden aparecer en el grafo determinados arcos que no representan acti-
vidades propiamente dichas sino que tnicamente indican relaciones de pre-
cedencia entre las actividades. Dichas actividades recibirdn el nombre de
ficticias y seran aquellas cuya duracién asociada es de 0 unidades.

Sea B C IR", B se dice comprehensivo si dado x € B e y € IR" es un
punto tal que y < x,entonces y € B. La envoltura comprehensiva de B es
el conjunto comp(B) = {y € IR" | existe x € Bcony < x}.

2.2.1 Juegos NTU

Los juegos NTU introducidos por Aumann y Peleg (1960) comprenden una
amplia clase de juegos, los juegos con utilidad transferible o juegos TU
(Von Neumann y Morgenstern (1944)) y la clase de juegos de regateo (Nash
(1950)).

A diferencia de los juegos con utilidad transferible, en los juegos sin
utilidad transferible la utilidad que pueden obtener los jugadores de una
coalicién no se puede asignar de cualquier forma y existen determinadas
restricciones que condicionan la distribucion de pagos.

Un juego NTU es un par (N, V) donde N representa el conjunto de ju-
gadores y V es una funcion llamada funcién caracteristica que asigna a cada
coalicién S un conjunto no vacio V(S) C IR con las siguientes propiedades:

e Para cada i € N, existe V(i) € IR tal que
V{i})) ={z€eIR | x<V(i)}.

Habitualmente identificaremos V' ({i}) con V(7).
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e V(S) es un subconjunto cerrado, comprehensivo y no vacio de IR®
para toda coalicién S.

e El conjunto V(S)4 = {z € V(95) tales que z > (V(i));cq} es compac-
to para toda coalicion S.

A menudo identificaremos un juego NTU (N, V') con su funcién carac-
teristica V.

Un juego TU puede ser visto como un juego NTU (N, V) donde:

V(S) = {x € IR | sz < U(S)} para todo S € 2N\ {0} .

€S

Un juego NTU (N, V) se dice monétono si dados S, T € 2M\(), S C T,
y dado x € V(5), existe y € V(T') tal que ys > xg, o equivalentemente si la
proyeccién de V(T') en IR contiene al conjunto V(S).

Un juego NTU (N, V) se dice superaditivo si V(S) x V(T) Cc V(SUT)
para todo S, T € 2N\() con SNT = (.

A continuacién definimos el nicleo y el nicleo fuerte de un juego NTU
(Aumann (1961)) que denotaremos mediante C(V') y SC(V') respectivamen-
te.

Sea (N, V) un juego NTU (N, V). Para cada S € 2V\() sea

dom(S) = {z € IRS | existe y € V(S), y > x}
es decir, los elementos que son dominados por la coalicién S y
wdom(S) = {z € IRS | existey € V(S), y >, y # z}.

Evidentemente para cada S C N, dom(S) C wdom(S).

El nucleo selecciona aquellos puntos x € IR™ que no estdn dominados
por ninguna, coalicién S, es decir tales que ninguna coalicién de jugadores S
puede obtener un punto en V(.S) en donde cada jugador mejore la utilidad
que alcanzaba con z.

C(V)={z € V(N) | zs ¢ dom(S) para todo S € 2V\(}.

El nicleo de un juego NTU puede ser vacio o contener demasiados ele-
mentos. Cuando el ntcleo es demasiado grande interesa seleccionar algunos
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de sus elementos sin perder la nocién de estabilidad que lo caracteriza; por
ello se han estudiado diferentes subconjuntos del nicleo como el nicleo fuer-
te.

El nucleo fuerte selecciona aquellos puntos x € IR™ tales que no estan
estrictamente dominados por ninguna coalicién S, es decir tales que ninguna
coalicién de jugadores S puede obtener un punto en V(.S) en donde al menos
un jugador 7 obtenga una utilidad estrictamente mayor que la proporcionada
por x y el resto de jugadores de S no salgan perjudicados con respecto a x.

SC(V)={z € V(N) | x5 ¢ wdom(S) para todo S € 2¥\0} .

Evidentemente SC(V) c C(V).

Otros conceptos de solucion se han definido para juegos NTU extendien-
do las ideas de los mismos conceptos en juegos TU. Algunos de ellos, en
lugar de seleccionar un conjunto de elementos, seleccionan un tnico elemen-
to. Estudiaremos en este trabajo el valor de compromiso introducido en
Borm et al. (1992a) y que es extensién del 7—valor introducido por Tijs
(1981) en la clase de juegos TU.

Dado ¢ € N se define el pago de utopia para el jugador i, K;(V'), como

- (a,t) e V(N)
Ki(V)=supltelR | existe a € RNV, a ¢ dom(N\i)
a = (V(j))jen

Al vector K(V) = (K;(V))ien le llamaremos valor superior de V.
Seaie Ny S €2V tal que i € S, definimos

. . ; V(9)
V(S,i) =su {tEIR ex1stea€1RS\’, (a,1) € }
pHS I = s | a> (K;(V))jes\i

Se define por tanto el minimo derecho del jugador ¢ como

ki(V) = max p" (S,1).

Al vector k(V') = (ki(V))ien le llamaremos valor inferior de V.

Nos restringiremos a juegos NTU tales que K (V) y k(V) € IRN.

En Borm et al. (1992a) se comprueba que si (N,V) es un juego NTU
con C(V) # 0, entonces k(V) <z < K(V) para todo z € C(V).
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Un juego NTU (N,V) se llama de compromiso admisible si k(V) <
K(V), k(V)eV(N) y K(V) ¢ dom(N).

Por tanto tenemos que si V' es tal que C(V) # () entonces V es de
compromiso admisible.

Para estos juegos se define el valor de compromiso Y(V') como el tnico
punto que estd en el segmento que une k(V) y K(V), estd en V(N) y es el
més cercano al valor superior K (V), i.e.,

T(V) =k(V) 4+ av [K(V) = k(V)]

donde ay = max{a € [0,1] | (V) +a[K(V)—-k(V)] € V(N)}.

2.2.2 Problemas de bancarrota

Una amplia descripcién de los problemas de bancarrota se puede encon-
trar en Aumann y Maschler (1985). A continuacién exponemos de forma
abreviada las principales ideas y algunas soluciones.

Un problema de bancarrota es un par (E,c) € IR x IR™, donde ¢; > 0

para todoi € Ny 0 < E < Y ¢. Aqui, E es el estado que tiene que ser
1EN
dividido entre los demandantes y ¢; es la demanda del acreedor ¢ € N.
Una regla de reparto es una funciéon f que asigna a cada problema de

bancarrota (E,d) un vector f(E,d) € IRN tal que

0 < fi(E,d) < ¢, para todo i € N

> fi(E,c)=E.

1EN

En Curiel et al. (1987) podemos encontrar distintas reglas de reparto
como la solucién de igual ganancia, la soluciéon de igual pérdida, el repar-
to proporcional y el reparto proporcional ajustado, las cuales resumimos
brevemente.

La solucidn de igual ganancia (CEA) asigna a cada acreedor i el minimo
entre a y su demanda ¢;, estando a univocamente determinado por la pro-
piedad de eficiencia, es decir, para cada i € N

CEA;(E,c) =min{a,c¢;} donde a estal que Zmin {a,¢;} = E.
i€EN
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La solucion de igual pérdida (CEL) asigna a cada acreedor i el maximo
entre 0 y ¢; — 3, estando § univocamente determinado por la propiedad de
eficiencia, es decir, para cada i € N

CEL;(E,c) =max{0,c; — f} donde [ estal queZmax {0,¢;, — B} = E.
1EN

El reparto proporcional (PRO) divide el estado de forma proporcional a
las demandas de los acreedores, es decir, para cada i € N

E
PROZ E,C =Ci-
(Bre) = e

keN

El reparto proporcional ajustado (APRO) empieza asignandole a cada
acreedor su derecho minimo, que se corresponde con el maximo entre 0
y la parte del estado no demandada por el resto de los demandantes, es

decir, s; = max {O,E - > cj}. Una vez realizada esta asignacion, el
FEN\i
estado restante E' = E — >_ s; es dividido de forma proporcional entre los
1EN
demandantes teniendo en cuenta que las demandas de los jugadores en el
estado E' son ¢, = min {¢; — s;, E'}, dado que demandas mayores que E’ se
consideran irrelevantes. Por tanto el reparto proporcional ajustado asigna a
cadai e N
El
APRO;(E,c) = s; + ¢i~—=—.
l( i ) (2 7 Z C;ﬂ

keEN

A cada problema de bancarrota (F,c), O’Neill (1982) le asocia el juego
TU (N, vg,) definido como

VE,(S) =max{ E — Z ¢;,0 » para todo S C N.
iEN\S

En Curiel et al. (1987) se prueba que los juegos de bancarrota son
convexos y por tanto el 7—valor puede ser facilmente calculado. Ademaés se
prueba que APRO(FE, ¢) coincide con el 7 — valor de vg,.
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2.3 El problema PERT

Definimos a continuacién los elementos fundamentales que intervienen en
un problema PERT.

Definicion 2.1 Llamamos holgura potencial de una actividad i no fic-
ticia, denotada como hP(i), a
hP(i) = min {h;}.
(i) = min {h)
Para cadai € A, hP(i) representa el méximo tiempo extra (ademas de d;) que

puede emplearse en la actividad ¢ sin que se demore el proyecto.
Si ¢ es una actividad ficticia entonces tomamos hP (i) = 0.

Un camino C; € C'A es critico si su holgura es nula y una actividad ¢ € A es
critica si esta en al menos un camino critico o es ficticia. Denotaremos por
C' al conjunto de caminos no criticos y por N al conjunto de actividades no
criticas, es decir

C = {C;eCA|h;>0}
N = {ie A|hP(i)>0}.

Definicién 2.2 Un problema PERT es una terna (G, h, h?) donde G =
(X, A) es el grafo; h = (hj)jec € IRC es el vector de holguras de los diferentes
caminos 'y h? = (hP(i))ien € IR™.

Designaremos por P al conjunto de problemas PERT.
Definicién 2.3 Dado (G,h,hP) € P sea

0<az; <hP(i) paratodoie N
R(G,h,WP) =Sz €R"| S z; <h; paratodo C; e C

1€Cj
el conjunto de repartos factibles.

Definicion 2.4 Liamamos holgura potencial de una coalicion S en el
camino Cj a,

max T; si SNC; £0
h?(s) = zE€R(G,h,hP) iECZJ':ﬂS ! 7&
0 si SN Cj = 0.
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Para cada S C Ny C; € C, h?(S) denota el maximo tiempo que puede
emplearse en las actividades de S que estdn en el camino Cj sin que se
demore el proyecto.

. . . WP(i) sioi€ Gy
Py — J

Es trivial comprobar que para cada i € N, h; (1) = { 0 S i¢C,
Ademaés para cada C; € C, h?(Cj) = hj.

Una solucidn sera una aplicacién f : P — IR™ tal que f(G,h,hP) €
R(G, h,hP) para cada (G,h,hP) € P.
Para cada i € N, f;(G, h,hP) nos da el tiempo extra que se le otorga a la
actividad 3.

Dado B C IR™ denotamos por WPB(B) a la frontera débil de Pareto del
conjunto B, es decir,

WPB(B) = {x € B | no existe A > 0 verificando que z + \1y € B}

y por LW PB(B)a la frontera débil de Pareto inferior del conjunto B, es
decir,

LWPB(B) ={x € B | no existe A > 0 verificando que x — A1y € B}.
Denotamos por PB(B) a la frontera de Pareto del conjunto B, es decir,
PB(B)={z € B |noexiste A\ >0 e i€ N verificando que z + Ay € B}

y por LPB(B) a la frontera inferior de Pareto del conjunto B, es decir,
LPB(B) = {x € B |no existe A\ > 0 e i € N verificando que z — Aly;; € B}.

A cada una de las asignaciones que estdn en la frontera de Pareto las deno-
minaremos dptimas de Pareto.

Nota 2.1 El siguiente ejemplo nos muestra que, si hay actividades
ficticias, podemos encontrar asignaciones factibles en la frontera de Pare-
to que no reparten la holgura en todos los caminos, es decir, existe x €
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PB(R(G, h,h?)), y un camino Cj,tal que > x; < hy,.

GO \ y

Ejemplo 2.2

iECjO
BG) O
20, E©O) \ F@1) = D(0)

T —

10

El grafo PERT anterior esté constituido por los siguientes caminos:

Ch
Co
C3
Cy

{A,B,C, D}
(A, B,E, F,D}
{A,G, H,F,D}
{A,G,I,D}.

Las actividades FF y H son actividades ficticias y nos indican que la
actividad F' debe realizarse después de B y G. Claramente el camino critico
es (1 siendo el tiempo pert de 20 unidades y las holguras presentes en los
caminos Cy, C3 y Cy, son de 1,2 y 1 unidades de tiempo respectivamente.

La asignacién fr =1, fa =0.5, ff=05y f;=0s1i=A,B,C,D,E, H
es un 6ptimo de Pareto y reparte las unidades de holgura existentes en Cy
y en (4, sin embargo en el camino C3 queda media unidad de holgura sin

repartir.

La siguiente proposiciéon nos dice que, si no hay actividades ficticias,
una solucién 6ptima de Pareto reparte todas las holguras existentes en los

caminos.
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Proposicion 2.1 Si no hay actividades ficticias se verifica que f so-

lucion es dptima de Pareto de R(G,h,hP) si y sdlo si Y. fi(G,h,hP) =

iGCj
hj para cada C; € C.
Demostracién.
Es trivial comprobar que si Y fi(G,h,h?) = h; para todo C; € C,

i€C;
entonces f es Optima de Pareto.

Sea f 6ptima de Pareto y probemos que f reparte todas las holguras
existentes en los caminos. Supongamos que existiera C}, tal que

> (G BP) < by = 1o — 1.

Z'EC]'O

Denotemos para cada i € N, g; = fi(G, h, hP) + d;. La anterior desigualdad
la podemos escribir como Y g; < lg. Sea Cj, = {i1,12,...,9} tal que 7
i€C,

precede a 4;41 para todo [ = 1,0..., k — 1, siendo i; la primera actividad del
camino Cj, e i la tltima actividad del camino Cj,.

Si no hay actividades ficticias y f es Optima de Pareto entonces para
todo I =1, ..., k, existe un camino C;(i;) tal que i € Cj(i1) y > ¢ = lo.

1€C;(41)
Sea i; € Cj, y supongamos que para todo camino Cj tal que ¢ € Cj se
verifica que Y. g; < lp.
1€Cy (i)
Si gi, < d; + hP(4;) entonces tomando ¢ > 0y f’ € IR™ definida como:

! P\ fil(thvhp)+€ Sik:il
fk(G7h7h ) - { fk(G, h,hp) Si ]{j ;ézl

contradecimos el hecho de que f sea 6ptima de Pareto.
Si gi, = di + hP(4;) y dado que ¢; no es una actividad ficticia podemos
encontrar un camino Cj, € C tal que i; € Cj, y hj, = h”(i;) lo que contradice

que > gi <lp.

i€Cj,

Debemos hacer notar que si en el grafo hay actividades ficticias lo an-
terior no es cierto, como se puede ver en el ejemplo 2.2, dado que si consi-
deramos la actividad H, que sélo pertenece al camino Cs, y la solucion f

definida previamente tenemos que, > g¢; = 19.5 < 20 = lj.
i€Cs
Tendremos para la actividad 7y, tltima del camino C},, la siguiente igualdad,
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Z 9i = lo — gi,-

i€C;(ir) \ik

Consideremos para cada | = 1,2, ..., k, los siguientes conjuntos:

Pre(Cj(41)) = {arcos del camino C}(i;) que preceden al arco i;}
Pos(Cj(i;)) = {arcos del camino C}(;) a los cuales precede el arco 4;} .
Sea

A = 9i + Gir_y

i€Pre(Cj(ik-1))

B = Z 9i

iEPOS(Cj (ik—l))

c = Z Gi
(Cj

i€Pre(Cj(ik))
D = yg,.

Con esta notacién podemos escribir

A+ B = lo
C+D = lo.

Ademas las actividades involucradas en los términos C'y B forman un ca-
mino, al igual que las actividades involucradas en A y en D,y por ello

Facilmente se deduce que las anteriores desigualdades son en realidad igual-
dades, dado que si por ejemplo C'+ B < ly, tendriamos que A+ B+C+D =
2lp < 2ly. Por tanto tenemos que

C+B =l
A+D = lo.

Teniendo en cuenta que A + D = [y, podemos escribir la siguiente relacién,
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Z gi =lo — Gi,, — Gi_4-
i€ Pre(C; (ix—1))

Supongamos por hipotesis de induccion que la anterior relacion es cierta para

k
el lugar [ 4 1, es decir, > gi=1lo— > gi;, y veamos que ocurre
iGPTe(Cj(il+1)) j=l+1

con 7; (aplicamos por tanto un procedimiento de induccién hacia atras).
Tenemos que

Z gi=1lo— g, — Z Gi- (2.1)

iEPTe(Cj(il)) iEPOs(Cj(il))

Sabemos ademads que el conjunto de actividades Pre(C;(i41)) U Pos(Cj(i;))
forman un camino dado que ¢; precede a ;1. Por ello podemos escribir

Z gi + Z gi < lp.

’iEPTe(Cj(iH_l)) iEPOS(Cj(il))
Utilizando la hipétesis de induccién deducimos que
k k
Z giSlo—lo-i-Zgij:Zgij
1€Pos(Cj(iy)) j=l+1 j=l+1
y por tanto podemos escribir (2.1) como
k
Yooogi=lo—gi— Y, g=lb-Y g
’iEPTe(Cj(il)) iEPOS(C]’(il)) 7=l
Ademas utilizando el hecho de que el conjunto Pre(C;(i;)) Ui U...Ui forma
k
un camino, tenemos que > gi + > 9i; < lo, lo que nos permite
=l

icPre(Cy(ir)) j B
concluir que

k
Z gi =lo — Zgij-
iGPre(Cj (’Ll)) j=l

La expresion anterior es valida para todo [ > 2, dado que s6lo hemos nece-
sitado que Pre(C;(i;)) # 0.
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k
Como ) g;; < lo concluimos que
i=1

k
Z gizlo—zgij > Giy -
i=2

1€ Pre(Cj(iz2))

Si ahora consideramos el camino formado por Pre(Cj(i2)) U Pos(Cj(i1))

tenemos que > gi+ > 9i > gi; +1lo— gi, = lo, lo que es un
1€ Pre(Cj(i2)) 1€Pos(Cj(i1))
absurdo ya que f es factible. m

2.4 El problema PERT como un juego NTU

A cada problema PERT (G, h, h?) € P le asociamos un juego NTU
(N, V(G,h,ney) donde N es el conjunto de actividades con holgura positiva y
para cada S € 2V\ {0} definimos

Vignnw)(S) =
0 <a; < hP(i) para todo i € S
compag €IR*| 2 :righj—hg(N\S) para todo Cj, SNC; # 0

iESﬂCj

La funcién caracteristica de una coalicién S viene definida como el con-
junto de repartos factibles para la coalicién S donde para cada camino C; que
interseque a S, los jugadores de S N €} no se pueden garantizar més que el
tiempo u holgura restante en el caso mas desfavorable, es decir, que los
jugadores de (N\S') N C; hayan consumido el mayor tiempo posible.

Nota 2.2 La formulacién anterior es equivalente a la que exponemos a

continuacién. Sea N el conjunto de jugadores, definimos la funcién carac-
teristica de la gran coalicién como

Vighne)(N) = comp(R(G, h, h?))
siendo para todo S € 2V\ {0},

Viahpe)(S) =
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{ys | para todox € V(g ppe)(N), 2 >0, (zn\s,¥s) € Vigan)(N)} .

En lo sucesivo usaremos V' en lugar de V(g p, pp)-

Es trivial comprobar que V(N) coincide en ambas definiciones. Pro-
bemos que ambas definiciones coinciden en el resto de las coaliciones. Sea
S C N y sean

0 <x; < hP(i) Vies
A =compl xs € IR? | 3 xighj—hi?(N\S) VC;/ SNC;#10
iGSﬂCj

B = {ys | para todo x € V(N), > 0, (xn\s,¥s) € V(N)}.

En primer lugar probamos que A C B. Supongamos que = ¢ B, entonces
existe y € V(N), y > 0 tal que (yms,zs) € V(IV). Por ello existe C; € C
tal que

Z vi + Z x; > hj

i€(N\S)NC; i€SNC;

o lo que es igual, existe C; € C tal que > ax; > hj — > Yi,
1€SNC 1e(N\S)NC;
teniéndose entonces que

Z i > hj — Z Yi > hj — max Z Y; = hj — hf(N\S)

€R(GhhP) |
e ie(N\S)NC; yeR( e

es decir, x ¢ A. Por tanto A C B.

Probemos a continuacién que B C A. Es evidente que si ys € B entonces
0 <wy; <hP(i) para todoi € S. Sea y € B, Cj € C tal que SNC; # 0,y
x € V(N) = R(G, h, h?) tal que

> i =hE(N\S).

1€(N\S)NC;

Como y € B se verifica que (zz\g,ys) € V(IN) y por tanto

Z Ti + Z Y < hj.

1€(N\S)NC; 1€SNC;

Luego y € A.
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La siguiente proposicion nos dice que el nicleo del juego NTU conside-
rado contiene a todas las asignaciones factibles que son éptimas de Pareto.
Ademsds el ntucleo contiene méds puntos, como se puede comprobar en el
ejemplo 2.1, dado que (0,0.5,2) € C(V) y (0,0.5,2) ¢ PB(V(N)). Esto nos
indica que los juegos que hemos considerado tienen nicleo no vacio y ademas
el nicleo puede estar formado por gran cantidad de puntos.

Cuando el nicleo es grande, tratamos de acotarlo de alguna forma sin
perder la nocién de estabilidad que lo caracteriza. Por ello, calculamos el
nucleo fuerte y encontramos que coincide exactamente con la frontera de
Pareto.

Proposicién 2.2

a) El nicleo del juego (N, V') contiene a todas las asignaciones dptimas
de Pareto.

PB(V(N)) c C(V).

b) El nicleo fuerte del juego (N, V') coincide con el conjunto de asigna-
ciones optimas de Pareto.

PB(V(N)) = SC(V).

Demostracion.

a) Seax € PB(V(N))y supongamos que = ¢ C(V). Por tanto existe S C
N e ys € V(S) tal que y; > x; para todo ¢ € S. Consideremos entonces la
asignacién x’ = (x N\S>¥s); teniendo en cuenta la formulacién planteada en
la nota 2.2 tenemos que 2’ € V(N) y por tanto z no serfa éptimo de Pareto
ya que x; = x; para cada i € N\S y x} = y; > x; para cada i € S.

b) De manera andloga se obtendria que PB (V(N)) C SC(V); veamos
entonces que se verifica exactamente la igualdad.

Sea x € V(N) tal que = no es 6ptimo de Pareto, entonces existe i € N
y A >0 tal que 2’ = z\;(x; + \) € V(N). Por tanto x ¢ SC(V). m

Proposicion 2.3 Los juegos PERT tienen nicleo no vacio, son mondtonos
y superaditivos.

Demostracién.
Como consecuencia de la proposiciéon anterior tenemos que los juegos
PERT tienen nicleo no vacio.
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Sean S, T € 2NM\0, S C T,z € V(S) y C(S) ={C; € C | SNC; # }.
Se verifica que para cada C; € C(95), h?(N\T) < h?(N\S) y por tanto
teniendo en cuenta la definicién del juego (N, V') asociado al problema PERT
(G, h, h?) obtenemos que existe y € V(T') tal que ys > xg y por tanto los
juegos PERT son mondtonos.

Sean S,T € 2N\ tal que SNT = 0, ys € V(S), y 2r € V(T). Se
verifica utilizando la definicién dada en la nota 2.2 que para cada = € V(N),
(@n\s:us) € V(N), (xn\r,27) € V(N). En particular (ys, zr, n\(sur)) €
V(N) y por tanto V(SUT) D V(S) x V(T), con lo que concluimos que el
juego (N, V) es superaditivo. m

2.5 El problema PERT generalizado

En los problemas PERT existen unas relaciones entre las holguras poten-
ciales de los jugadores y las holguras existentes en los caminos. Aqui for-
mulamos un problema més general que los anteriores en donde se elimina la
anterior restriccion.

El problema PERT surge de un problema real, el problema de la plani-
ficacién de proyectos, y tal como hemos visto existen algunas restricciones
iniciales, por ejemplo, todos los caminos han de partir de un tnico nodo
inicio (comienzo del proyecto) y todos han de finalizar en un tnico nodo
terminal (finalizacién del proyecto). Ademads las “demandas” de cada acti-
vidad (holguras potenciales) surgen de la naturaleza del grafo. Si relajamos
estas hipotesis y consideramos que cada actividad ¢ demanda una cantidad
M;, de tal forma que el estado total E estd dividido en diferentes partes o
subestados y que cada jugador tiene demandas sobre algunos subestados,
podemos pensar en una generalizacion del problema PERT. En este sentido
todos los demandantes de un mismo subestado formarian un camino.

Los problemas de bancarrota que han sido resumidos en la seccién 2.2
podriamos verlos como un caso particular de estos problemas. El grafo G
estaria formado por un tnico camino (el orden de las actividades seria en
este caso irrelevante), la holgura del camino seria igual al estado E, y todos
los acreedores demandarian unas cantidades fijas sobre este estado.

A continuacion definimos formalmente el problema PERT generalizado.

Siguiendo la misma notacién denotaremos un problema PERT generali-
zado como una terna (G, H, M) donde G = (X, A) es el grafo, H = (H}) cc
denota el vector de todos los subestados u holguras de los caminos a repartir
y M = (M;);en representa el vector de demandas de los jugadores.
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Asumimos que cada actividad tendrd demandas sobre los subestados o
caminos de los que forme parte y que estas holguras son finitas.

Supondremos ademaés que las demandas de los jugadores estdan acotadas,
i.e., para cada i € N, M; € IR*. Ademds para cada C; € C,

Hi > 0

> M; > H

iGCj

existe i € Cj con M; > 0.

La resolucién del problema consiste en seleccionar un elemento del con-
junto

> z; < Hj, para todo C; € C
R(G,H,M) =<z € IR" | i€C; (2.2)
0 <z; < M;, para todo i € N

Denotaremos por PG al conjunto de problemas PERT generalizados.

Una solucion serd una aplicacién f : PG — IR™ tal que f(G,H, M) €
R(G,H, M) para cada (G, H, M) € PG. Para cada i € N, f;(G,H, M) nos
da la asignacién que recibe el jugador .

El derecho minimo o minima aspiraciéon del jugador ¢ en el problema
PERT generalizado, que denotaremos mediante r(i), se corresponde con
lo maximo que se puede garantizar el jugador i, si el resto de jugadores,
N\i, obtiene lo méximo dentro del conjunto de asignaciones factibles. Es
decir,

r(i) =max{\€ IR | si x € R(G,H,M) = 2\;A € R(G,H,M)}.

Construimos a continuacién el problema dual de un problema PERT
generalizado (G, H, M) al que denotaremos (G, H, M)P. Consideremos que
a cada actividad ¢ se le asigna su demanda M;, de esta forma en cada camino
C; habrd un exceso F; = ZC: M; — H; > 0.

1€l

La resolucién del problema PERT generalizado dual consistird en selec-

cionar un elemento del conjunto

> x; > Ej, para todo C; € C
D n ;
R(G,H,M)” =<cx € IR" | i€C; (2.3)
0 <x; <M,;, paratodoie N
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Definimos a continuacién el derecho minimo o la minima aspiracién del
jugador i en el problema dual, que denotamos mediante 7" (7). Teniendo en
cuenta que en el problema dual se reparten pérdidas, la minima aspiracion
del jugador 7 es la minima pérdida que se garantiza si el resto de jugadores
minimizan también sus pérdidas, i.e.,

rP(i) =min{\ € R |si z € R(G,H,M)P = 2\;\ € R(G,H,M)"}.

Nota 2.3 De la misma forma que se hizo en la seccién 2.3 se podria
asociar a cada problema PERT generalizado (G, H, M) un juego NTU (N, V)
donde la funcién caracteristica de la gran coalicién vendria definida como,

Vig,m,m)(N) = comp(R(G, H, M))
siendo para todo S € 2V\ {(},

Vie,um)(S) =

{ys € IR* | para todo = € Vig,m,m)(N), >0, (zm\s,Ys) € Vig,aamn(N)} -
Ademés si dado (G, H, M) € PG existe un unico estado a repartir y (F, ) es

el problema de bancarrota asociado, es facil ver que el juego NTU asociado
a (G,H,M), (N,Vg,mum)), es un juego TU y coincide con el juego TU

(N,v(g,)) asociado a (E, ).

Nota 2.4 Sea (G, H, M) € PG. Fécilmente se comprueba que para cada
1 €N,

r(i) = V(G,H,M) (4).

Nota 2.5 Podriamos pensar en una generalizacién de estos problemas
si suponemos que cada jugador ¢ tiene una demanda minima m; € IR.
Denotamos al problema como la terna (G, H, [m, M]), siendo para cada C; €
C, > miy<Hj, Y M; >H;j, yparacadaiec N, m; < M;. Una solucién

i€Cy i€Cy
a este problema consistiria en seleccionar un elemento del conjunto

> x; < Hj, para todo C; € C

R(G,H,Im,M]) =<Kz e IR"| icC;
m; < x; < M;, paratodot € N
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El problema anterior se puede ver como el equivalente a darle a cada
jugador 7, su minima demanda m; y repartir los estados restantes después
de que cada jugador haya recibido m;. Por tanto, una solucién al problema
(G, H,[m, M])es de la forma m + = donde = € R(G, H', M — m) siendo

H=|H->Y m
iECj jec

En este trabajo consideraremos sin pérdida de generalidad que m; = 0
para cada 7 € N.

Nota 2.6 Sea (G,H,M) € PG,
R((G, H,M)")" = R(G, H,M).

Encontrar una asignacion en el problema dual consiste en seleccionar un ele-
mento del conjunto R(G, H, M)P y encontrar una asignacién en el problema
dual del anterior consiste en seleccionar un elemento dentro del conjunto

R((G, H,M)P)’ =

Yoz < Y, M;— E; =Hj, paratodo Cj € C
= x € IR" | i€C; i€Cj
0 <z; < M;, para todo i € N

— R(G,H,M).

A continuacién damos la relacién que existe entre el conjunto de so-
luciones factibles entre los problemas primal y dual, junto con la relacion
existente entre la minima aspiracién del jugador ¢ en el problema PERT ge-
neralizado, V' (7), y la minima aspiracién del jugador i en el problema dual,

rP ().
Proposicién 2.4 Sea (G,H, M) € PG.
a) x€ R(G,H,M) <= M —x € R(G,H,M)P.
b) Sea f: PG — IR".

feWPB(R(G,H,M)) < M — f = fP e LWPB(R(G, H, M)").

c) rP(i) = M; — V (i), para todo i € N.
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Demostracién.
a)
z € R(G,H,M) &
>, v < Hj >, (Mi—xi) = 3, Mi— Hj = Ej
1€l <—> 1i€Cj 1€C;
0<z <M; 0< M; —x; < M;

s P =M —-x<c RG,H M)P
b) Sea f€ WPB(R (A, H, M)),tenemos que para cada C; € C

iGCj
y existe Cj, € C, Y fi( G, H,M) = H,
iECjO

Estas condiciones son equivalentes a

> (M; - fi(G,H,M)) > Y M; — Hj = E

i€Cy 1€Cj

y existe Cj, € C, Z (M; — fi(G,H,M)) ZM Hj, =E
i€Cj, i€Cj,

y por tanto M — f = fPe LWPB(R(G, H, M)P).
¢) Sabemos que

V(i) =max{\ € R |si « € R(G, H, M) = z\;\ € R(G, H, M)}

rP(i) =min{A € R | si z € R(G,H,M)P = 2\;\ € R(G,H,M)"}.
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Aplicando el apartado a) obtenemos que
si x € R(G,H, M)’ = M —x¢c R(G,H,M) =
= (M —-2)\;V(i) € R(G,H,M) =

= M —[(M —2)\;V ()] = 2\i(M; - V(i) € R(G, H,M)"

y por lo tanto rP (i) < M; — V (i).

Supongamos que se diera la desigualdad estricta, es decir, 7P (i) < M; =V (7).
Size R(G,HM)=M-z¢cR(G,H M)P =

= (M —x)\;P (i) € R(G,H,M)P =

= M — (M —2)\iP(i)) = 2\;(M; — P (i) € R(G, H, M) =

= V(i) > M; —rP@G@) > V().

Lo que nos llevarfa a una contradiccién que viene de suponer que (i) <
M; — V (1), y por lo tanto se verifica c). ®

2.5.1 Soluciones débilmente optimales de Pareto

En los problemas de bancarrota el problema reside en repartir un estado
FE entre un conjunto de acreedores de tal forma que el estado es mayor o
igual que la suma de las demandas. Este problema ha sido estudiado en la
literatura, como se ha descrito en la seccién 2.2.2 y se han definido diferentes
conceptos de solucién, entre otros la solucién de igual ganancia, la solucion
de igual pérdida, el reparto proporcional y el reparto proporcional ajustado.

A continuacion se definen los anteriores conceptos de solucién en los
problemas PERT generalizados.
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Solucién de igual ganancia ( CEA)

La solucién de igual ganancia (CEA) consiste en asignarle a todos los
jugadores la misma cantidad dentro del conjunto factible hasta alcanzar la
frontera débil de Pareto. Por ello dado (G, H, M) € PG tendriamos,

CEA;(G,H,M) = min{«, M;} para todo i € N

donde « es el mayor nimero verificando que,

Z min {«, M;} < H; para todo C; € C.
iECj

La solucién de igual ganancia para el problema dual seria igual a
CEA;(G,H, M)P = min {o, M;} para todo i € N

donde o es el menor nimero verificando que,

Z min{«, M;} > E; para todo C; € C.
iECj
Nota 2.7 Sea (G,h,h?) € P de tal forma que |Cj| > 2 para cada
C; € C, se verifica que

B
. PY — mi _J ;
CEA;(G,h,h?) I]Iélél { ]Cj\} para todo i € N.

Es fécil comprobarlo teniendo en cuenta que M; = hP(i) = 1|mg {h;} y por
JlieC;
tanto

CEA;(G,h,h?) = min{a,hP(1)} = «
donde a es el mayor nimero tal que para cada Cj € C, > o < h;.

iGCj
Adem4s para cada i € N,

CEA{(G, h, hP)P = e—ﬂ}
(@) =

siendo para cada j € C, ej = > hP(i) — h;.
’iECj
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Solucién de igual pérdida (CEL)

La idea de la solucién de igual pérdida (CEL) consiste en partir de una
situacion inicial en la que a cada jugador se le da su méxima aspiracién (en
el caso de ser un problema PERT coincidiria con su holgura potencial), y se
trata de disminuir a todos los jugadores en la misma cantidad hasta obtener
una solucién. Por ello, dado (G, H, M) € PG

CEL;(G,H,M) = max {0, M; — 3} paratodoie N

donde (es el menor nimero verificando,

Z max {0, M; — 3} < H; para todo C; € C.
iGCj
La solucién de igual pérdida para el problema dual seria igual a

CELy(G,H,M)P = max {0, M; — 3}

donde (3 es el mayor nimero verificando que,

Z max {0, M; — 3} > E; paratodo C; € C.
iECj
Nota 2.8 Sea (G,h,h?) € P de tal forma que |Cj| > 2 para cada
C; € C, se verifica que
e
CEL;(G,h,hP) = hP(i) — max —J} ara todo ¢ € N.
(@) = 1) —max{ 2
Recordemos que para cada i € N
CEL;(G, h,h?) = max{0,hP(:) — B} = hP(i) — B

donde (8 es el menor nimero verificando,

Z max {0, hP(i) — B} < h; paratodo C; € C.
iECj
Ademds para cada i € N,

CEL;(G, h, h*)P = hP(i) — min {ﬂ} .
jec
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Solucién proporcional (PRO)

El reparto proporcional (PRO) consiste en dividir los estados de forma
proporcional a las demandas de los jugadores de modo que se alcance la
frontera débil de Pareto. Para un problema (G, H,M) € PG, la solucién
proporcional para el jugador i € N seria

H.
PRO;(G,H,M) = M; glélél 5 J]Wk para todo i € N
kGCj
y para su dual (G, H, M)
PRO;(G,H, M)P = M; max E; para todo ¢ € N
(2 Y ) (2 JEC Z Mk .
kGCj

Nota 2.9 Sea (G, h, h?) € P, se verifica que para cada i € N

Iy
P : D _ s . J
RO;(G, h,h?) hP (i) grélél S 1)
kGCj
PRO; D _ (s €j
RO;(G, h,h?) hP (i) Eneaé( SRZD
kECj

Solucién proporcional ajustada (APRO)

El reparto proporcional ajustado (APRO) distribuye los estados en dos
etapas. En la primera etapa cada jugador recibe lo que no es demandado por
el resto de los jugadores. En la segunda etapa lo que queda por repartir se
divide de forma proporcional a las demandas “relevantes” de los jugadores.
Dado un problema (G, H, M) € PG,
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Hy = V()
APRO:(G, H, M) = V(i) + M{* min Ze M]? para todo i € N
kECj

siendo M =min ¢ M; —V (i), min ¢ H; — > V(k) p .
J ‘ieCj kECj
M representa lo maximo que puede obtener ¢ después de que cada
jugador reciba la parte no demandada por el resto.
Para el problema dual (G, H, M)P la solucién proporcional ajustada vendria

dada por

B — ¥ rP(k)
APRO;(G, H, M) = 1D (5) + ME max SCME para todo i € N
k)GCj

donde MF = min { rP(i), min ¢ > 7P(k) - E; 5 3.
inECj kECj

La anterior definicién es equivalente a la que se expone a continuacion:

Y, rP(k) - E;
D _ Dy E_ . ) kG
APRO;(G,H,M)” =r~(i) — M; %1(111 ]Z ME
keC;

para todo ¢ € N.

Nota 2.10 Sea (G, h, hP) € P se verifica que para cada i € N

hj— > V(k)
APROL(G, h,1?) = V(i) + (1(3) = V(i) min | ~= (h;(ijj— )

kGCj

La anterior igualdad es cierta teniendo en cuenta que M = hP(i) — V(i) tal
y como se prueba a continuacién.
Seai € Ny consideremos P(i) = {C; € C'| i € C;}. Seax € V(C;\ {i}),

entonces se verifica

Z xp < hj — hP(i), para todo C; € P(i).
keCi\{i}



2.5. El problema PERT generalizado 137

Sea Cj = {i1,...,1;} , teniendo en cuenta la superaditividad del juego asocia-
do al problema PERT se verifica que V' (i1) x V(i2) x ... x V(i;) C V(C})

con lo cual

Z V(k) < hj — hP(i), para todo C; € P(i)
keCj\{i}
y por tanto

hj — Z V(k) > hP(i) — V (i), para todo C; € P(i)
kGCj

verificindose entonces que

M =min § AP(i) — V (i), min < h; — V(k = hP(i) — V (i).
(1) = V(i) im0 hy k;j (F) (1) = V(3)

Nota 2.11 Las demandas “relevantes” en el problema PERT y en su
dual coinciden, es decir, para cada i € N

ME = M.

Téngase en cuenta que

MF = min{ P (i), min Z rP(k) — E;
j"iECj
keC;

= min{¢ M; — V(i), min ¢ Hj — Z V(k)
j‘iGCj keC;

En las proposiciones 2.5 y 2.6 se muestra que ciertas propiedades que son
verificadas por las soluciones CEA, CEL, PRO y APRO en los problemas
de bancarrota clasicos son también verificadas en este contexto mas amplio.
En concreto en la proposicién 2.5 analizamos que el reparto proporcional
ajustado (APRQO) coincide con el valor de compromiso del juego NTU al
que da lugar y en la proposicion 2.6 se analiza la propiedad de dualidad.
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Proposicién 2.5 El reparto proporcional ajustado (APRQO) del proble-
ma PERT (G, h,hP) coincide con el valor de compromiso del juego NTU al
que da lugar.

Demostracion.
El reparto proporcional ajustado (APRO) se puede escribir para cada
e N

APRO;(G, h, hP) =

= V(i) + PRO; | G, (hj — Z V(k))jec, (WP(i) =V (i))icn
keC;
hj— > V(k)
. . . . kECj
— V(z)+(hp(z)—V(z))g%1g S (k) = V(R)

kGCj

Dado el juego NTU inducido por el problema PERT (G, h, hP) es facil
comprobar que para cada i € N,

Ki(V) = hP(i)
k(V) = V().

Ademas el juego NTU (N,V) es de compromiso admisible dado que
V(i) < W), (V@D)ien € VN) y ((0))e # dom(N).

El valor de compromiso se definiria como el inico punto que estd en el
segmento que une (V' (i))ien y (hP(4));cn estd en V(NV) y es el més cercano
a (hP(i));en » es decir,

Yi(V) = V(i) + ay [RP(i) — V(i)]

donde ay = maz {a €[0,1] | (V(i)+a(h?(i) = V(i)));en € V(N)}, lo
que claramente coincide con el reparto proporcional ajustado que hemos
definido. m

Proposicién 2.6

a) CEA Y CEL son soluciones duales. Es decir, para todo i € N
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M; — CEA{G,H,M) = CEL;(G,H, M)"
M; — CELy(G,H,M) = CEA;(G,H,M)P.

b) PRO es dual de si mismo. Es decir, para todo i € N

M; — PRO;(G,H, M) = PRO;(G, H, M)".

c) APRO es dual de si mismo. Es decir, para todo i € N

M; — APRO;(G,H, M) = APRO;(G,H, M)".

Demostracion.
a) Utilizando la definicién de CEA y de CEL tenemos que,

CEA;(G, H, M) = min{a, M;}

donde « es el mayor nimero verificando que,

Z min {«, M;} < H; para todo C; € C. (2.4)
iGCj

Adems3s

CELi(G, H,M)? = max {0, M; — 3}

donde (3 es el mayor nimero verificando,

Z max {0, M; — B} > E; para todo C; € C. (2.5)
iGCj

Entonces

Mi—CEAZ'(G,H,M) = Mi—min{a,Mi}
= max{M; — «,0}

donde « es el mayor nimero verificando (2.4), lo que nos permite expresar
para cada C; € C.
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> (M; — CEA(G,H,M)) = Y (M; —min {a, M;}).

iECj iECj

Como E; = > M; — H; tenemos que
i€Cy

Z M; — Z min {a, M;} > E; & Z min {«, M;} < Hj.

iECj iECj iECj

Luego para cada i € N, M; — CEA;(G,H,M) = CEL;(G, H, M)P.

Probamos a continuacién la segunda igualdad.
CEL;(G,H,M) = max {0, M; — 5} donde (3 es el menor niumero verifi-
cando que,

Z max {0, M; — 8} < H; para todo C; € C. (2.6)
i€Cy

Ademss,

CEAi(G,H, M)P = min {a, M;}

donde « es el menor niimero verificando que

Z min {c, M;} > Ej, para todo C; € C. (2.7)
iGCj

Entonces

Mi - CELZ(G, H, M) = Mz - maX{O, Mz - ,8}
= min{M;, 5}

donde [ es el menor nimero verificando (2.6), lo que nos permite expresar
para cada Cj € C

> (M; - CELi(G,H,M)) = Y _ (M; — max {0, M; — 3}).

i€Cy i€Cy
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Como
Z M; — Z max {0, M; — B} > E; < Z max {0, M; — } < H;
icC; i€C; i€0;

concluimos que M; — CEL;(G,H, M) = CEA;(G, H, M)P para cada i € N.
b) Aplicando la definicién del reparto proporcional tenemos que para
cada i € N,

H.
M; — PRO;(G,H,M) = M;— M;mi J
i z( , 41, ) % ZIj%lél Z Mk
kGCj
H4
= M; |1—mi .
TRy T M
kECj
H.
= M, 1- /
e S M,
kECj
E.
= M; J
e > My
kJECj

— PRO;(G,H, M)P.

c¢) Aplicando las definiciones obtenemos que

Hj— k% V (k)
o . _ V(D) — M mi €Yy
M; — APRO;(G,H, M) M; — V(i) — M; glélél S A
kGCj
—H; +k% V(k‘)
e .
= M, —V(E)+ M® J
i = V(i) + M max R
kECj
Bj— % rP(k)
= (i) + M; max > ]14]53
kGCj

— APRO;(G,H,M)P. m
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Se presentan a continuacién algunos ejemplos que se corresponden con
problemas PERT en los que se calculan las soluciones propuestas. Dichos

ejemplos seran utilizados posteriormente.

EJEMPLOS

3{O)

A(l) CM D%'

AQ) B(@)

EO) F(100)
Ejemplo 2.3 Ejemplo 2.4
AO BM © T Eq)

Ejemplo 2.5
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En las siguientes tablas se calculan las soluciones que hemos estudiado.

Ejemplo CEA
2.1(xa,xB,x0) (0.5,0.5,0.5)
22(xp,xq,xr) (0.5,0.5,0.5)
9.3 (T4, 75,20, 2D) (0.5,0.5,0.5,0.5) (Tabla 2.3)
24 (xa,xB,c,TpD,TE) (0.5,0.5,0.5,0.5,0.5)
2.5 (za, 2B, xc,xp,zE) | (0.25,0.25,0.25,0.25,0.25)
Ejemplo CFEL
2.1 (0.5,0.5,0.5)
2.2 (1,0.5,0.5)
— 025 (Tabla 2.4)
2.4 (45,45,0,0,0)
2.5 (0.25,0.25,0.25, 1.25, 0.25)

En los ejemplo 2.3 y 2.4 podemos comprobar que CEA trata mejor a
los jugadores que tienen menos demandas mientras que C'E L parece tratar
mejor a los jugadores que tienen mdas demandas, tal y como ocurre en los
problemas de bancarrota.

Ejemplo PRO APRO
2.1 (0.5,0.5,1) (0.5,0.5,1.5)
2.2 (0.5,0.5,0.5) (1,0.5,0.5)
2.3 (0.44,0.44,1.78,1.78) (0.44,0.44,1.78,1.78)
2.4 (45,45,0.5,0.5, 1) (45,45,0.5,0.5,1.5)
2.5 (0.25,0.25,0.25,0.5,0.25) | (0.25,0.25,0.25,1.25,0.25)

(Tabla 2.5)
Se puede notar en el ejemplo 2.3 que dado que para cadai € N, V(i) =0,
PRO y APRO coinciden.
2.5.2 Caracterizaciones axiomaticas

A continuacion presentamos algunas propiedades que nos serviran para dar
posteriores caracterizaciones de las soluciones propuestas. Muchas de estas
propiedades estan inspiradas en propiedades ya existentes en la literatura
de los problemas de bancarrota y de la teoria de juegos.

Sea f: PG — IR"
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e Diremos que f es débilmente optimal de Pareto (WPQO) si para todo
(G, H, M) € PG, f(G,H,M) e WPB(R(G, H, M)).

e Diremos que f es optimal de Pareto (PO) siparatodo (G, H, M) € PG
f(G,H,M) € PB(R(G,H, M)).

e Diremos que f satisface Independencia de Holguras Irrelevantes (IHI)
si

fi (GaH7M) :fz (G7H7MH)

donde para cada i € N, M1 = min {Mi, min {H]}} .
CjlieCy

Esta propiedad nos dice que si un jugador i demanda mas de lo maximo
que puede obtener entre todos los repartos factibles, lo que se corresponde

con min {H;}, la solucién no lo tiene en cuenta.

C;lieCy

Debemos hacer notar que si consideramos un problema PERT esta pro-
piedad no nos dice nada nuevo, ya que en este caso para cada ¢ € N,

M; = hP(i) = min {H;}.
(i) = min_ {H;}

e Diremos que f satisface Independencia de Actividades Irrelevantes
(IAI) si para todo (G, H, M) € PG,

f(G,H,M) = f (G,H, (MNr,xN\Nr))

donde C" = {C; € C|H; >0}, N" ={ie N |siC; ¢ C",i ¢ Cj},
y 0 <@y € IR (siendo 7 el cardinal de N7).

C" representa el conjunto de caminos relevantes, es decir aquellos que
tienen holgura positiva y N es el conjunto de actividades relevantes, es
decir aquellas que no estan en ningiin camino que no sea relevante. Decimos
que las actividades de N\N" no son relevantes ya que dada i € N\N"
y una solucién cualquiera f se verifica que f;(G,H,M) = 0 ya que 0 <
fe(G,H, M) < My, paratodo ke Ny > fi(G,H,M) =0 siendo Cj, un

keC,
camino tal que i € Cj, y Hj, = 0. ’

Una solucién verifica I AI si no depende de las holguras de las actividades
que no son relevantes.
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e Diremos que f es Simétrica (SIM) si dado (G, H,M) € PG tal que
M; = M se verifica que,

fz(GaHaM) = fl(GaHaM)

Esta propiedad nos dice que si dos jugadores demandan la misma canti-
dad deben recibir la misma asignacion.

e Diremos que f verifica Composicion (COM) si dado (G, H, M) € PG,
HY € IR° tal que H° < H se verifica que

fi(G,H,M) = f;(G,H°, M) + f; (G,H", M — f(G,H°, M))

siendo H' = (Hj — Zkecj fx(G, HO,M)>]EC.

Esta propiedad nos dice que podemos repartir H en dos etapas. Primero
repartimos H° de acuerdo a las demandas iniciales M. Luego repartimos lo
que queda en cada camino (H') de acuerdo a las nuevas demandas de los
jugadores (lo que demandaban inicialmente menos lo que recibieron en la
primera etapa).

e Diremos que f verifica Composicion Dual (COM?P) si dados (G, H, M) €
PGy H' € IR° con H; < H} < > M, para cada C; € C se tiene que
’iGCj
£(G, H, M) = §; <G, H, (G, H’,M)), para todo i € N.

Supongamos que repartimos H' entre los jugadores de acuerdo con las
demandas M. Supongamos ahora que por alguna razén descubrimos que lo
que habia que repartir era H y no H'. En este momento podriamos pro-
ceder de dos formas distintas: repartir H entre los jugadores de acuerdo a
las demandas iniciales M o bien repartir H de acuerdo a lo que han obte-
nido los jugadores después de repartiv H' (f(G, H', M)). La propiedad de
composicién dual nos dice que ambas formas de repartir coinciden.

e Diremos que f satisface Aditividad (ADD) si dado (G,H, M) € PG,

HOEIRCCOHOSHOSH,MOGZR" con 0 < M° < M se verifica
que

fi(G,H,M) = f;(G,H°, M°) + f;(G, H', M — M")

siendo H! = (Hj - > (G, HO,M0)> .
kECj jec
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Supongamos que tenemos dos problemas en cada uno de los cuales hay
unas cantidades a repartir y unas demandas a tener en cuenta. Podemos
proceder de dos formas a la hora de repartir. En la primera repartimos la
holgura de cada problema de acuerdo a las demandas en ese problema, de
este modo cada jugador recibe en total la suma de lo que le corresponde
en cada problema. En la segunda repartimos todo junto, es decir, la suma
de las holguras de los dos problemas teniendo en cuenta que cada jugador
demanda en total la suma de las demandas en cada problema. La propiedad
de aditividad nos dice que ambas formas de repartir coinciden.

e Diremos que f es a prueba de estrategias (SP) si dado (G, H, M) €
PG,

fu(G,H,M) = f,(G',H,M") para todo k € N\i

l
fi(GH, M) =" fis (G, H, M)
s=1

siendo G’ el grafo que se obtiene de G cuando dividimos la actividad

i en | subactividades {i',4?, ...,il}, M' € IRV tal que Mj, = M,

sike N\i y0< M/ <M, para todo s =1,2,...,1 de tal forma que
l

S M/, = M;.
s=1

Una solucién satisface SP si el hecho de que una actividad ¢ se divida
en diversas subactividades, {il, 2, ..., z'l} , no afecta al resultado final.

e Diremos que f es V-separable (VS)sidado (G, H, M) € PG, para cada
1€ N,

fi G H, M) =V (i) + f; | G, (H; = Y V(k))jec, (M; = V(i))ien
keC;

Una solucién es V-separable si repartir H de acuerdo a M es equivalente
a darle a cada jugador i lo que se puede garantizar por si mismo, V(i),
y luego repartir el resto de las holguras teniendo en cuenta que ahora los
jugadores demandardan M; — V(i) para todo i € N.
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Nota 2.12 La mayor parte de estas propiedades han sido introducidas
para caracterizar soluciones en los problemas de bancarrota. Young (1988)
introdujo la propiedad de composicién (COM), y Dagan (1996) la utiliz6
para caracterizar la solucién de igual ganancia. Bergantifios y Méndez-
Naya (1997) estudian la propiedad de aditividad (ADD) y caracterizan la
solucién de igual pérdida utilizando esta propiedad y la de composicion
dual. Similares resultados podemos encontrar con el reparto proporcional y
el reparto proporcional ajustado.

Estas propiedades se podrian haber formulado también para el problema
dual de modo andlogo, pudiendo obtener ciertas relaciones entre las propie-
dades del problema PERT generalizado y las propiedades del problema dual.
Aqui no las formulamos dado que nos proponemos caracterizar las soluciones
propuestas en el problema PERT generalizado y no en su dual.

Lema 2.1 La propiedad de simetria (SIM) es incompatible con la de
aditividad (ADD) en PG.

Demostracion.

Supongamos un grafo PERT formado por dos caminos que no se interse-
can, donde uno de ellos lo configuran dos actividades A y B de una unidad
de duracién y el otro es el camino critico formado por una actividad C' de
tres unidades de duracion.

Dada f verificando simetria,

fa(G,1,(1,1)) = fp(G,1,(1,1)) = 0.5.

Si f verificara la propiedad de aditividad, tendriamos que para cada 0 <
€ <0.25

fa(G,1,(1,1)) = fa(G,0.25,(1 —€,0.25)) + fa (G,0.75, (£,0.75)) .
Ademsds sabemos que

fa(G,0.25,(1 —¢,0.25))
fa(G,0.75, (¢,0.75))

0.25

<
< ¢

Con lo que llegarfamos a una contradiccién si f satisface ambas propiedades.
|

A continuacién presentamos en una serie de proposiciones qué propieda-
des son satisfechas por CEA, CEL, PRO y APRQO y cuéles no.

Proposicién 2.7
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a) CEA satisface en PG las propiedades WPO, IHI, IAI, SIM, COM y
CoOMP.
b) CEA no satisface en PG las siguientes: PO, ADD, SP y VS.

Demostracion.
a) Sea (G, H,M) € PG.

e Utilizando la definicién es trivial comprobar que
CEA(G,H,M) e WPB(R(G,H, M))
y por tanto CE A es débilmente optimal de Pareto.

e Comprobemos que CFE A satisface IHI. Sabemos que,

CFEA;(G,H,M) = min {a, M;}
donde «a es el mayor nimero verificando que,
Z min {«, M;} < H; para todo C; € C.

iECj

Sea A = {kz eEN | My> ll;cmré {H]}} , en este caso para cada k € A,
Jlked;

CEAL(G,H,M) = «
siendo « el mayor numero verificando que,
Z min {a, M;} + «|ANC;| < H; para todo C; € C.
’iECjﬁ(N\A)

Por otra parte tenemos que

CEA;(G, H, M) = min {«, MZH}

donde o es el mayor ntimero verificando que,
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Z min{o/,MiH} < H; paratodo C; € C.
i€Cj

Por ello para cada k € A, CEAL(G,H, M) = o/, donde o’ es el mayor
numero verificando que,

Z min{a',MfI}+oz'|AﬁCj| < H; paratodo C; € C
1€CjN(N\A)

Si k € N\A se verifica que M,fl = Mj, y por tanto a = o/. Luego CEA
satisface THI.

e Es trivial comprobar que CE A satisface 1AI.
e Es trivial comprobar utilizando la definicién que C E A satisface STM.

o CFE A satisface COM.

Sea (G,H,M) € PG,y sea H® = <H]0> o de tal forma que para cada
je
C;eC,0<H ]Q < H;. Teniendo en cuenta la definicién de CEA tenemos
que,

CEA;(G, H°, M) = min {a°, M;}

donde a® es el mayor nimero verificando que,

Z min {aO,Mi} < HJ(-J para todo C; € C.
iECj

Ademsds para cada i € N,

CEAZ G, (H] - Zmin {aO,Mi})jec, (Mi—min {ao’Mi})ieN B
i€Cy

= min {al, M; — min {ao, MZ}}
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donde o' es el mayor niimero verificando que para todo C;eC

Z min {al,Mi — min {aO,Mi}} <H; — Z min {aO,Mi} (2.8)
1€l 1€Cy

Sumando ambas expresiones obtenemos,

CEA;(G,H°, M)+

+CEAZ G, (HJ - Zmin {Ozo,Mi})jec, (Mi—min {aO’Mi})ieN =
i€Cy

min {ao, Mz} + min {al, M; — min {ao, Mz}}
= min {ao, Mz} + min {al + min {ao, Mz} ,Mi} — min {ao, MZ}
= min {al —|—min{o¢0,Mi},Mi}

teniendo ademds que para cada Cj € C,

Z min {oz1 + min {ao, M,} ,Mi}
iGCj

= CEA(G,H°, M)+
’iECj

+ ZC CEA; | G, (H; — ZC min{aO,Mi})jec, (]\4Z — min {O‘O’Mi})ieN <
1€C; 1€Cj

< Zmin{aO,Mi}+Hj — Zmin{ao,Mi} :Hj.
i€Cy i€Cy
Por otra parte tenemos que CFEA;(G,H, M) = min{«a, M;} donde «

es el mayor nimero verificando que para todo C; € C, ) min{o, M;} <
i€Cj
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Hj. Por ello teniendo en cuenta la anterior relacién se verifica que al +
min{aO,Mi} < a.

Supongamos que o' +min {ao, MZ} < «. En este caso utilizando el hecho
de que a! es el mayor nimero que verifica (2.8) tenemos que existe Cj € C
tal que

Z (min {a — min {ao, MZ} , M; — min {ao, Ml}})
iECjO

= Z (min {e, M;} — min {a®, M;}) > Hj, — Z min {a®, M;} .
iECjO iECjO
Por ello,

Z min {«, M;} > Hj,
’iGCjO

lo que supone una contradiccién. Por tanto tenemos que o' +min {ao, MZ} =
«, con lo que concluimos que CE A satisface la propiedad de composicién.

e C'EA satisface COMP.

Sea para cada C; € C, H; < HJ’ < Y. M;. Sabemos que
’iGCj

CEA;(G,H,M) = min{a, M;} paratodoie N (2.9)
donde a es el mayor nimero verificando,
Z min {«, M;} < H; para todo C; € C.
i€C;
Por otra parte
CEA;(G,H',M)=min{a’,M;} paratodoiec N
donde o es el mayor nimero verificando,

Z min {a’,Mi} < H]' para todo C; € C.
i€Cy
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Se deduce por tanto que a < o, lo que nos permite escribir (2.9) como
CEA(G,H,M) = min{a, M;} = min {a, o/, M;} para todo i € N.
Ademss,

CEA{(G,H,CEA(G,H', M))

CEA; (G H, (min {o', M}) )
= min {o/’,min{a',Mi}}
= min{a”", o/, M;}.

donde o es el mayor nimero tal que

Z min {”, o/, M;} < H; para todo Cj € C.
iGCj

Deducimos por tanto que o’ = o, y asi CEA verifica COMP.

b) Mostramos a través de contraejemplos que C'E A no satisface las pro-
piedades que se indican.

e (CFEA no satisface PO.

En el ejemplo 2.1 observamos que

CEA(G, H,M) = (0.5,0.5,0.5) ¢ PB(R(G, H, M)).

e (CFA no satisface ADD.

Teniendo en cuenta el lema 2.1, y dado que CF A satisface SIM obte-
nemos que C'E'A no verifica ADD.

e CFE A no satisface SP.

Consideremos en el ejemplo 2.3 que las actividades C' 'y D son el re-
sultado de la division en dos subactividades de una tnica actividad F' con
una demanda de 8 unidades (8 = h?(C) + hP(D) = 4+ 4) y el resto de las
holguras permanecen iguales. Si denotamos por (G, H', M') al problema
resultante obtenemos que

CEAp(G',H',M') = 0.5+ CEAc(G,H, M)+ CEAp(G,H, M) = 1.

o CE A no satisface V' S.
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Consideremos el ejemplo 2.1 en el que se verifica que V(A) = V(B) =0,y
V(C) = 1. Es inmediato comprobar que

CEAc¢ (G, (1,2),(1,1,2)) = 0.5

mientras que V(C) + CEA¢ (G, (1,1),(1,1,1)) =1.5. =m

Proposicion 2.8

a) CEL satisface en PG las propiedades de WPO, SIM, COM, COMP.
b) CEL no satisface en PG las siguientes: PO, IHI, IAI, ADD, SP y
VS.

Demostracion.
a) Sea (G,H,M) € PG.

e Utilizando la definicién de CE'L es inmediato comprobar que
CEL(G,H,M) € WPB(R(G,H, M)).

e Es trivial comprobar que CEL satisface SIM utilizando la definicion.

e CEL satisface COM.

Sea (G,H,M) € PG,y sea H® = <Hj0> o de tal forma que para cada
je
C; € C,0< H]Q < Hj.Teniendo en cuenta la definicién de CEL tenemos
que,

CEL;(G,H°, M) = max {0, M; — 3°} (2.10)
donde 3° es el menor nimero verificando que,
Z max {0, M; — ﬁo} < H]Q para todo C; € C.
’iECj

Adems4s para cada i € N,

CEL; | G,(H; — Z max {0, M; — 3°})jec, (M; — max {0, M; — 3°}),_y
1€C;
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= max {0, M; — max {O, M; — /5'0} — ,@1}
donde ' es el menor nimero verificando que para cada C; e,
Z max {0, M; — max {0, M; — ﬁo} — 51} <H; — Z max {0, M; — 50} .
i€Cy i€Cy
(2.11)

Sumando ambas expresiones obtenemos,

CEL;(G,H°, M)+

+CEL; | G, (Hj — Z max {0, M; — 3°}) ec, (M; — max {0, M; — 50})ieN
i€Cy

= max{(),Mi—ﬁ0}+max{O,Mz‘—max{O,Mi—ﬁo}—51}
= max{max {O,Mi—ﬂo},Mi—ﬁl}
= max{0,M; — 3°, M; — 3'}.

Teniendo ademds que para cada C; € C,

> max {0, M; — 8, M; — 8'} <

iECj
< ZmaX{O,MZ’—,BO}—FHj — ZmaX{O,Mi—ﬂO} =H;. (212)
iECj ’iECj

Por otra parte tenemos que CEL;(G, H, M) = max {0, M; — 3} donde 3
es el menor nimero verificando que para cada C; € C,

Z max {0, M; — B} < Hj.

’iGCj

Teniendo en cuenta (2.10) deducimos que 6% > 3, y por tanto



2.5. El problema PERT generalizado 155

CEL;(G,H,M) = max {0, M; — 8} = max {0, M; — 3, M; — 3°}

siendo 3 el menor nimero verificando que para cada C; € C,

Z max {0, M; — 3, M; — 8°} < Hj.
iGCj

Con lo que concluimos dado que se verifica (2.12) que § < (. Supongamos
que 3 < 1. En este caso utilizando el hecho de que 3! es el menor nimero
que verifica (2.11), tenemos que existe Cj, tal que

Z max{O,Mi —max{O,Mi —ﬂo} —5} > Hj, — Z max{O,Mi —ﬂo}

i€Cjg €0,
lo que es equivalente a decir que

Z max {0, M; — 8, M; — 50} > Hj,
iGCjO

y por tanto obtendriamos una contradiccién. Luego C'EL satisface la pro-
piedad de composicion.

e CEL satisface COMP.

Sea para cada Cj € C, H; < H; < 3 M;. Sabemos que
iECj

CEL;(G,H,M) = max {0, M; — 3} paratodoie€ N
donde (es el menor nimero verificando,
Z max {0, M; — 3} < H; para todo C; € C.
ieC;
Por otra parte
CEL;(G,H',M) = max {0, M; — 3'} paratodoie N

donde 3 es el menor nimero verificando,
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Z maX{O,Mi — B’} < HJ' para todo C; € C.
iGCj

Por ello

CEL/(G, H,CEL(G, H',M)) = CEL; (G, H, (max {0, M; — 8'}),. N> _

= max {O, max {0, M; — ﬁ'} — ﬁ”}
= max{(),max{—ﬁ”,Mi—ﬁ'—ﬂ”}}
— max{~8", M, § — 8,0}

= max {]\4Z -3 -3, 0}

donde 8" es el menor nimero tal que

Z max {M; — ' — 8",0} < H; para todo Cj € C.
iECj

Debido a la definicién de 3 tenemos que 3 + 3" = 3 y por lo tanto para
cada i e N

CEL;(G,H,M) = CEL;(G,H,CEL(G, H', M)).

b) Mostramos a través de contraejemplos que C E'L no satisface las pro-
piedades que se indican.

e C'EL no satisface PO.
En el ejemplo 2.3 observamos que

CEL(G,H,M) = (0,0,2,2) ¢ PB(R(G,H, M)).
e C'EL no satisface TH]I.

Sea G el grafo del ejemplo 2.1, siendo H = (2,4) y M = (2,8,10). En
este caso MH = (2,2,4). Se verifica que
CEL(G,H,M) = (0,2,4)
CEL(G,H,M") = (1,1,3).
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o CEL no satisface TAI.

Sea G el grafo del ejemplo 2.1, siendo H = (0,2) y M = (1,1, 3). Enton-
ces la actividad B no es relevante y sin embargo

CELc(G,(0,2),(1,1,3)) = 2
CFEL¢(G,(0,2),(1,2,3)) =

o CEL no satisface ADD

Teniendo en cuenta el lema 2.1, y dado que CEL satisface SIM obte-
nemos que C'E'L no verifica ADD.

e C'EL no satisface SP.

Sea G el grafo del ejemplo 2.1, si consideramos que la actividad C' se
divide en dos subactividades E y F' con demandas iguales a 1 unidad, y
denotamos por G’ al grafo resultante, obtenemos que

CEL(G',(1,2),(1,1,1,1)) = (0.5,0.5,0.5,0.5)
mientras que
CFEL(G,(1,2),(1,1,2)) = (0.5,0.5,1.5)
y por tanto

CELC(G7 (17 2)> (17 17 2)) 7é

CELg(G',(1,2),(1,1,1,1)) + CELr(G’, (1,2),(1,1,1,1)).
e CFEL no satisface V S.

Sea G el grafo del ejemplo 2.1, y el problema PERT (G, (2,4), (1,4, 20)),
se verifica que

CEL(G,(2,4),(1,4,20)) = (0,0,4)
(V(@)ien = (0,1,3).

mientras que

(V(i))ien + CEL (G, (1,1),(1,3,17)) = (0,1,3) 4+ (0,0,1) = (0,1, 4).
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Por lo tanto obtenemos que CEL no satisface V.S. m

Proposicion 2.9

a) PRO satisface en PG las propiedades WPO, IAI, SIM, COM, COMP
y SP.
b) PRO no satisface en PG las siguientes: PO, IHI, ADD y VS.

Demostracion.
a) Sea (G,H,M) € PG.

e Utilizando la definicién de PRO es inmediato comprobar que

PRO(G, H, M) € WPB(R(G, H, M)).

e Es trivial comprobar que CEL satisface SIM utilizando la definicion.
e Es inmediato comprobar que PRO satisface I AI.
e PRO satisface COM.

Sabemos que PRO;(G, H, M) = AM; donde A es el mayor nimero que

verifica ) AM; < H; para cada C; € C, es decir,
iECj

: H;
PRO;(G,H,M) =M, mip S
kGCj

Por otra parte para cada ¢ € N,

HO
PRO;(G, H°, M) = \ogM; donde \g = g%iél > JMk
kGCj
siendo
PRO; | G, | Hj— > XM CM(1=Xo) | = MM (1= No)
kGCj jGC
Hj—Xo . My
kJECj

donde A1 = min
e Y =) 3 M,
kECj
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Por tanto,

PRO;(G,H°, M) + PRO; | G, [ Hj — X0 >_ M, ,M(1 = )\)
kGCj jec

= Mo M; + )\1M¢(1 — )\0) = Mz(/\O + /\1(1 — /\0))

La anterior expresiéon nos indica que es proporcional a M; al igual que
PRO;(G,H,M). A continuacién probamos que la constante de proporcio-
nalidad coincide.

> | PRO(G,H°, M)+ PRO; | G, | Hj —Xo > My M (1= Xo)

i€Cy keCj jec

= Z ()\OM@ + )\1M7;(1 — /\0)) < Z AoM; + Hj — X0 Z M; = Hj.

iECj iECj iECj
H; — > MMy
keC;
Teniendo en cuenta que A\; = min ? , existird Cj, € C tal
jec Z Mk(l — )\0) Jo

kGCj
que

> MMi(1— X)) =Hjy =X > M,

i€Cy, i€Cjy

por lo que la anterior desigualdad es en realidad una igualdad para el camino
Cj, y las constantes de proporcionalidad coinciden.

e PRO satisface COM?P.

Sea para cada Cj € C, H; < H]’ < > M.
’iECj

H.

PRO;(G,H, M) = M; mi J
z( s 41, ) 'LIj%lél Z Mk

k)GCj

Debemos de probar que
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PRO;(G, H, M) = PRO;(G, H, PRO(G, H', M)).

Sabemos que

H’

PRO;(G,H', M) = X'M; donde X' = min .
jec Z Mk

kECj

PRO;(G, H, PRO(G, H', M)) = PRO; (G, H, ()\’Mi)iGN> — NN M

H; H;

donde N = min{ —2~2— % = L min J

jeC Z )\,Mk N jeC Z M;.
kECj kECj

y por tanto PRO

satisface COMP.
e PRO satisface SP.

Sea G’ el grafo que se obtiene de G cuando dividimos la actividad 7 en

| subactividades de tal forma que M’ € IR" ! tal que M| = My, si k €
!
N\i y 0 < M/, < M, para cada s =1,2,...,1, verificindose que Y M/, =
s=1

M.
Es facil ver que para todo k # i, PROk(G',H,M') = PROy(G,H, M).
Ademas

: H;
PRO;(G,H,M) = M; IJIélél S0
kECj —
PRO;s(G', H,M’) = M;s min A;
jec Z Mk
kECj )

l
Y PROs#(G',H,M') = PROy(G, H, M)

s=1
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y por lo tanto hemos comprobado que PRO satisface SP.

b) Mostramos a través de contraejemplos que PRO no satisface las pro-
piedades que se indican.

e PRO no satisface PO.
En el ejemplo 2.1 observamos que

PRO(G,H,M) = (0.5,0.5,1) ¢ PB(R(G,H, M)).
e PRO no satisface THI.

Sea G el grafo del ejemplo 2.1, siendo H = (2,4) y M = (2,8,10). En
este caso M = (2,2,4). Se verifica que

PRO(G,H,M) = (0.4,1.6,2)
PRO(G,H,M") = (1,1,2)

Dado que PRO(G,H, M) # PRO(G, H, M™) obtenemos que PRO no sa-
tisface THI.

o PRO no satisface ADD.

Teniendo en cuenta el lema 2.1, y dado que PRO satisface SIM obte-
nemos que PRO no verifica ADD.

e PRO no satisface V' S.
En el ejemplo 2.1 es inmediato comprobar que
PRO(G, (1,2),(1,1,2)) = (0.5,0.5,1)
mientras que

(0,0,1) + PRO(G, (1,1),(1,1,1)) = (0.5,0.5,1.5). m

Proposiciéon 2.10

a) APRO satisface en PG las propiedades WPO, IHI, IAI y VS en PG.
b) APRO no satisface en PG las siguientes: PO, SIM, COM, COM?P,
ADD y SP.

Demostracién.
a) Sea (G,H, M) € PG.
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e Utilizando la definicién de APRO es inmediato comprobar que
APRO(G,H,M) e WPB(R(G,H, M)).
e APRO satisface THI.

Dado que se verifica que V(g g1 (i) = V(g gm0 (@) para todo i € Ny
ademas (M H )a = M* es trivial comprobar que para cada i € N,

APRO;(G,H,M) = APRO;(G,H, M*)
y por tanto APRO satisface THI.

e Es trivial comprobar que APRO satisface I Al.
e APRO satisface V' S.

APROi(G,H,M) = V(i)+ PRO(G,(H; — Y V(k))jec, M®)
keC;

= V(i) + APRO(G, (H; = > _ V(k))jec, M®).
keC;

b) Mostramos mediante contraejemplos que AP RO no satisface las pro-
piedades que se indican.

e APRO no satisface PO.
En el ejemplo 2.3 observamos que
APRO(G,H,M) = (0.44,0.44,1.78,1.78) ¢ PB(R(G,H, M)).

e APRO no satisface SIM.

Sea G el grafo del ejemplo 2.1, siendo H = (2,4) y M = (2,8,8). En este
ejemplo las demandas de los jugadores B y C' coinciden y sin embargo

APROg(G,H,M) = PROgp(G,(2,2),(2,2,2))
APROG(G,H,M) = 2+ PRO¢(G,(2,2),(2,2,2)).

Dado que PRO satisface STM hemos probado que AP RO no satisface STM.

e APRO no satisface COM.
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Consideremos el problema PERT en el que hay un tnico camino con
holgura de 2 unidades y dos actividades que demandan 1 y 3 unidades. Se
verifica que

APRO(G,(2),(1,3)) = (0.5,1.5)
mientras que
APRO(G,(1),(1,3)) + APRO(G, (1),(0.5,2.5)) = (0.5,0.5) + (0.25,0.75)
y por tanto APRO no satisface COM.

e APRO no satisface COMP.

Consideremos el problema anterior. Supongamos que repartimos inicial-
mente 3 unidades de holgura, entonces

APRO(G,(3),(1,3)) = (0.5,2.5)
mientras que
APRO(G,(2),(0.5,2.5)) = (0.25,1.75) # APRO(G, (2),(1,3))
y por tanto AP RO no satisface composicion dual.

e APRO no satisface ADD.

Usando el ejemplo del lema 2.1 tenemos que
APRO(G,(1),(1,1)) = (0.5,0.5)
mientras que

APRO(G, (0.250), (0.833,0.250)) = (0.125,0.125)

APRO(G, (0.750), (0.167,0.750)) = (0.083,0.667).

o APRO no satisface SP.
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Sea G el grafo del ejemplo 2.1, si consideramos que la actividad C se
divide en dos subactividades E y F' con demandas iguales de 1 unidad, y
denotamos por G’ al grafo resultante, obtenemos que

APRO(G',(1,2),(1,1,1,1)) = (0.5,0.5,0.5,0.5)
mientras que
APRO(G,(1,2),(1,1,2)) = (0.5,0.5,1.5)
y por tanto

APROC(Ga (17 2)7 (L 17 2)) 7é

APROE(G/> (L 2)7 (17 1,1, 1)) + APROF(G/> (L 2)7 (17 1,1, 1)) u

En el siguiente cuadro se esquematizan las propiedades que son satisfe-
chas por cada una de las soluciones en PG.

CEA | CEL | PRO | APRO

W PO Si Si Si Si
PO No No No No
IHI Si No No Si
TAI Si No Si Si
SIM Si Si Si No (Tabla 2.6)

COM Si Si Si No
COMP | Si Si Si No
ADD No No No No
SP No No Si No
Vs No No No Si

El siguiente lema proporciona una expresion simplificada de CE L cuando
nos restringimos a aquellos problemas PERT generalizados en los que todos
los jugadores demandan una cantidad superior o igual a los excesos medios
que hay en los caminos. Ademds se prueba que C'EL verifica aditividad
en ese conjunto. Recordemos que atendiendo al lema 2.1 y dado que CEL
verifica la propiedad de simetria (SIM), debemos restringir el conjunto de
problemas en los que CEL es aditiva.

> M;—Hj
i€C

Sea EP = {(G,H,M) € PG | IIGIII{[I{MZ} > jWT’ para todo C} EC}.
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Lema 2.2
a) Sea (G,H,M) € EP, se verifica que para cada i € N

CELy(G,H,M) = M; — /3
donde 3 es el menor numero que verifica

Z (M; — 8) < Hj para todo C; € C.
’iGCj

b) CEL verifica aditividad (ADD) en EP.

Demostracion.
a) Sabemos que

CEL;(G,H, M) = max {0, M; — 3}

donde (es el menor nimero verificando,

Z max {0, M; — 3} < H; para todo C; € C.
i€Cy

Ademés para cada C; € C

5 (81~ mig () = 3 M= 1G5 mig (M) <

iGCj iECj

- > M;+ H;
1€Cj
< M; + |C;| ——— = H,.
= Z + | ]| ‘C]’ J
ZEC]'
Por tanto obtendriamos que 8 < m%l{Mz}, es decir, para cada ¢ € N,
(S
M; > By ast
CEL;(G,H,M) = M,; — .
b) Debemos de probar que si los problemas PERT generalizados (G, H, M?),
(G,H° M) y (G,H*,M — M°) € EP, donde 0 < H* < H, (H® € IR™), y
0< M°< M, (M € IR"), se tiene que,

CEL{(G,H,M)=CFEL;(G,H°, M°) + CEL;(G,H', M — M°)
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siendo H' = | H; — Y. CEL;(G,H°, M?) .
iGCj jec

Por a) sabemos que

CEL{(G,H°, M®) = M — &

7

donde 3 es el menor nimero verificando,

Z (M? -4 < H]O para todo C; € C
’iGCj

CEL{(G,H' M — M°) = M; — M? — 3"

donde " es el menor nimero verificando,

Z (M; — M — g") < HJ1 para todo C; € C.
i€Cy

Luego

CEL;(G,H°, M°) + CEL;(G,H*, M — M°) = M?— 3 + M; — M? — 3"
= M;-p -p"

Ademés sabemos que para cada C; € C

> (CEL{(G,H°,M°) + CELy(G,H', M — M")) <
iECj

<Y CEL(G,H°,M°) + H} = Hj.
i€Cy

Teniendo en cuenta la definicién de CEL(G, H', M — M?), la anterior
desigualdad se convierte en una igualdad en al menos un camino C}, y por
tanto ' + 3" = B donde CEL(G,H, M) = M; — (3. Luego CEL verifica
aditividad (ADD) dentro del conjunto EP. m

A continuacion utilizando las propiedades antes descritas, damos en una
serie de teoremas caracterizaciones axiomaticas de la solucion de igual ga-
nancia (CEA), la solucién de igual pérdida (CEL), la solucién proporcional
(PRO) y la solucién proporcional ajustada (APRO).
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Teorema 2.1 CEA es la unica solucion en PG verificando optimalidad
débil de Pareto (WPO), independencia de holguras irrelevantes (IHI), inde-
pendencia de actiwidades irrelevantes (IAI), simetria (SIM) y composicion
(COM).

Demostracién.

Ha sido probado en la proposicién 2.7 que CE A satisface W PO, IHI, I Al,
SIM y COM. A continuacién demostramos la unicidad.

Sea f una solucion verificando las propiedades de W PO, THI, TAI,
SIM y COM, y sea (G, H,M) € PG tal que M; > 0 para cada i € N (si
existiera ¢ € N con M; = 0 la demostracién serfa similar).

Asumimos también que H; > 0 para todo C; € C. Si existiera C; € C tal
que H; = 0 entonces C\C" # ) y N\N" # (). Por tanto si i ¢ N" entonces
fi(G,H, M) = 0 tal como hemos visto en la definicién de TAI. Sii € N”
tomemos ig ¢ N" y M’ € IR" tal que M; = M; y M; = M para todo
k # ig. Como f satisface TAI y SIM obtenemos que

filG,H,M) = fi(G,H,M)
= in(G,H,M/)
= fi,(G,H, M)
= 0.

Por tanto f;(G,H,M)=0= CEA;(G,H, M) para todo i € N.
Supongamos que la estructura dada por el grafo G consta de m caminos,
de forma que
|C1] < |Co| < ... < |Cpal-

Teniendo en cuenta que f satisface I HI tenemos que

fi(G,H, M) = f;(G,H,M™).
Sea L = M y supongamos sin pérdida de generalidad que
Ih1 <Ly <...< L,

Aplicando COM e ITHI tenemos que para cada i € N

fl(Gv H7 L) = fi(GyLl]«C?LllN)"i_
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+fi |G Hj = > (G Lile, Ialn) | L= f(G,Lilc, Lily)

ICGC]' jec

Como f verifica SIM y W PO tenemos que para cada i € N,

L
fi(G, Lile, Lily) = ‘0—1’ = CEA;(G, Lilc, Li1y).

Por ello,

fi(G,H,L) =

C.|L L
= CFEA(G, L11¢, L11N) + f; (G, <Hj— ||é| |1> ,(Li_ |C_1|> )
ml /) jec mi/ieN

Vemos en la expresiéon anterior que los jugadores han disminuido sus
demandas en la misma cantidad manteniendo por tanto la misma relacion
entre ellas; i.e.,

Ly

L — .
' il

Lo <L,-—

B S PN S
|Cm le

Pueden suceder dos casos que a continuacion analizamos:

. . Cjo|L

i) Existe Cj, € C tal que Hj, — | \JC%L|1 = 0. En este caso |Cj,| = |Cr| ¥
Ly = Hj, dado que L; < H; y |C;| < |Cp,| para todo C; € C.

Si consideramos el problema (G, H', M') donde M' = L — |CL—;®|1N7 HJ’ =

Hj — '%lf‘l para todo Cj, tenemos que Hj = 0y por tanto C\C" # 0 y

N\N™ £,
Sea i € N\N" entonces f;(G,H',M') = 0 dado que Mj, > 0 para todo
keN,ysiieC; € O\C", ) fi(G,H'\M") < H;=0.
’iGCj
Sea i € N", y tomemos ig € N\N". Teniendo en cuenta que se verifica
TAIL fi(G,H',M') = f(G,H',M") siendo Ml, = M] y M}, = My,
Aplicando SIM obtenemos que f;(G,H',M") = f;,(G,H', M") y por tanto
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dado que hemos probado anteriormente que f;, (G, H', M") = 0 se verifica
que

fGH M) = 0
CEA(G, H', M.

Teniendo en cuenta que CE A verifica IHI y COM obtenemos que
f(G,H,M)=CEA(G,H,M).

ii) Paratodo j € C, Hj — ||CCJ;TInL|1 < 0.

_ |C;|L L .
Sea (G, H', M) = <G, (Hj - TCm;F)jeC’ (Li - m)i@\) . Procedien-

do para (G, H!, M') de la misma manera que hicimos antes para (G, H, M)
obtendriamos que para cada i € N,

fl(Gv HlaMl) = fZ(G’ H17L1) =

C Ll Ll
— CEA(G, LMo, LNN) + fi | G, (@_%) 7<L%_ 4 )
| m| jec | m| iEN

verificdndose que para cada ¢ € N,

L
1 1
e
m
junto con las siguientes relaciones
Li Li Li
R

L 1 12
Li—- =% =1] <1——> <L <1——> :
R . [Cml )~ (&

De nuevo podriamos distinguir dos casos. Si existe j € C tal que H 31 —
G5 1LY
[Cm|

71
H ]1 — % > 0 para todo j € C construirfamos el problema (G, H?, M?)

= 0, razonando igual que antes concluiriamos que f = CFEA. Si
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|C5|L] Lt

c}onde H]2 = H]1 — &, bara cada j € Cy M? = L} — c] bara cada
i€ N.
La sucesién {(G, HF, Lk)} ey Verifica que
IF< (1= — )<< (1— ——)FL,.
(& |Com

Luego lim L¥ = 0.
k—oo

Por lo tanto podemos reducir el problema con n actividades a un proble-
ma con n— 1 actividades si ningin elemento de la sucesién {(G JH* LF) } LEN
verifica i), (si alguno verificara ¢) concluirifamos la unicidad de manera
andloga a como se hizo para (G, H', L')). Ahora aplicando un razonamiento
de induccién sobre el nimero de actividades y teniendo en cuenta que para
n = 1 se verifica que f = CEA = H; concluimos que la unicidad es cierta
en general. m

Teorema 2.2 CFEL es la inica solucion en EP que verifica optimalidad
débil de Pareto (WPO), simetria (SIM) y aditividad (ADD).

Demostracién.

Hemos visto previamente que C E L verifica las tres propiedades en EP.
Sea (G,H,M) € EP y sea f verificando WPO, SIM y ADD. Sabemos
que CEL;(G,H,M) = M; — 3 > 0. Ademads

Z(MZ — ) < Hj, para todo Cj € C
iGCj

existiendo C, € C tal que,

Z (M; - B) = Hj,.

iECjO

Sean (G, H°, M — (1y), (G, H', B1y) donde H) = Y (M; - () y Hj =

i€Cj
H; — > (M;— () para cada j € C.
iGCj
'e%-(Mi_ﬂ)_H?
Como ml]{]l {M; — 3} >0=—2 ren para cada C; € C concluimos
1€ J
que (G,H°, M — B1y) € EP.
_%_Mi—Hj _ZC‘,B—H}
Dado que ) (M; — ) < Hj se tiene que 3 > < J|C.‘ B J|C.| 7
J J

’iGCj
es decir, (G, H!,81y) € EP.
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Usando que f verifica aditividad en EP tenemos que para cada i € N

fz(GaHaM) = .fz (GaHovM_ﬁlN) +fz(G>H17ﬁ1N)

Como f verifica WPO y SIM, teniendo en cuenta que H ]10 = Hj, —
S (M; — ) = 0 concluimos que f;(G, H', 31y) = 0.
’iGCjO
Sea ¢ tal que M;, — 5 = mij{il {M; — B} . Entonces
1€

£ (G (HO = (1G5 (Mig = B)) s (M = Mio)yey )

ya que f es aditiva en EP y los dos problemas PERT generalizados que se
consideran estan en EP.
Teniendo en cuenta que f verifica W PO y SIM concluimos que

fi (G, (1G5 (Miy = B)) jec » (Mig — ) 1N> = M;, — f.

El problema <G, (H® — (IG5 (M5, — ﬁ)))jec , (M; — Mio)ieN) consta de
(n — 1) actividades con demanda positiva. Aplicando el método de induc-
cién sobre el nimero de actividades con demanda positiva y teniendo en
cuenta que si n = 1 se verofica que f = CEL = H; podemos concluir que
f coincide con CEL en (G, (H® — (|Cj| (M, — ﬁ)))jec , (M; — Mio)z‘eN>‘
Teniendo en cuenta que CEL también verifica W PO, SIM y ADD con-
cluimos que f coincide con CEL. Ahora podriamos considerar iy tal que

M;, — M;, = H]l\}{l {M; — M,,} y proceder de manera analoga a como hici-
1€ 0

mos antes. Si repetimos este proceso un nimero suficiente de veces (n a lo

sumo) obtendriamos que f;(G, H®, M — 31y) = M; — 3. Luego f = CEL. m

Nota 2.13 Como consecuencia inmediata del teorema 2.2 obtenemos
que CEA y PRO no verifican ADD en EP.

Teorema 2.3 CFEL es la unica solucion en PG que satisface optimali-
dad débil de Pareto (WPO), simetria (SIM), composicién dual (COMP) y
aditividad en EP.

Demostracién.
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Hemos comprobado en la proposicién 2.8 y en el lema 2.2b) que CEL
satisface las propiedades citadas.

Probamos pues la unicidad de una solucion satisfaciendo las propiedades
anteriores.

Si (G,H, M) € EP aplicando el teorema 2.2 tendriamos que CEL es la
unica solucién que las satisface.

Si (G,H,M) ¢ EP, entonces existe C; € C y existe i € N tal que
>, Mi—Hj

i€C;

M < ]\le

Sea ig € N tal que M;, = mgfl{Mz} y para cada C; € C sea
1€

H]/ — Imax Hj, Z Ml - ’C]‘ Mio
iECj

Utilizando el hecho de que f satisface composicién dual tenemos que

fz(Ga Ha M) = f’L(GaHaf(G7H/7M))

Teniendo en cuenta que para cada C; € C,

S OM-Hj <Y M~ | > M;—|Cj| My, | =|Cy| M,

’iECj iECj ’iECj
podemos concluir que para cada 1 € N

> M; — H]’
M; > My, > S5
N O

es decir, (G,H',M) € EP.
Haciendo uso del teorema 2.2 obtenemos

fi(G,H' M) =CFEL;{(G,H',M) = M; — M.
Por tanto para cada i € N,

fi(G,H,M) = fi(G,H,CEL(G, H', M)).
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Utilizamos ahora un procedimiento de induccién en el niimero de jugadores
que demandan una cantidad positiva. Si |[N| =1, f = CEL ya que

(G, H M) =H = M, — (M, — H) = CEL(G, H, M).

Por hipétesis de induccion lo suponemos cierto para n, y lo probamos
para n + 1. Hemos probado previamente que

fi(G,H,M) = fi(G,H, M — M,,).

El problema (G, H, M — M;,) involucra a n jugadores con demanda positiva
si (G, H, M) involucra a n+ 1 jugadores dado que M;, = mij{il {M;}. Por ello
1€

aplicando la hipétesis de induccién tenemos que,
fi(G,H,M — M,;,) = CEL;(G,H, M — M,;,) = CEL;(G,H,CEL(G, H', M)).
Y teniendo en cuenta que C'E'L verifica composicién dual tenemos que
CEL(G,H,CEL(G,H',M)) = CEL(G, H, M).
Luego para cada i € N,
fi(G,H,M)=CEL;(G,H,M). m

Teorema 2.4 PRO es la unica solucion en PG que satisface optimalidad
débil de Pareto (WPO), simetria (SIM) y es a prueba de estrategias (SP).

Demostracién.

Ha sido probado en la proposicién 2.9 que PRO satisface W PO, SIM
y SP.

Veamos a continuacién que es tnica. Sea f una solucién verificando
WPO, SIM y SP. Supongamos que (G, H, M) € PG.

Dado € > 0, sea a(¢) > 0, a(i,e) € IN tal que para todo i € N

0<ale)<e

0 < M; —a(i,e)ale) <e

a(i,e)a(e) | min H; min <
i — mi
’ jiec | > a(k,e)a(e) jec | > Mg -
keC; keC;
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Consideremos el problema (G¢, H, M¢) donde

M:. =a(e) paratodoi € N, y s=1,..., a(i,e)

Mf_ra(i,e)«i»l = Mz - Oé(%f:)a(é‘)

7

Estamos por tanto substituyendo cada jugador i por «(i,e) + 1 jugadores
donde los a(i, ) primeros demandan a(e) y el ultimo demanda el resto, es
decir, M; —a(i,e)a(e). Sea G* el grafo que modeliza esta situacién. Dado que
f satisface STM obtenemos que para todos aquellos jugadores que demandan
la misma cantidad la solucién les asigna el mismo valor, es decir,

fis(A*, H M®)=c paratodoi€ N,y s=1,..., a(i,e)

A continuacién acotamos ¢ de la siguiente forma. Sea

by — min L
mer T jec ) S alie)ale) [

iGCj

¢ serd maximo si para todoi € N, f asigna 0 al jugador a(i,e) + 1. En este

Hj
> a(ig)a(e)

caso ¢ = a(e) min

Por otra parte sabemos que para cada ¢ € NN,

. H;
PROZ<G,H,M)—MZIJ%18 W
keCj

Por lo tanto teniendo en cuenta que f satisface SP tenemos que para
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cada 7 € N,

fi(GH M) = > fie(G5, H,M*)

jec | > ale)a(k,e) jec | >, M
kGCj kGCj

IN
=
=)
+
™
+
™

= PRO@(G,H,M) + 2¢.

Sea

H] - kg% (Mk - a(k,s)a(a))
Amin = 5%%1 S My — Y (M — afk,€)a(e))
keC; keC;
Hj — Z (Mk - a(l{:,s)a(e))
= min ke

jeC > alk,e)a(e)

kJECj

Supongamos que Cj;, € C es tal que
Hj, — > (My — a(k,£)a(e))
kECjO

Amin =
" > a(k,e)a(e)
kECjO

Ademads si e es suficientemente pequefio, se puede suponer que en el
camino Cj,, también se alcanzard el minimo correspondiente a la solucién
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proporcional, es decir,

min 2 = =2
jel Z M Z M;.
kECj kGCjO

El valor mas pequeno que puede tomar ¢ corresponderd al caso en el
que el jugador a(i, )+ 1 recibe su demanda, es decir fa.e)11 (A%, H, M®) =
M; — a(i,e)a(e). En este caso ¢ = Apina(e), y por lo tanto teniendo en
cuenta que f satisface SP tendriamos,

a(i,e)+1
fi(GH M) = ) fis(G5, H,M¥)
s=1

a(i,e)
> fio(GF H, M)

s=1

Y

a(i,e)
> )\mina(g)
s=1
a(i,€) Hj - kGZC: (Mk - oz(k:,e)a(e))
= 2 S alk, e)ale) ale).

s=1 kECjO

La anterior expresion es igual a la siguiente

aie) > (My —alk,e)a(e)) aie)
Hj Z (5) B keCj, Z (5)
> alk.)a(e) & ° > akoae) &=
kEC), kEC),
a(i,e) a(i,e)
Hj, _ Clol € a
2 50 200 ok a2 4O
kEC;, k€T,
__Hio 6 Sate) — Cile i ova
- Z Mk ( ’E) (5) Z oc(k:,e)a(s:) ( ’5) (5)
kECj, kEC;,
_ Hj M; — (M; — a(i, €)a(e)) Hj, ’Cj()’ a(i,e)a(e) c
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> PRO;(G,H, M) — J — L Jo
= ( s L1y ) Z ng ( Z Mk)/2€
kJECjO kECjO

Hj, +2M;|Cj,|
> My

kGCjO

= PRO;(G,H, M) — ¢

> PRO;(G,H, M) — de donde d > 0.
Por tanto hemos comprobado que para todo € > 0 y para todo ¢ € N,

PRO;(G, H, M) — de £i(G, H, M)

<
< PROy(G,H, M)+ 2¢

con lo cual obtenemos la unicidad. m

Vig,m,m)(i) = 0 para todo i € N }

seapaoz{@,H,M)ePGl Mi < H; sii e G

En PGy el reparto proporcional y el reparto proporcional ajustado co-
inciden.

Corolario 2.1 La solucién proporcional es la inica solucion en PG
verificando WPO, SIM y SP.

Demostracion.

Es suficiente probar, teniendo en cuenta la demostracién del teorema,
que si (G, H, M) € PGy entonces (G, H, M¢) € PG).

Dadoie€ Ny se{1,2,...a(i¢c)} tenemos que M5 = a(e) < ¢, ademds
Mo = M; —a(e)alie) < e. Luego Mj < e < Hj para todoi € Ny
para todos = 1,...,a(i,e) + 1 si € es suficientemente pequeno.

Ahora vamos a probar que si V(i) = 0 entonces V¢(i*) = 0, para cada s =
1,..., a(i,e)+1 donde V¢ se obtiene del problema (G¢, H, M*¢). Es decir, que
al dividir un jugador que no puede alcanzar utilidad alguna por si mismo
en «(i,e) + 1 subjugadores, éstos tampoco podrén obtener utilidad positiva
por si mismos.

Es fécil comprobar que si x € R(G*®, H, M¢) entonces

a(ie)+1
z= Z Tjs € R(G,H,M).

s=1 iEN
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Supongamos que existe sg € {1,..., a(i,€) + 1} tal que V¢(:*0) > 0. En-
tonces dado x € VE(N) se verifica que x\;5 V¢(i*°) € R(G*®, H, M*¢), por lo
que

a(i,e)+1
y por tanto V(i) > > V¢&(i¥) > 0, lo que supondria una contradiccién
s=1

con la hipdtesis inicial. m

Teorema 2.5 APRO es la unica solucion en PG que satisface optima-
lidad débil de Pareto (WPQ), independencia de holguras irrelevantes (IHI),
simetria (SIM) en PGy, es a prueba de estrategias (SP) en PGy y es V-
separable (V).

Demostracién.

Ha sido probado en la proposicién 2.10 que APRO satisface WPO,IHI
y V.S. Ademas APRO coincide con PRO en PG y por tanto satisface STM
y SP en PGy. Veamos que es la tnica solucién que las satisface. Sea f una
solucién que verifica las anteriores propiedades. Aplicando que f satisface
VS obtenemos que para cada i € N,

Fi(G H, M) = V(i) + fi (A, H', (M; — V(i));en)
siendo H' = (H;j — % V(k))jec-

keC;
Teniendo en cuenta que f satisface 1HI obtenemos

i (A B (M = V))ien) = fi (A B (= V(@))ien) ™)

Aplicando el corolario 2.1 al problema (A, H', ((Mz - V(é))ieN)H/) te-

nemos que para cada ¢ € N
Ji (A H (M = V(@)ien)™ ) = PRO: (A H (M = V(i))ien) ™)
y por tanto

fi(G,H,M) = V(i)+ PRO; (A, Hl»((Mi_V(i))ieN)Hl>
— APRO;(G,H,M). m
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2.6 Soluciones en la frontera de Pareto

Los conceptos de solucién descritos en la seccién 2.5.1 estdn en la frontera
débil de Pareto y en general no estan en el nicleo del juego NTU, tal y como
se muestra a continuacion.

Consideremos el problema PERT (G, h, h?) presentado en el ejemplo 2.3.
La solucién de igual ganancia (CEA) no esta en el nicleo dado que

V(C,D) = {(xc,wp) e IR? | zo +xp < 3}
siendo
CEA(G,h,h?) = (0.5,0.5,0.5,0.5).

Consideremos el problema PERT (G, h, h?) presentado en el ejemplo 2.4.
La solucién de igual pérdida (C'EL) no esté en el nicleo dado que

V(E)={zg € IR| zg <1}
siendo
CEL(G, h,h?) = (45,45,0,0,0).

Consideremos el problema PERT (G, h, h?) presentado en el ejemplo 2.5.
La solucién proporcional (PRO) no estd en el nicleo dado que

V(D):{xp E]R’ Z'Dfl}
siendo
PRO(G, h,h?) = (0.25,0.25,0.25,0.5,0.25).

Es conocido que el nicleo de un juego es un concepto de solucién que
proporciona asignaciones estables. Si la utilidad que consiguen los jugadores
de la gran coalicién N se divide de acuerdo a un elemento del nticleo, ninguna
coalicién tiene motivos para separarse de la gran coalicién. A continuacién
procedemos a definir para los problemas PERT asignaciones en el nticleo del
juego NTU basandonos en los principios de igual ganancia, igual pérdida y
reparto proporcional.
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2.6.1 Soluciones optimales de Pareto

En esta seccién una solucién al problema PERT generalizado (G, H, M)
consistirfa en seleccionar un elemento del conjunto PB (R(G,H,M)). Pa-
ra el problema dual (G, H, M )D una solucién consistiria en seleccionar un
elemento del conjunto LPB (R(G, H,M)”) .

Teniendo en cuenta el resultado de la proposicion 2.1, para aquellos pro-
blemas PERT en los que no hay actividades ficticias, una solucién consistiria
en seleccionar un elemento del conjunto

> xy=h; paratodo Cj€C
PB(R(G,h,hP)) =z € IR" | i€C;
0<x; <hP(i) paratodoie N

y para el problema dual (G, h, hP)P consistiria en seleccionar un elemento
del conjunto

> x;=e; paratodo CjeC
D n :
LPB(R(G,h,i")P) =z e R* | i€C;
0<x; <hP(i) paratodoie N

Planteamos ahora un procedimiento para extender las soluciones estudia-
das previamente a la frontera de Pareto. Teniendo en cuenta la proposiciéon
2.2 la frontera de Pareto esta en el nicleo del juego NTU y por tanto selec-
cionando asignaciones en la frontera de Pareto seleccionamos asignaciones
en el ntcleo.

El procedimiento utilizado para extender la solucién de igual ganancia,
el reparto proporcional y el reparto proporcional ajustado es similar. En la
primera fase se calcula una asignacién dentro del conjunto factible utilizando
el concepto de solucién que se proponga, es decir, CEA, PRO o bien APRO.
Si a cada jugador se le aumenta su duracién en la asignacién recibida en la
primera fase se origina un nuevo problema PERT generalizado. El siguiente
paso consiste en calcular una nueva asignacién dentro del nuevo conjunto
factible calculando CEA, PRO o bien APRO del nuevo problema. De esta
forma en sucesivas etapas se originan nuevos problemas PERT generalizados.
El proceso finaliza cuando ningin jugador puede incrementar mas su pago.

Con la soluciéon de igual pérdida el procedimiento es diferente. En suce-
sivas etapas se trata de decrecer a los jugadores en la misma cantidad. En
la primera fase no se calcula CEL del problema original sino que se decrece
a todos los jugadores en lo maximo posible para encontrar soluciones en la
frontera de Pareto. De esta manera después de la primera etapa no nos
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encontramos con una asignacién factible, sino con un vector de nuevas de-
mandas que debe ser decrecido nuevamente. Algunos jugadores no podran
decrecer mas sus demandas si queremos encontrar un punto en la frontera de
Pareto, estos jugadores alcanzan la solucion en esta etapa. El procedimiento
prosigue con el resto de jugadores. Detallaremos a continuacién el calculo
de estas soluciones.

Algunos conceptos previos necesitan ser introducidos. Por comodidad
en la notacién denotamos al problema PERT generalizado (G, H, M) en la
fase 1 como (G, H, M'), siendo N = N el conjunto de jugadores activos!
en la primera fase y C* = {Cj € CA| H; > 0}. Denotaremos mediante
(G,H L ) al problema PERT generalizado resultante en la fase .

Diremos que un jugador esta activo en la fase [ si pertenece al conjunto

Nl:{z'eN | M!£0, H £ 0 siiGCj}

lo que supone que tiene una demanda positiva y que las holguras de los
caminos a los que pertenece el jugador son positivas.

En lo sucesivo denotaremos por C! = {C’j €eCA|H ]l > 0} al conjunto

de caminos relevantes en la fase [.
Solucién de igual ganancia extendida (ECEA).

La idea de la solucién de igual ganancia extendida (ECEA) consiste en
asignar a los jugadores la misma cantidad mientras sea posible, es decir, sin
sobrepasar su demanda inicial dentro de la regién factible hasta obtener una
solucién en la frontera de Pareto. En una primera fase asignamos a cada
jugador una cantidad fija que coincide con CEA del problema original. La
solucién de igual ganancia extendida prosigue en una segunda fase donde le
asigna, al resto de los jugadores con demanda positiva, la solucién de igual
ganancia del problema resultante. En este problema la demanda de cada
jugador se ve reducida en lo que se le ha dado previamente y la holgura
de cada camino ha decrecido en la suma de las asignaciones recibidas en
la primera fase. Fécilmente se observa que el nimero de jugadores y los
caminos a repartir disminuyen a medida que transcurren las fases. El proceso
prosigue hasta que ningtin jugador puede incrementar su pago, es decir hasta
obtener optimalidad de Pareto, que se consigue en a lo sumo c etapas, siendo
¢ el niimero de caminos no criticos involucrados en el problema.

'En los problemas PERT el conjunto de jugadores activos coincide con el conjunto de
las actividades que no estin en algin camino critico y que no son ficticias.



182 Capitulo 2. Juegos PERT

Definimos formalmente el procedimiento por fases:
Sii¢ N entonces ECEA;(G, H,M) = 0.
Seai € N1

e Fase 1

La primera fase consiste en calcular la solucién de igual ganancia (CEA)
del problema PERT generalizado (G, H', M1).

CEA; (G, H',M") = CEA; (G,H',M") para todo i € N'.

En la primera fase la solucién de igual ganancia asigna a todos los juga-
dores la misma cantidad y al menos se reparte la holgura de un camino.

e Fase 2

Consideremos el nuevo problema PERT generalizado (G, H2, M?) definido
como

HJ2 =H; — Z CEA} (G,Hl,Ml) , para todo Cj € C = ct
i€C;
M? = M} — CEA} (G,H',M"), paratodo i€ N*
donde el conjunto de jugadores activos en la fase 2 vendra representado por
N*={ieN' | M?#0,H; #0 sii€cC;},
asi definimos

CEA; (G,H?,M?)  siie N?

2 2 2\ _
CEA; (G’H’M)_{ 0 si i € NY\N?

Supongamos que tenemos definidas [ — 1 fases.
e Fasel

Sea (G, H', M*') donde

-1
HJZ =H; — Z ZC’EA;“ (G, Hk,Mk> , para todo C; € C'™1
iGCj k=1
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-1
le = M; — ZCEA;“ (G,Hk,Mk> , para todo i € N
k=1

y el conjunto de jugadores activos en la fase [ vendra representado por
Nl:{z'eNl | M!£0, H 40 siz'ecj}.
Se define

CEA;(G,H' M"Y  siie N!

l l Iy _
CEAZ'(G’H’M)_{ 0 siie NY\N!

Este proceso termina cuando N! = () para algtin [. Teniendo en cuenta
que para cada [

HjeC ]Hjl-:O}’ijeC | Hj.—l:o}(ﬂ

concluimos que el proceso anterior termina en un nimero finito de etapas.
Si el proceso termina en la etapa [ entonces definimos

l
ECEA(G,H,M) =Y CEA! (G, ik, M’“) .
k=1

Ademids se verifica que
ECEA(G,H,M) € PB(R(G,H,M)).

Luego la solucién de igual ganancia extendida (ECEA) satisface optimalidad
de Pareto (PO) y teniendo en cuenta la proposicién 2.2 concluimos que

ECEA(G,H,M) € SC(N,Vig,u,m)) C C(N,Vig,mm))-

Solucién de igual pérdida extendida (ECEL).

La idea de la solucion de igual pérdida consiste en partir de una situacion
inicial en la que a cada jugador se le da su demanda. Esto nos proporciona
un candidato a solucién pero en problemas no triviales la asignacion pro-
porcionada a cada jugador es excesiva. Sabemos que la solucién de igual
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pérdida (CEL) disminuye a todos los jugadores en la misma cantidad has-
ta obtener una solucién. Aqui planteamos un procedimiento en el que en
una primera etapa todos los jugadores pierden la misma cantidad, pero esta
cantidad no coincide con CEL; ahora todos los jugadores pierden lo maximo
que pueden, entendiendo por ello que si se decreciera a los jugadores en
una cantidad superior no seria factible encontrar una solucién en la frontera
de Pareto. Aquellos jugadores que estan en estas circunstancias alcanzan
la solucién en esta etapa y los jugadores activos en la segunda etapa serdn
aquellos que pueden continuar decreciendo su demanda. Nétese que ahora
no se consigue una asignaciéon factible después de la primera etapa tal y co-
mo pasaba en la solucién de igual ganancia extendida (ECEA). La solucién
de igual pérdida extendida (ECEL) prosigue disminuyendo los excesos en
diferentes etapas hasta conseguir una solucion en la frontera de Pareto.

Definimos formalmente el proceso por fases:
Sii¢ N! entonces ECEL;(G,H,M) = 0.
Sea i € N1

e Fase 1

Dado el problema PERT generalizado (G, H!, M!), sea r! el mayor nimero
real verificando que

Z (Mil - 7‘1) > HJ1 para todo C; € C.
’iECj

Por tanto existe C; € C' tal que para todo € > 0

> (M) —r'—¢) < H]
iECj

e Fase 2
Sean M2 = M} — r! paratodoi € N'y
N?={ie N' |existee >0 PB(R(G,H' M*—cly))) #0}.

N? representa el conjunto de jugadores a los que se puede seguir decreciendo
para encontrar una asignacién en la frontera de Pareto de R(G, H, M).
Si i € N'\N? entonces

ECEL{(G,H,M) = M?
= Mi—T’l.
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En la primera fase todos los jugadores activos decrecen su demanda en la
misma cantidad. El conjunto de jugadores activos en la fase 2 coincide con
N2, es decir, son aquellos jugadores que pueden continuar decreciendo su

demanda.
Sea H]2 = H]l — > M? para todo C; € C.
i€C;N(NL\N2)
Dado el problema PERT generalizado (G, H?, M?) sea r? el mayor niimero
real verificando

Z (M} —r?) > sz para todo C; € C2.
’iEijNz

Por tanto existe C; € C? tal que para todo € > 0
> (MP—r*—¢) < H.
1€C;NN?
e Fase 3
Sean M3 = M? — r? para todo i € N2,y
N*={ie N? |existec >0 PB(R(G,H?* My.—cly)) #0}.
Si i € N?\N?3 entonces

ECEL;(G,H,M) = M}

)

= M?—r?

]
= M;—r' =12

Sean HJ?’ = Hj2 - > M3 para todo C; € C2.
1€C;N(N2\N3)
Dado el problema PERT generalizado (G, H3, M?) sea r3 el mayor niimero
real verificando

Z (Mi3 - 7’3) > H]3 para todo Cj € C°.
ieC;NN3

Por tanto existe C; € C3 tal que para todo € > 0

Z (Ml-?’—r?’—s) <HJ‘-°’.
iECjﬂN3

Supongamos que tenemos definidas [ — 1 fases.
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e Fasel
Sean Mf = ]\4}71 — 71 para todo i € N'=1 y
Nt = {z € N1 |existee >0 PB (R (G,HH, M, — 51{1.})) ] @} .

Sii € N'"1\N! entonces

ECEL;(G,H,M) = M

Sea H]l = Hjl._1 — > M} para todo C; € C'71.
ieC;N(NI-1\N1)
Dado el problema PERT generalizado (G, H', M) sea r! el mayor ntimero
real verificando

Z (Mll - rl) > H]l para todo C; € C".
iECjﬁNl

Por tanto existe C; € C! tal que para todo € > 0
S (Mi-rt—e) < L
i€C;NN!

Este proceso termina cuando N = ) para algtn .

Como ’Nl‘*'l{ < {Nl‘ — 1 para todo [ deducimos que el proceso termina
en un numero finito de etapas.

Luego la solucién de igual pérdida extendida (ECEL) satisface optima-
lidad de Pareto (PO) ya que se verifica que para cada Cj € C

ECEL(G,H,M) € PB(R(G,H,M)).
Usando la proposicién 2.2 concluimos que

ECEL(G,H,M) € SC(N,Vigum) C C(N,Vig,um))-
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Solucién proporcional y proporcional ajustada extendidas
(EPRO, EAPRO).

Basandonos en las mismas ideas que en la extension de la solucién de
igual ganancia, se trataria en este caso de aplicar el reparto proporcional
o bien el reparto proporcional ajustado reiteradamente hasta alcanzar opti-
malidad de Pareto. Exponemos a continuacién el procedimiento detallado
para la solucion proporcional. El procedimiento para el reparto proporcional
ajustado seria andlogo y se formularia sustituyendo PRO por APRO.

Sii ¢ N! entonces EPRO;(G, H, M) = 0.
Sea i€ N*.

e Fase 1

La primera fase consiste en calcular el reparto proporcional (PRO) del pro-
blema inicial.

PRO} (G,H',M") = PRO; (G,H',M") para todo i € N'.

En la primera fase el reparto proporcional divide las holguras de mo-
do proporcional a sus demandas y al menos se completa la holgura de un
camino.

e Fase 2

Consideremos el nuevo problema PERT generalizado (G, H?, M?) definido
como

Hj = H;— Y _ PRO; (G,H',M"), para todo C; € C
i€C;
M? = M} — PRO; (G,H',M"), paratodoi€ N'
donde el conjunto de jugadores activos en la fase 2 vendra representado por
N*={ieN' | M}#0, H} #0sii€ C;}.
Definimos,

PRO; (G,H?,M?)  sii€ N?

2 2 2\ _
PRO; (G’H’M)_{ 0 siie NH\N2

Supongamos que tenemos definidas [ — 1 fases.
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e Fase

Sea (G, H!, M') donde,

-1
H]l =H, — Z ZPRO;“ (G,Hk,Mk> , para todo Cj € C
’iGCj k=1

-1
M! = M; — X:PROQg (G,Hk,Mk> , para todo i € N
k=1

y el conjunto de jugadores activos en la fase [ vendra representado por
Nl:{z‘eNl | MZ#O,Hé#OsiieCj}.

Sea

PRO;(G,H', M")  siiec N!

PRO{(G, H', M) :{ 0 siie NI\N!

Este proceso termina cuando N' = ) para algtn .

Como {NZH} < }Nl‘ — 1 para todo [, obtenemos que este proceso ter-
mina en un numero finito de etapas. Supongamos que [ es la iltima etapa.
Entonces definimos

l
EPRO;(G,H,M)=Y_ PRO} (G, H* Mk> :
k=1

Ademas se verifica que

EPRO(GvHa M) € PB(R(Gv H, M)) € SC(N7 Vv(G,H,M)) - C(N7 Vv(G,H,M))'

Mostramos a continuacién como serian estas soluciones en algunos pro-
blemas PERT.
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EJEMPLOS

Es facil comprobar que en el ejemplo 2.1 todas las soluciones asignan
el mismo reparto, (0.5,0.5,1.5), lo que en general no ocurre como se puede
observar en los ejemplos 2.6 y 2.7.

BO)
5O /\
AQ) m AQ / cQ DO EQ
\Ei())_/ \\F_(AQ/
F(15) G@®
Ejemplo 2.6 Ejemplo 2.7
Ejemplo 2.6 Ejemplo 2.7
ECEA | (3.75,4.25,3.75,1.5,1.5) | (0.25,0.75,0.25,0.25,0.25,0.5)
ECEL (4,4,3.5,1.5,1.5) (0.5,0.5,0,0.25,0.25,0.5)
EPRO | (3.6,4.4,4.05,1.35,1.65) | (0.25,0.75,0.25,0.25,0.25,0.5)
EAPRO | (3.6,4.4,4.05,1.35,1.65) | (0.25,0.75,0.25,0.25,0.25,0.5)

(Tabla 2.7)

En general FPRO y FAPRO son distintas, a pesar de que en estos
ejemplos coinciden.

En el ejemplo 2.7 podemos observar que la holgura a repartir es la misma

en todos los caminos. En este ejemplo particular FCEA, EPRO y EAPRO

coinciden y sin embargo FC'EL difiere. Estudiamos con detalle el calculo
de esta solucién en sus distintas fases.

En el problema PERT intervienen los siguientes elementos:
N' = {A,B,C,D,E, F}
C1 = {A B}
Cy = {AC,D,E}
Cs = {D,E,F}
Cy {G}.
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El conjunto de caminos no criticos inicialmente se corresponde con C! =
{C1,C5,C5}.

Inicialmente ]\Ji1 = 1 para cada actividad i € N'. En la primera fa-
se lo maximo que podemos decrecer a todos los jugadores es r' = 0.5 y
por tanto todas las actividades reducen su demanda en 0.5 unidades, asi
MZ2 = 0.5 para cada i € N'. Dado que las actividades A y B no pueden
reducir més su demanda sin sobrepasar la frontera de Pareto obtenemos
que ECEL;(G,H,M) = 0.5 si i = A, B. Ademas si la actividad F' redu-
ce su demanda tampoco podriamos encontrar una asignacién en la frontera
de Pareto dado que x4 + x¢ = zp y sabemos que x4 = 0.5. Por tanto
ECEL;(G,H,M)=0.5si1=F.

En la siguiente fase el conjunto de jugadores activos en la segunda fase
serd N2 = {C,D,E} y el conjunto de caminos no criticos se corresponde
con C? = {Cy,C3}. Ademds H? = (0.5,0.5). Facilmente se calcula que
72 = 0.25, con lo cual M} = 0.25 si i € N2 Ademds N3 = {C} siendo
C3 = {0} con lo que la actividad C' ha de reducir su demanda en su totalidad.
La solucién obtenida es ECEL(G, H, M) = (0.5,0.5,0,0.25,0.25,0.5).

2.7 Aplicaciones practicas

Se presenta en este apartado una aplicacién de los problemas PERT bajo
dos enfoques diferentes.

Supongamos que tenemos que realizar un proyecto consistente en una
serie de actividades diversas. Concretamente pensemos que el proyecto con-
siste en la creacion de un edificio y las distintas actividades a realizar son
todas aquellas necesarias para levantar el edificio y que esté en pleno funcio-
namiento (planos del edificio, labores de construccién, fontaneria, luz, gas,
...). Habitualmente existe un promotor de la obra y diversas empresas con-
tratadas por este promotor. Cada empresa estima el tiempo que necesita
para desarrollar su actividad y con estos datos y la relacién de precedencia
de las diversas actividades se planifica el desarrollo del edificio y se estima
su fecha de finalizacién. Generalmente la mayor parte de los pisos se venden
antes de que la obra esté finalizada y se les asegura a los compradores una
fecha en la que el piso estard listo para hacer uso de él. Si el proyecto se
retrasa existen unos costes asociados producidos por la demora. A conti-
nuacion proponemos un método para repartir los costes entre las distintas
empresas contratadas que tiene en cuenta los retrasos originados por cada
empresa.

Sea N el conjunto de actividades o empresas contratadas, (G, h, h?) el
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problema PERT asociado, f;(G, h, h?) el tiempo extra asignado a la empresa
1 € N, r; el retraso originado por la empresa ¢ y ¢ el coste total ocasionado
por el retraso. Definimos el conjunto de empresas que se retrasan como
R={ie N |r;> fi(G,h,hP)}, es decir consideramos que una empresa se
retrasa si sobrepasa el tiempo extra que se le asigna (ademds de su duracién).

Para cada ¢ € N definimos la participacién de la empresa ¢ € N en el
coste ¢ como

site R

maz 0. c Ty — fz(G7 h, hp)
pi(c) = T (i = fi(GL by hP))

1€ER
0 sii€ N\R

Obviamente se verifica que el conjunto de empresas que se retrasan cubren
el coste total, i.e., Y pi(c) = c.
i€ER

Otra posible aplicacion de los problemas PERT consiste en disenar tarifas
para repartir los costes ocasionados por los retrasos en una linea ferroviaria,
integrada por diversas companias. Supongamos que hay una serie de trenes
pertenecientes a diversas companias que realizan diferentes trayectos desde
una ciudad origen hasta una ciudad destino. Si alguno de los trenes de los
que se compone el itinerario se retrasa por algiin motivo puede tener con-
secuencias negativas para los pasajeros, quienes podrian no llegar a tiempo
para enlazar con otro tren u otro medio de transporte, perder alguna cita
importante, etc. Lo que se pretende aqui es dar modos de reparto de los
costes monetarios causados por los retrasos.

Dos factores cualitativamente distintos pueden causar retrasos, uno es el
debido a los retrasos en los trayectos entre estaciones y otro es debido a los
retrasos en las estaciones motivados por causas tales como la no disponibili-
dad de vias, necesidades de repostar combustible, labores de mantenimiento,
... Aqui expondremos algunas ideas para abordar este problema utilizando
los juegos PERT.

Consideremos el problema que involucra a tres trenes y a tres estaciones
cuyo grafo se corresponderia con el que se ha presentado en el ejemplo 2.1.

Supongamos que tenemos tres trenes (A, B y C) y tres estaciones (E1,
E2 y E3) de tal forma que la estacién de partida del tren A es E1 siendo
la estacion de destino E2 y la duracion del trayecto de E1 hasta E2 es de 3
unidades de tiempo, mientras que para viajar desde E2 hasta E3 existen dos
posibilidades: tomar el tren B que hace escala en alguna estacion intermedia,
o tomar el tren C que es directo (con duraciones de 6 y 5 unidades de
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tiempo respectivamente). Por tanto desde E1 hasta E3 hay dos caminos,
C1 ={A,B}y Cy ={A,C}. Ademis se permite como mucho que el tiempo
destinado para ir desde E1 hasta E3 sea de 10 unidades (tiempo pert).

Supongamos para simplificar el problema que no se originan retrasos en
las estaciones y que las duraciones de los trayectos en un viaje en particular
son de 3.5 desde E1 hasta E2, 6.75 desde E2 hasta E3 para el tren B y 5.5
para el tren C, lo que supone un retraso de 0.25 unidades de tiempo en el
camino (' sobre las previsiones iniciales. En este caso existird un coste ¢
provocado por el retraso.

Para repartir el coste entre los trenes que han provocado el retraso propo-
nemos primeramente repartir las unidades de holgura utilizando las diferen-
tes soluciones propuestas en este trabajo (ECEA, ECEL, EPRO, EAPRO)
y una vez tengamos estas asignaciones, los costes se repartirian proporcio-
nalmente a los excesos con respecto a las asignaciones propuestas.

Sea N el conjunto de trenes involucrados en el problema, (G, h, hP)el
problema PERT asociado, f;(G,h,h?) el tiempo extra asignado al tren i,
r; el retraso originado por el tren 7 € N y ¢; el coste ocasionado en el
camino Cj.

Sea R(Cj) ={i € Cj | r; > fi(G,h,h?)} el conjunto de trenes que se re-
trasan en el camino C}, teniendo en cuenta que un tren se retrasa si sobrepasa
el tiempo extra que se le asigna (ademas de la duracién de su trayecto).

Dado ¢ € C}, la participacion en el coste ¢; para el tren ¢ denotado como
pi(C}) se corresponderia con

T — fz(G7 h, hp)
Z (Ti - fZ(Gv h, hp))

pi(Cj) = maz < 0, ¢;

1€R(Cj)
siendop; = Y. pi(Cj) la participacién de la actividad ¢ en el coste total
jeClieC;
c= ) ¢
jeC

Obviamente se verifica que para todo C; € C

Z pi(Cj) = ¢;

’I:GR(C]')

Z Z pi(Cj) = C.

CjEC icR(Cy)
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En el ejemplo 2.1 que hemos analizado previamente todas las soluciones
consideradas asignan el mismo reparto de las holguras, (0.5,0.5,1.5). En
la situacién planteada anteriormente con retrasos (0.75,0.5,0.5), el tren B
debe asumir la totalidad del coste c.

Supongamos que las duraciones de los trayectos en otro viaje fueron de
3.75 desde E1 hasta E2, 6.5 desde E2 hasta E3 para el tren B y 6.75 para el
tren C, lo que supone un retraso de 0.25 unidades de tiempo en el camino C'y
junto con un retraso de 0.5 unidades en el camino Cs sobre las previsiones
iniciales. En este caso existira un coste ¢ = ¢ +cg provocado por los retrasos
en ambos caminos que se distribuiria de la siguiente forma

0.75 — 0.5
(0.75 - 0.5) + (1.75 — 1.5)

pa = pa(C1) +pa(Cy) =c1+co

p = 0
1.75—-1.5
0.75— 0.5) + (L.75 — 1.5)°

bc = <&
(

2.8 Comentarios finales

En este trabajo hemos introducido los problemas PERT y los problemas
PERT generalizados.

El enfoque principal ha sido desarrollar conceptos de solucion basandose
en los ya dados para los problemas de bancarrota. Aqui han sido estudiadas
la solucién de igual ganancia (CEA), la solucién de igual pérdida (CEL), el
reparto proporcional (PRO), y el reparto proporcional ajustado (APRO). En
el capitulo se encuentran caracterizaciones axiomdticas de estos conceptos
de solucién que se encuentran en la frontera débil de Pareto.

Existen otras posibilidades de definir soluciones en la frontera débil. Por
ejemplo, hemos visto que la solucién de igual ganancia (CEA) asigna a cada
jugador una misma cantidad que se corresponde con lo méximo que se le
puede asignar a los jugadores de forma igualitaria para alcanzar la frontera
débil de Pareto. Ademads esta cantidad es independiente de los caminos
a los que pertenecen los jugadores (es decir, de los estados sobre los que
demandan). Otra posibilidad consistiria en definir un nuevo reparto que siga
la misma linea pero que considere que la asignacién que recibe cada jugador
debe tener en cuenta unicamente los estados que demanda. Se procederia
de la siguiente manera: primeramente se dividen los estados (H;);jcc entre
los jugadores de cada camino, y si un jugador demanda varios estados se
le asigna el minimo de estas cantidades si su demanda no es inferior a este
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minimo; en otro caso, recibe su demanda. Escribimos brevemente en que
consistiria este reparto al que denotamos por R .
Sea el problema PERT generalizado (G, H, M) € PG,

H.
Ri(G,H,M) = min{ min {—J} , Mi} , para todo i € N.
iliec; 1C;

De la misma manera podriamos pensar en hacer lo mismo para la soluciéon
de igual pérdida, teniendo en cuenta que a los jugadores se les restaria de
su demanda una cantidad que dependeria tnicamente de los estados que
demandase. Una conjetura que tenemos es que ambas soluciones asi cons-
truidas son duales al igual que ocurria con CEA y CEL.

Otro punto de interés es sin duda el motivado en la secciéon 2.6 en don-
de mediante sucesivas aproximaciones extendemos las soluciones desde la
frontera débil a la frontera fuerte. En el futuro intentaremos encontrar ca-
racterizaciones axiomaticas para estos conceptos de solucién.

Otro punto importante consiste en estudiar conceptos de solucion del
juego NTU al que da lugar cada problema PERT generalizado. Desde que
Aumann y Peleg en 1960 introducen los juegos NTU, muchos conceptos
de solucién que estaban dados en la clase de juegos TU y en la clase de
juegos de regateo han sido extendidos a la clase de juegos NTU. Aqui hemos
estudiado conceptos de solucién como son el ntcleo, el nicleo fuerte y el
valor de compromiso (Borm et al. (1992) ) que a diferencia de los anteriores
asigna a cada juego NTU un tnico punto como solucién. Como es sabido
existen otros conceptos de solucién para juegos NTU, entre ellos los valores
de Shapley NTU (Shapley (1969)) que asignan a cada juego un conjunto
de valores mediante el mecanismo de las A transferencias y que generalizan
el valor de Shapley en juegos TU y la solucién de Nash en los juegos de
regateo. Otra alternativa para extender el valor de Shapley a los juegos
NTU fue desarrollada por Maschler y Owen (1989, 1992) quienes extienden
primero el valor de Shapley a los juegos de hiperplano (aquellos en los que
la frontera de Pareto es lineal) y después definen un valor llamado valor
consistente de Shapley para juegos NTU asociando un hiperplano a cada
juego. También ha sido definido (Otten et al. (1998)) el MC valor que es un
concepto de solucién para juegos NTU mondtonos y que generaliza el valor
de Shapley para juegos TU, el valor consistente de Shapley para los juegos
de hiperplano y la solucién de Kalai-Smorodinsky para juegos de regateo.
Podrian también ser estudiados para este tipo de juegos los valores NT'U de
Harsanyi (Harsanyi (1963)).
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Otro enfoque diferente seria considerar un problema PERT como un
problema de regateo en el que unicamente la gran coalicién juega un papel
importante. En este sentido V (V) seria el conjunto sobre el que regatean los
jugadores y podriamos considerar el punto de desacuerdo como (V(4));c -

Otro factor a tener en cuenta son las duraciones de las actividades. Dado
un problema PERT podemos considerar que a la hora de dar un reparto de
la holgura disponible por las distintas actividades se ha de tener en cuenta
la duracién de cada actividad, de tal forma que si dos actividades en cierto
sentido son “simétricas”, reciba un mayor reparto aquélla que tiene mayor
duracién. A lo largo de todo este capitulo no hemos tenido en cuenta este
hecho que sin duda puede ser de interés. Cabe anadir que en los conceptos
de solucién aqui desarrollados seria facil de introducir este factor.
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Capitulo 3

Juegos de secuenciacion con
fechas limite

Una situacién de secuenciacién consiste en un ntimero de trabajos o ta-
reas que tienen que ser procesadas en un determinado nimero de maquinas.
Ademss se supone que el nimero de tareas a realizar es mayor que el nimero
de méaquinas disponibles y de esta forma las tareas son procesadas de mane-
ra secuencial. Procesar cada tarea lleva asociada una funcién de coste que
puede depender de diversos factores, tales como la maquina en la que se
procesa, el tiempo de ejecucién, el tiempo que transcurre hasta que es aten-
dida, etc. Encontrar un orden 6ptimo de las tareas a ser procesadas consiste
en obtener el orden que minimiza el coste total. Hay diversos algoritmos
que proporcionan cémo alcanzar los érdenes 6ptimos dependiendo de los
elementos que intervengan en el problema. Para un estudio mas detallado
se puede consultar Lawler et al. (1993). Uno de los elementos que interviene
en algunos problemas de secuenciacién son las fechas limite. Estas fechas
nos indican que si una tarea se retrasa, respecto de una prevision inicial, se
genera un coste. En este capitulo estudiaremos situaciones de secuenciacion
en una uUnica maquina en las que las tareas tienen asociadas fechas limite.

La teoria de juegos cooperativos con utilidad transferible permite distri-
buir entre los agentes involucrados los beneficios generados en la ordenacion
6ptima. Con este tipo de andlisis, Curiel et al. (1989) asociaron a cada si-
tuacion de secuenciacién un juego cooperativo y estudiaron sus propiedades.
De la misma forma asociaremos a cada situacién de secuenciacién con fechas
limite un juego cooperativo con utilidad transferible y estudiaremos algunas
propiedades de los juegos asociados. En concreto la mayor parte del estudio
se centra en la propiedad de convexidad. Las propiedades de los juegos con-

197
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vexos son bien conocidas; Shapley (1971) y Ichiischi (1981) probaron que los
puntos extremos del nticleo son los vectores de contribuciones marginales si
y solo si el juego es convexo, y por tanto, los juegos convexos tienen nucleo
no vacio. Con respecto al comportamiento de algunos conceptos de solucion
para juegos TU, que proporcionan un tnico punto como distribucién de la
utilidad que pueden conseguir los miembros de la gran coalicién, los juegos
convexos también tienen buenas propiedades: el valor de Shapley (Shapley
(1953b)) que se define como la media de todas las contribuciones marginales
es el baricentro del nicleo, y ademds otros valores como el 7—valor (Tijs
(1981)) se pueden calcular facilmente.

El capitulo se ha estructurado de la siguiente forma: en la seccién 3.1 se
describen las situaciones de secuenciacién y los juegos asociados. De manera
resumida se exponen las principales propiedades de estos juegos introduci-
dos por Curiel et al. (1989). En la seccién 3.2 se introducen las situaciones
de secuenciacion con fechas limite y se detallan dos funciones de coste que
se analizaran posteriormente con detalle: la funcién de penalizaciéon pon-
derada y la funcién de penalizacion ponderada por el retraso. Para cada
una de estas funciones de coste se analizan diferentes algoritmos que pro-
porcionan ordenaciones 6ptimas. En la seccién 3.3 se estudian los juegos
de secuenciacién asociados y se obtiene una condicién necesaria y suficiente
para comprobar la convexidad. En la seccién 3.4 se comprueba que los jue-
gos de secuenciacién con fechas limites en general no son convexos salvo en
determinados casos particulares que se analizan. En estos casos los algorit-
mos descritos en la seccién 3.2 y la condicién necesaria y suficiente facilitan
el trabajo. En el siguiente apartado se describe la regla 5 (Curiel et al.
(1989)) y el valor de Shapley para los juegos og—aditivos en componentes.
El capitulo concluye con un resumen de los resultados obtenidos junto con
los principales problemas todavia no resueltos.

3.1 Situaciones y juegos de secuenciacion

Estos problemas fueron introducidos por Curiel et al. (1989). Nos centrare-
mos a lo largo de todo este capitulo en situaciones de secuenciacién en una
Unica maquina.

Una situacion de secuenciacion viene dada por la tupla (N, o9, p, ¢) don-
de

e N es el conjunto de trabajos o tareas que tiene que procesar una
maquina,
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e 0( es una permutaciéon de N indicando el orden inicial de las tareas
(0o(7) = j significa que la tarea i serd la j-ésima tarea procesada en la
maquina),

e p = (pi)ien s un vector que especifica los tiempo de proceso de las
diferentes tareas, siendo p; > 0 para cada i € N,

e ¢ = (¢)ien es la funcién de coste donde ¢; : [0,00) — IR. ¢(t) nos
indica el coste de terminar la tarea i en el instante t.

Nos referiremos en esta seccién al criterio de costes lineal en el tiempo,
i.€.,

¢i(t) = ayt + B; siendo a; >0y 3, € IR.

El orden que tienen inicialmente asignado las tareas refleja el derecho
que tiene cada una de ellas de procesarse en un determinado intervalo de
tiempo. Ahora bien, cada grupo de agentes o coalicion puede reducir los
costes si se reordenan adecuadamente entre ellos. Para precisar esta idea
necesitamos definir algunos conceptos previos.

Si el orden de las tareas que van a ser procesadas en una maquina viene
dado por o € II(N), seat,; el tiempo de inicio de la tarea i, teniendo en
cuenta que las tareas que le preceden segin o han finalizado,

ta,i = Z pj

o(4)<a (i)

y sea t(o,.S) el tiempo de finalizacién de las tareas que estan en S si el orden
viene dado por o,

t(0> 5) = Z Pk

klo(k)<o(u)

donde u es el ultimo jugador en S siguiendo el orden dado por o, i.e.,
o(u) > o(k) para todo k € S.
Sea ¢, (5) el coste total de las tareas de S en el orden dado por o,

co(8) =Y cilt(o,1)).

€S
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¢o(S) se corresponde con la suma de todos los costes de las tareas que estén
en S. Con el criterio de costes lineal en el tiempo de finalizacién obtendremos
que el coste asociado al orden o € II(IN) se corresponde con

co(N) = (ait(o,i) + ;).
1EN

Dos problemas pueden ser analizados en esta situacién, el primero con-
siste en encontrar el orden que maximiza las ganancias y el segundo en
distribuir las ganancias entre los agentes involucrados.

Smith (1956) resolvid el problema de maximizar las ganancias a través de
los indices de urgencia definidos como u; = % para cada ¢ € N. Describimos
formalmente el resultado.

Sea (N, 09, p,c) una situacién de secuenciacién. Entonces

> ai(t(oo,i) — t(6,1) = max, {;vai(t(cro,z’) - t(a,i))}

€N
si y solo si

ué'fl(l) 2 Ua_—l(2) Z Z Ua_—l(,n).

De esta forma para obtener el orden éptimo ¢ debemos ordenar las tareas
en orden no creciente de sus indices de urgencia. El indice de urgencia de la
tarea i, u; = %?, mide el coste por unidad de tiempo de proceso para la tarea
1 € N. Dado que el criterio de costes es lineal en el tiempo parece razonable
ordenar las tareas del modo que se indica.

Dos jugadores i y j € N son contiguos en el orden o si (i) = o(j) + 1
o bien o(i) = o(j) — 1.

Curiel et al. (1989) introducen la solucién de igual ganancia entre ju-
gadores contiguos (EGS). Considerando los intercambios de jugadores que
proporciona la regla de Smith, la ganancia de intercambiar dos jugadores
contiguos i,j € N tal que i precede a j se corresponde con

gij = max {a;p; — a;p;, 0} .

En funcién de estos coeficientes, si 6 es un orden éptimo de la situacién de
secuenciacién (N, o, p, c) se obtiene que

Coo(N) — cs(N) = > 9ij-

’i,jENlO’o(i)<0’0(j)
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La solucién de igual ganancia entre jugadores contiguos, EGS, es una
aplicacién que asigna a cada situacién de secuenciacién (N, og, p, ¢) un vector
de IR™, definido de la siguiente forma:

1 1
EGSZ(N7 00, D, Oé) = 5 Z 9ij + 5 Z Gki
JEF(00,t) keP(oo,i)

para todo ¢ € N.

Esta regla de asignacion es independiente del orden 6ptimo elegido y
asigna a cada jugador la mitad de las ganancias que se obtienen en todos
los intercambios en los que interviene el jugador para la obtencion del orden
optimo a partir del orden inicial.

Curiel et al. (1989) definen el juego de secuenciacién y para ello intro-
ducen los 6rdenes admisibles. Un orden o € II(N) es admisible para S si
satisface las siguientes condiciones:

® tyyi =1y, para todo i € N\S.

e P(0g,i) N(N\S) = P(0,i) N (N\S) para todo i € S.

La primera condicién indica que el tiempo de inicio de cada tarea que
no estd en la coalicién S es el mismo que en el orden inicial, mientras que
la segunda condicién no permite a los jugadores de S saltar sobre jugadores
que no estén en S. Con ello se asegura que los agentes de N'\ S no salgan per-
judicados cuando los de S se reordenan entre ellos. Al conjunto de érdenes
admisibles de la coalicién S lo denotaremos por ) g .

La utilidad que puede conseguir una coaliciéon se define como la maxima
ganancia que pueden obtener los miembros de la coalicién por medio de
6rdenes admisibles. Formalmente, a cada situacion de secuenciacién (N, og, p, ¢)
se le puede asociar el correspondiente juego TU de secuenciacién (N, v) don-
de para cada S € 2V,

v(S) = max {Zai (t(oo,1) —t(o,z’))}. (3.1)

7€ s i€S

La expresién (3.1) puede ser reescrita en términos de los coeficientes g;;.
Para ello definimos el concepto de coalicién conexa. Una coalicion S es
conexa con respecto a og si para todo i,j7 € Sy k € N tal que oo(i) <
oo(k) < oo(j) se verifica que k € S. Una coalicién conexa S C T es una
componente de T si S U {i} no es una coalicién conexa para cada i € T'\S.
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Las componentes de T' forman una particién de T, denotada por T'/oq. De
esta forma, para cada coalicién S conexa con respecto a o

v(S) = > 9ij

4,j€S|o0(i)<o0(j)

y para cada coalicién T" no conexa con respecto a g

S€eT /oo

Curiel et al. (1989) probaron que los juegos de secuenciacién son juegos

convexos, y por tanto estos juegos son equilibrados, es decir, el nicleo es
no vacio. Ademds Curiel et al. (1994) probaron que si (N, 00,p,c) es una
situacion de secuenciaciéon donde la funcién de coste es aditiva y mondtona
no decreciente en el tiempo de finalizacién, la regla de asignacion EGS se
encuentra en el nicleo del juego de secuenciaciéon asociado.

3.2

Situaciones de secuenciacion con fechas limite

Una situacion de secuenciacion con fechas limite viene dada por la tupla
(N, 00, p,d,c) donde

e N es el conjunto de trabajos o tareas que tiene que procesar una

maquina,

0o es una permutaciéon de N indicando el orden inicial de las tareas
(00(7) = j significa que la tarea ¢ serd la j-ésima tarea procesada en la
maquina),

p = (pi)ien es un vector que especifica el tiempo de proceso, siendo
p; > 0 para cada trabajo i € N,

d = (d;)ien es un vector que especifica la fecha limite de proceso para
cada trabajo ¢ € N, d; > 0. Supondremos que en el orden inicial
oo todas las tareas estdn ordenadas de forma no decreciente de sus
fechas limite, i.e., do_o—l(l) <. < do_al(n).

¢ = (¢)ien, nos indica que si un trabajo o tarea i es procesado después
de su fecha limite incurre en un coste que viene dado por ¢; : [0, 00) —
IR, ¢;(t) indica el coste derivado de terminar el trabajo i en el instante
t.
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Consideraremos dos tipos de funciones de coste. La primera la denomi-
naremos funcion de penalizacion ponderada y viene dada por

1 o 0 SltSdz
c'(t)_{ o; sit>d;

La funcién de coste anterior nos indica que si la tarea i termina después
de su fecha limite entonces incurre en un coste fijo ai; > 0.

La segunda funcién de coste que analizaremos la denominaremos funcion
de penalizacion ponderada por el retraso y se corresponde con

A(t) = oyt — di) 4 = oy max{t — d;,0}.

Por tanto, la tarea ¢ no incurrird en ningin coste si es terminada antes
de su fecha limite, en otro caso deberd asumir un coste proporcional a su
retraso.

Abreviadamente designaremos a las situaciones de secuenciacién con fe-
chas limite cuyas funciones de costes son ¢! y ¢ mediante C1 y C2 respec-
tivamente.

De manera andloga a las situaciones de secuenciacion descritas en la sec-
ci6én 3.1 dos problemas pueden ser analizados en estas situaciones, el primero
consiste en encontrar los érdenes éptimos que maximizan las ganancias y el
segundo en distribuir las ganancias entre los agentes involucrados.

Adoptaremos la siguiente notacion. Si o es el orden inicial de los tareas
e, 1y j son tareas tal que i precede a j, i.e. oo(i) < oo(j), entonces definimos

(i,4los = {k€N|oo(i) <oo(k) <oo(j)}
[i,)es = {k €N |oo(i) <oo(k) <oo(j)}
(1,7)00 = {k€N[0o0(t) <oo(k) <oo(j)}
[, jlos = {k €N [0o0(i) <oo(k) <oo())}-

En las anteriores expresiones, el subindice serd omitido cuando o sea la
permutacion identidad (o¢(i) = 7 para todo i € N).

Diremos que un conjunto de tareas S pueden ser finalizadas a tiempo
en el orden o si t(o,i) < d; para todo i € S. En este caso se dird que §
es un conjunto factible en tiempo. Sean m,j € N tales que oo(m) < oo(j),
S Cm,jlog y o € II(N). (S,0) es un conjunto [m, j], — factible en tiempo
sit(o,i) < d; para todoi € S y o(i) = 0¢(i) si oo(i) < og(m) 6 si og(i) >
oo(j).
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Un conjunto S factible en tiempo se dice que es un conjunto [m, j] oo
optimo si existe una permutacién o € II(N)tal que (S,0) es un conjunto
[m, jls, —factible y c;(S) < ¢;(R) para cada (R, 7), R C [m,j]s, que es un
conjunto [m, j] s — factible en tiempo. En general no tiene porque existir
un dnico conjunto [m, j]UO — éptimo pero de existir mas de uno obviamente
el coste asociado es el mismo.

Una solucion al problema de secuenciacién consiste en obtener un con-
junto [1,n], —éptimo.

A continuacién analizamos algunos algoritmos que nos permiten la ob-
tencién de los conjuntos [m, j]—o6ptimos utilizando las dos funciones de cos-
te consideradas. Observaremos que los algoritmos se complican cuando se
consideran funciones de coste no lineales, incluso en determinadas ocasio-
nes deben asumirse inicialmente algunas hipdtesis si el proposito es obtener
algoritmos en tiempo polinomial (tiempo de calculos computacionales “ra-
zonable”). En algunos casos concretos obtendremos indices de urgencia en
el mismo sentido que hemos definido previamente.

3.2.1 Situacién de secuenciacion C1: obtencién de los
ordenes 6ptimos

Dada una situacién de secuenciacién con fechas limites (N, oq,p,d,c!), se
presenta a continuacion para algunos casos especificos una variante del al-
goritmo dado por Lawler (1976) que nos permite obtener el orden éptimo
a partir de un orden inicial o de las tareas. Alguna notacién necesita ser
incluida para clarificar el algoritmo.

Denotaremos por V},, ; al conjunto [m, j], — éptimo, y por aj, a
9. UO

’j]o'o
las ganancias resultado de reordenar a los jugadores de [m, j]s, a partir de
un orden éptimo de [m, j)o,. Al conjunto de tareas de [m, j], que no pueden

ser finalizadas antes de su fechas limite lo denotaremos mediante Gy, 5 -
90

De esta forma Gy, ;) = [m, jl,, \Vjm,j), (nos referiremos a este conjunto
. Wilog

como caja mévil en 100 sucesivo).

Cuando el orden inicial no desempene un papel importante obviaremos el
subindice o, en cuyo caso se supondra que og es la permutacion identidad.
En este caso, denotaremos un conjunto [1, j] s, — factible en tiempo como
un conjunto j— factible en tiempo, un conjunto [1, j] oo — Optimo como un
conjunto j— 6ptimo, Vh’j]do =V;, G[Lj]go =G,y a[17ﬂao = aj.

Bajo la hipdtesis adicional siguiente:

hl) Para todo i,j € N si p; < p; entonces o; > a,
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Lawler (1976) dio un algoritmo para encontrar un conjunto n—o4ptimo siendo
la funcién de coste la funcién de penalizacién ponderada. La obtencion de
un conjunto j—oéptimo se establece de forma recursiva como se muestra a
continuacién. Sea inicialmente ¢© la permutacién identidad y Vo = 0. Se
define

V. — Vi-1U{j} si t(a?71, Vi) +pj < dj
J (Visiu{ih)\{i} en otro caso

Si V; =V;_1U{j} entonces 07 = o7ty si V; = (V;_1 U{j})\ {l}, entonces
o’ se obtiene de ¢/~! pasando la tarea [ al lugar que tenia la tarea j y
adelantando una posicién a todos las tareas que estan entre [ y j. La tarea [ es
el menor elemento con respecto a la relacién de orden “ser menos preferido”
que se establece a continuacién en V;_1 U {j}.

Di > Dk
1<ksiysblosi ¢ pi=pry a; < ag (3.2)
pi =iy i = ag y o) 1(i) < o7 7H(R)

El algoritmo de la caja mévil de Lawler

Bajo la hipdtesis hl) considerada previamente, proponemos en esta seccién
una variante del algoritmo de Lawler que nos permitira calcular los conjuntos
Jj—O0ptimos.

Consideremos la situacién inicial de partida dada por Vo = 0, siendo o
la permutacion identidad.

Primer paso:

Consideremos la primera tarea. Si puede finalizarse antes de su fecha
limite etiquetarla dentro de V; y continuar con el algoritmo en el segundo
paso. En otro caso, etiquetarla en la caja mévil G e ir al segundo paso. Es
decir,

e Sip1 <di, Vi ={1} y o' = 0p.
° Sipl>d1,V1=@,G1:{1}y01:(70,

En ambos casos no hay ganancias (a; = 0).

j-ésimo paso:

e Si no existe caja mévil (Gj—1 = 0), considérese la tarea j que en el
orden inicial estara justamente después de la tarea j — 1.
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— Si j es finalizada antes de su fecha limite, nuevamente no existe
caja moévil y se pasa al siguiente paso. Esto significa que V; =
Vi—1U{j}, G; = {0} y para cada s € N, 09(s) = 0771(s) (véase
grafico 3.1).

Gréfico 3.1

En este caso no hay ganancias (a; = 0).

— Si la tarea j no es finalizada antes de su fecha limite, la tarea
menos preferida segtin la definicién introducida por Lawler se
mueve a la caja mévil y se coloca la caja movil justo detras de
las tareas que son finalizadas a tiempo.

Entonces V; = (V;_1 U{j})\ {l} donde [ viene determinado por
(3.2). Uno de los siguientes casos debe suceder:
x* Sil=j,V; =Vj_1,ypara cada s € N, o7(s) = a77(s)
y Gj = {j} . Nuevamente no hay ganancias (a; = 0) (véase
grafico 3.2).

G, =1{j}
I Caja m6vil

Gréfico 3.2
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* Sil#7, Vi=ViaU{ih\{l}, G;={l} ¥

oI 7l(s)  siseVin\{l}y of 7 (s) < TN
. ad=1(4) sis=1
ol(s) =14 oI s) =1 siseV;\{I} y o9 }(s) > 0IL(])
O-J_l(j)_l Sis:j
ol (s en otro caso
Vo
[ | o
| 7l | o
G, =1

V=0, U\l

Gréfico 3.3
En este caso hay una ganancia estrictamente positiva
(aj = —op > 0).

e Si existen tareas en la caja mévil (Gj_1 # 0), sitiese la tarea j justo
delante de la caja movil.

— Si ahora la tarea j puede ser finalizada a tiempo, puede ser debido
a dos causas:

* Si la tarea j ya era finalizada a tiempo en su posicion ori-
ginal, ahora obviamente seguird finaliziandose a tiempo. Por
tanto el desplazamiento de la tarea j no ha causado alguna
ganancia (a; = 0), ya que los trabajos de la caja mévil nunca
son finalizados antes de sus fechas limite.

* Si la tarea j no estaba inicialmente en tiempo, moverla justo
delante de la caja mévil proporciona una ganancia estricta-
mente positiva (a; = a;).

En ambos casos: V; =V;_1U{j}, G; =Gj_1,y

oI=1(s) sise V1
ol (s)+1 sise G
ol u)+1 sis=1j

0/71(s)  en otro caso

ol (s) =
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donde u es el ultimo trabajo procesado en V;_1, i.e., ol (u) >
071(s) para cada s € Vj_.

Via G,
| | ] o
| / o
G,=G,,
V/' = V/'—l v {Jj}
Grafico 3.4

— Sila tarea j no es finalizada a tiempo, significa que ciertamente no
era finalizada a tiempo en su posicién inicial, por tanto moverla
justo delante de la caja mévil no proporciona ganancia alguna.
Ahora elijjamos la tarea que debe ir a la caja mévil siguiendo
el algoritmo de Lawler y péngase esta tarea en la caja movil
justo detras de la ultima tarea de la caja mdvil del paso previo.
Facilmente se comprueba que todas las tareas de la caja movil
del paso anterior permaneceran en la misma posicién. De nuevo
nos encontramos con dos posibilidades:

+x La tarea j fue la tarea que se unié a la caja mévil. En
este caso no hay ganancias (a; = 0). Ademds, V; = V;_q,
Gj=Gj_1U{j} y 0/(s) = 0771(s) para cada s € N (véase
grafico 3.5).

Vj—l Gj_1
| | o
| I o’
Vj:Vj_1 Gj:Gjlu{J}
Grafico 3.5

* La tarea j no fue la tarea que se unié a la caja movil. Si-
guiendo el algoritmo de Lawler (1976), vemos que la tarea
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j debe ahora ser finalizada a tiempo y se ha producido una
ganancia estrictamente positiva (a; = oj — a;). En este caso

Vi= (Vi U{GH\ {1}, G = G U{l} y

ol s) sise Vi \{l}y oi7l(s) < oi7L(D)
ol 1(5) sis=1

sy = ] @B 1 siseVia\i}y o7 (s) > 07 (1)
al=1(s) sise G
o7~ (u) sis=j
ol =1(s) en otro caso

donde u es el tltimo trabajo procesadoen V;_1, i.e., ol (u) >
0971(s) para cada s € Vj_;.

| /i o
G =G,
V= OUD\MEG

Gréfico 3.6

Si todavia hay tareas para ser realizadas en posiciones posteriores a las
tareas que estan en la caja movil, ir al préoximo paso. En otro caso el orden
6ptimo viene dado por 7.

Este algoritmo termina en n etapas. Ademas es ficil ver que las ta-
reas que estan en posiciones previas a la caja mévil son exactamente las
tareas que definié Lawler en su algoritmo, mientras que en la caja mévil
se encuentran aquellas tareas que no son procesadas a tiempo. Por tanto,
la solucion final es una solucién éptima de acuerdo al teorema 3 de Lawler
(1976). También se comprueba que el éptimo ha sido alcanzado mediante
sucesivos intercambios entre jugadores o bien entre un jugador y la caja
mévil, que proporcionan ganancias mayores o iguales a 0 (a; > 0).
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3.2.2 Situacién de secuenciacion C2: obtencién de los
ordenes 6ptimos

Sea (N, 09, p, d,c?) una situaciéon de secuenciacién C2. Con esta funcién de
coste no existe en el caso general ningin algoritmo en tiempo polinomial
que nos permita obtener el orden 6ptimo. Por ello nos restringimos a casos
particulares.

Sabemos que & € ¥g es 6ptimo si

Coo(S) = c5(5) = max{co, (5) — co(5)}.

c€X s

A continuacién procedemos a describir de forma resumida la ordenacién
optima en determinados casos particulares. La demostracién de dichos re-
sultados se hard posteriormente.

e Iguales penalizaciones y tiempos de proceso (a; = a'y p; = p para
todo i € N).

Para cada coalicién S conexa, un orden 6ptimo de la coalicién S, &(5),
se determina ordenando las tareas en orden no decreciente de sus fechas
limite, es decir,

dAfl(l) S dozfl(Q) < S d&—l(n).

o —=

e Iguales penalizaciones y fechas limite (o; = o y d; = d para todo
i€ N).

Para cada coalicién S conexa, un orden éptimo de la coalicién S, 6(5),
se determina ordenando las tareas de S en orden no decreciente de sus
tiempos de proceso, es decir,

Ps—1(1) SPs-1(2) = -+ = Ps1(n)-
e Iguales tiempos de proceso y fechas limite (p; = p y d; = d para todo

i€ N).

Para cada coalicién S conexa, un orden 6ptimo de la coalicién S, &(5),
se determina ordenando las tareas de S en orden no creciente de sus
penalizaciones, es decir,

OéAfl(l) 2 046_71(2) Z e > ()éa_—l(n).

o -
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A continuacién demostramos los anteriores resultados.

Nota 3.1 En una situacién de secuenciacién C2 con iguales penalizacio-
nes y tiempos de proceso el orden inicial oy es éptimo teniendo en cuenta
que inicialmente los trabajos estan ordenados de forma no decreciente de
sus fechas limite, i.e., da,al(l) < d051(2) <. < dgal(n).

Lema 3.1 Sea (N, 00,p,d,c?) una situacion de secuenciacion C2y o €
II(N). Si a; = a y d; = d para todo i € N, la ganancia de intercambiar i
con j st p; >p; yo(j)=oc(i)+ Len el orden o se corresponde con

g5 = min {[o (¢(0,1) —d)] |, (pi — pj) } -

Demostracién.
Uno de los siguientes casos ha de ocurrir:

A) d > t(o,i) y d > t(0,7). En este caso los jugadores i y j estdn en
tiempo en el orden o, y por tanto contintian en tiempo al intercambiar
sus posiciones, con lo que las ganancias son de 0 unidades.

B) d > t(o,i) y d < t(o,7). En este caso el jugador i estd en tiempo
en el orden o, mientras que el jugador j no lo estd. Resulta trivial
comprobar que gfj = 0 teniendo en cuenta que o; = aj = .

C) d < t(o,7). En este caso el jugador ¢ no estd en tiempo en el orden o
y por tanto tampoco lo estd el jugador j. Distinguimos dos subcasos:

C1) t(o,i)—pi+pj < d. En este caso al intercambiar las posiciones en-
tre el jugador ¢ y el jugador j, el jugador j pasa a estar en tiempo
y las ganancias de intercambiar posiciones se corresponden con

9 = al Y mHp—d|+al D> pt+pit+pi—d
keP(o,i) keP(o,i)

—a| > prtpitpi—d
keP(o,i)

= « Z pe+pi—d
keP(o,)

= a(t(o,1) —d).
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C2) t(o,i) — p; + pj > d. En este caso al intercambiar las posiciones
entre el jugador i y el jugador j, el jugador j se mantiene fuera
de tiempo y las ganancias de intercambiar posiciones se corres-
ponden con

95 = > petpi—d|+al > prtpitp—d
keP(o,i) keP(o,i)

|
e

—a| > petpi—d|—a| > prtpitpi—d
keP(o,i) keP(o,i)

= a(pi—pj)-

Teniendo en cuenta las anteriores expresiones podemos escribir conjun-
tamente

g% = min {[a (t(0,4) = d)], ,a (p; —pj)} . ®

Teorema 3.1 Sea (N,0q,p,d,c?) una situacion de secuenciacion C2
siendo oy = ay di = d para todo i € N. & es optimo si y solo si se
satisfacen las siguientes condiciones:

Ps1(k) S Po1(k+1) = - = Po—1(n) (3:3)

Ps—1(k) = Pi para todo i € N\ {671 (k), 67 (k + 1), ...,&_1(71)} (3.4)

siendo t(6,6 (k- 1)) < d < t(6,67(k)).

Demostracion.

Observamos que [7_1(11:) es la primera tarea que se realiza después de su
fecha limite.

Primeramente mostramos que es necesario que las tareas estén ordenadas
de forma no decreciente de sus tiempos de proceso.

Supongamos que ¢ no satisface (3.3). Entonces existen 7,5 € N tales
que 6(j) = 6(i) + 1 siendo p; > p; y d < t(6,6 (7)) Consideremos el
orden 7 definido como 7(m) = 6(m) para todo m € N\ {i,j}, 7(:) = 7(j)
y 7(j) = &(i). Entonces del lema 3.1 se obtiene que

E(N) —~ A(N) = min {[a(t(6,1) — )], . (p; — p;)} > 0
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lo que contradice la optimalidad de &.
Supongamos que ¢ no satisface (3.4), entonces podemos concluir que
existe una tarea i € N\ {67 (k),6 " (k+1),...,67(n)} tal que Ps-1(k) <
Consideremos el orden 7 definido como 7(m) = 6(m) para todo m €
N\ {i,67Y(k)}, 7(i) = ky 7(67(k)) = &(i). Entonces del lema 3.1 obte-

nemos que

E(N) = (V) = min {[a (4(5,5) — )], (pi — o1 | >0

lo que contradice la optimalidad de &.

A continuacién probamos que es suficiente que las tareas se ordenen
segin (3.3) y (3.4). Primeramente consideremos que dadas o1 y o3 €
II(N) verificando (3.3) y (3.4) si se verifica que t(o1,07 (k — 1)) < d <
t(o1, 07 (k)) entonces t(a, 05 (k — 1)) < d < t(09, 05 (k).

Sea ¢ € II(NV) verificando (3.3) y (3.4), y sea 7 un orden éptimo. Por
tanto & verifica que

pgfl(k) < p[rfl(kJrl) <. s pr}*l(n)

y ademds p;-1(;) > p; para todo i € N\ {67 k),6 "k +1),...6 (n)}
siendo k € {1,2,...,n} tal que t(6,6 1 (k — 1)) < d < (6, “*l(kz)). Ademis
como 7 es un orden Optimo sabemos que intercambiando Jugadores conti-
guos i, j que satisfacen p; = pj con i, j € {7'*1( k4 1), } 0
intercambiando tareas en N\ {771(k), 7! (k + 1), I e () )} podemos ob-
tener 6 a partir de 7, y dichos intercambios no incrementan el coste asociado
con lo que deducimos que & es optimal. m

Lema 3.2 Sea (N, 0q,p,d,c?) una situacion de secuenciacion C2'y o €
II(N). Si pi =py d; =d para todo i € N, la ganancia de intercambiar i
con j siaj>o;y o(j)=o(i)+ 1en el orden o se corresponde con

g5; = min {[(ej — o) ((IP(,9)| +2)p — d)], , poj — ) }. (3-5)

Demostracién.
Uno de los siguientes casos ha de ocurrir:

A) d>t(o,i)yd > t(o,j). Eneste caso los jugadores i y j estdn en tiempo
en el orden o, y por tanto al intercambiar sus posiciones continuan en
tiempo y las ganancias son de 0 unidades.
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B) d > t(o,i) y d < t(0,7). En este caso el jugador i estd en tiempo en
el orden o, mientras que el jugador j no lo esta. Las ganancias de
intercambiar posiciones se corresponden con

95 = o (|P(o,i)]+2)p = d) — a; (|P(0, )| +2)p — d)
= (a5 — i) (|P(o,4) +2)p — d).

Teniendo en cuenta

t(o,i) = ([P(o, )|+ p
t(o,4) = (IP(o,i)] +2)p

tenemos que en la situacién descrita
(I1P(e,i)| +1p < d < (|P(0,)| + 2)p

lo que implica que (|P(o,i)| +2)p —d < p con lo que en este caso
las ganancias de intercambiar los jugadores se corresponden con la
férmula (3.5).

C) d < t(o,1). En este caso ambos jugadores no estdn en tiempo en el
orden o, y por tanto tampoco lo estdn si intercambian sus posiciones

95 = (ai((|P(o,9)[ + 1)p) = d) + (a((|P(o,2)| + 2)p) — d)
— (j((|P(0,8)[ + 1)p) = d) — (i((| P(,4)| + 2)p) — d)
= (a5 —ai)p.
Teniendo en cuenta que (|P(0,7)|+1))p > d obtenemos facilmente

que las ganancias de intercambiar los jugadores ¢ y j se corresponden
con la férmula (3.5).

Es facil ver que en A) también se verifica (3.5). m

Nota 3.2 En los lemas 3.1 y 3.2 podemos observar que las ganancias de
intercambiar jugadores dependen de la ordenacién o, es decir de la posicion

que ocupan las tareas en el orden o, lo que difiere del caso estudiado en
Curiel et al. (1989).

Teorema 3.2 Sea (N, oq,p,d,c?) una situacion de secuenciacion C2
siendo p; = p y di = d para todo © € N. Entonces & es optimo si y solo se
satisfacen las siguientes condiciones:

Ol&fl(k) 2 O‘&*l(k+1) Z 2 Oéa.fl(n) (36)
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as-1) < @i para todo i € N\ {67 (k),6 ' (k+1),..,6 '(n)}  (3.7)

siendo t(6,6 1 (k — 1)) < d < t(6,6(k)).

Demostracion.

Primeramente mostramos que es necesario que las tareas estén ordenadas
de forma no creciente de sus penalizaciones. Supongamos que & no satisface
(3.6). Entonces existen i, j € N tales que 6(j) = 6(i) + 1, oy < a; siendo
d < t(6,67%(i)). Consideremos el orden 7 definido como 7(m) = &(m) para
todo m € N\{i,j}, 7(:) = 6(j) y 7(j) = 6(i). Entonces del lema 3.2 se
obtiene que

= min {[(a; — ;) (|P(0,8)] + 2)p — d)], ,p(ej — )} > 0

lo que contradice la optimalidad de &.

Supongamos que ¢ no satisface (3.7). Entonces podemos concluir que
existe una tarea i € N\ {5’71(1{7),5'71(]{ +1),....,671(n)} tal que g1y >
;. Consideremos el orden 7 definido como 7(m) = &(m) para todo m €
N\ {1, 6_1(143)}, 7(i) =ky 7(67(k)) = 6(i). Entonces del lema 3.2 obtene-
mos que

= min { [(a&_l(k) — ;) ((|P(o,9)| + 2)p — d) . splag-1() — ai)} >0

lo que contradice la optimalidad de &.

A continuaciéon probamos que es suficiente que las tareas se ordenen
segun (3.6) y (3.7). Consideremos primeramente que en este caso dado que
p; = p para todo i € N tenemos que dado o~ 1(k) € N ,t(co,0 (k) = pk
para cualquier o € II(N). Sea ¢ € II(IV) verificando (3.6) y (3.7) y sea 7 un
orden 6ptimo. Por tanto sabemos que

Oza_fl(k) Z a671(k+1) Z 2 Oéocfl(n)

y ademds az-1(y < ; para todo i € N\ {67 (k),6 7 (k + 1), 0 ()}
siendo k € {1,2,...,n} tal que t(6,6 *(k — 1)) < d < t(6,6 (k). Ademas
como 7 es un orden Optimo sabemos que intercambiando jugadores conti-
guos 7, j que satisfacen a; = ovj con i, j € {77 (k), 7 (k+1),..,7 ' (n)}, 0
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intercambiando tareas en N\ {71(k), 7" (k +1),...,77!(n)} , podemos ob-
tener ¢ a partir de 7, y dichos intercambios no incrementan el coste asociado
con lo que deducimos que & es optimal. m

Nota 3.3 En las dos situaciones de secuenciacion descritas previamente
podemos observar que un orden 6ptimo se puede alcanzar por intercambio
de jugadores contiguos en los que no se producen pérdidas, y de esta forma
se pueden definir unos indices de urgencia como en el caso lineal. Dada una
situacién de secuenciacién C2 (N, a,p,d, c?), si d; = d para todo i € N los
indices de urgencia serian

% si a; = a para todoi € N
u; = ) .
’ «a; sip;=pparatodoi e N

De esta forma las tareas deben ser ordenadas de manera no creciente de sus
indices de urgencia.

3.3 Juegos de secuenciacién con fechas limite

Una vez descritos los algoritmos que nos permiten la obtencién de los érdenes
optimos, surge el problema de cémo distribuir entre los agentes involucrados
los beneficios generados al reordenar las tareas. La definicién del juego co-
operativo que consideramos es exactamente la misma que la dada en Curiel
et al. (1989) tal y como se ha descrito en la seccién 3.1, teniendo en cuen-
ta ahora las funciones de coste que estamos considerando. De esta forma
la funcién caracteristica v del juego de secuenciacién (IV,v) asociado a la
situacién de secuenciacién (N, g, d, p, c) se define como:

v(S) = max{cy,(S) — cx(5)}. (3.8)

o€Xg

Otra forma de interpretar un orden oo € II(N) es a través de la teoria
de grafos. Podriamos considerar oy como un grafo lineal (og(1) — 09(2) —
... —og(n)) y de esta forma los jugadores se podrian comunicar a través del
grafo. Diversos autores han tratado problemas en los que existen dificulta-
des de comunicacion entre los jugadores y por tanto de cooperacion entre
ellos. Myerson (1977), Owen (1986) y Van den Nouweland (1993) estudian
situaciones en las que los jugadores no se pueden comunicar libremente y
describen la restriccién en la comunicacién mediante un grafo no orientado.
En la seccion 1.6.2 de la presente monografia se presentan los principales
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resultados de Myerson (1977) junto con otros problemas que modelizan res-
tricciones en la comunicacién.

Es conocida la descomposicién de un juego en forma caracteristica (N, v)
en funcién de los juegos de unanimidad,

v=Y " Ay(S)us

SCN

siendo A, (S) = Y (=1)*t(T). A estos niimeros se les conoce como divi-
TCcS
dendos de Harsanyi, y verifican que v(S) = >, A, (7).
TCS

A continuacién definimos una clase de juegos que contiene a los juegos
de secuenciacién como un subconjunto propio. Se trata de la clase de jue-
gos 0-normalizados, superaditivos y equilibrados en los que la utilidad que
consigue cada coalicién S se obtiene como suma de las utilidades de todas
las componentes maximales conexas de la coaliciéon S. Formalmente:

Dado o¢ € II(N),un juego cooperativo (N,v) se dice que es un juego
oog—aditivo en componentes si se verifican las siguientes tres condiciones:

e v({i}) =0 para cada i € N,
e v es superaditivo,

e v(S)= > ().

TeS/oo

Teniendo en cuenta la definiciéon de una ordenacién admisible, es facil
comprobar que los juegos de secuenciacion son juegos og—aditivos en com-
ponentes.

Owen (1986) prob6 que en los juegos op—aditivos en componentes si
S no es una coalicién conexa entonces A,(S) = 0, y por tanto sélo es
necesario considerar en la descomposicion de v los juegos de unanimidad de
las coaliciones conexas. La siguiente proposicion especifica el valor de los
dividendos de Harsanyi que acompanan a cada juego de unanimidad de cada
coalicién conexa en la clase de juegos og-aditivos en componentes.

Proposicién 3.1 Sea (N,v) un juego og-aditivo en componentes. El
Juego (N,v) puede ser expresado en funcion de los juegos de unanimidad
Ui flog de la siguiente forma:

v = Z Ik Noo Uk oo
[kllog CN
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donde coeficientes ik 1], ViEnen dados por la siguiente expresion:

Ik loq = U([k> l]ffo) - U([k, l)(fo) - v((kv l]ao) + U((k> l)ffo)'

Demostracion.

Sin pérdida de generalidad consideraremos og = id. Definimos

w= Z Ik, ) Wk, 1]

[k|CN

Sea T' = [i, j] C N una coalicién conexa. Entonces

w(T)

Y 9k

(k1] Cli,g]

2. 2. g

k=i l=k+1

> [o((k, 1) = o((k; 1)) = v((k, 1]) + v((, 1)]

k=i l=k+1
Jj-1 3 Jj-1
Do k) = ok D))= > [k, 1) = v((k,D)]
k=i l=k+1 k=i l=k+1
j—1 j—1
[k, 5]) —v({k}H] = > v((k,J])
k=i k=1

Sea T C N una coalicién cualquiera. Teniendo en cuenta que el juego
(N,v) es op—aditivo en componentes y el anterior resultado tenemos que

o)=Y oS = Y w(S). (3.9)

SeT\og ScT\oo

Como ademss los juegos de unanimidad Uf,1],,, SON oo—aditivos en com-
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ponentes obtenemos

Z w(S) = Z Z I, Uk (S) (3.10)

S€eT\oo SeT\oo \[k,]]CN
= Z 9k, Z upg g (S)
[klCN S€eT\oo
= Z Ik Uik, (1)
[klCN
= w(T).

Combinando (3.9) y (3.10), se verifica que w(T) = v(T). =

Teorema 3.3 Dado (N,v) un juego og—aditivo en componentes, (N, v)
es convexo si y solo si todos los coeficientes lke,t),, SO NO negativos.

Demostracién.
Primeramente mostramos que los juegos de unanimidad son convexos.
Para cada T C N, T # () se deduce que para todo i € N y todo S C N\i

1 siieT, T\iCS
0 en otro caso

ur(SUd) — ur(S) = {

Consecuentemente para todo ¢ € N y todo S1,S2 C N tal que S; C Se C
N\i

uT(Sl U Z) — uT(Sl) < UT(SQ U Z) - UT(SQ)

y por tanto los juegos de unanimidad son convexos. Teniendo en cuenta la
descomposicién dada en la proposicién 3.1 de un juego (N, v) en juegos de
unanimidad es sencillo comprobar que si todos los coeficientes g son no
negativos, el juego (INV,v) es convexo.

Reciprocamente si existiera [k,[] C N tal que 9k, < 0 entonces

U([k7 l]Uo) - U([k7 l)do) - ’U((k, Z]Uo) + U((k7 l)Uo) <0

lo que contradice la definicién de juego convexo. m

Nota 3.4 Como los juegos de secuenciacién son juegos gg-aditivos en
componentes, el comprobar si todos los coeficientes 9lk,1], SOD 1O negativos
nos permite concluir si el juego de secuenciacién es o no convexo.
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Curiel et al. (1993) definen la clase de juegos en los que todos los coefi-
cientes 9lk,l],, SON NO negativos y los denominan juegos og—pairing.

Nota 3.5 Los coeficientes gy, ), se pueden escribir de dos formas:

70

gy = [o(k, 1) = o([k, D)] = [o((k, 1]) = v((k, )]
= [o(k, 1) = o((k, 0)] = [o([k; 1) = v((k, D))

La primera igualdad se puede interpretar de la siguiente manera:
[v([k,1]) — v([k,1))] mide la contribucién del jugador [ (el dltimo jugador de
la coalicién [k, []) si se une al final de la coalicién ordenada [k, ). De la misma
forma, [v((k,!]) —v((k,1))] mide la contribucién del jugador  si se une al
final de la coalicién ordenada (k,l). Por lo tanto, la diferencia nos indica
cuanto contribuye el jugador k£ a la contribucién del jugador [.

La segunda igualdad se puede interpretar de manera analoga, en este
caso describe la contribucién del jugador [ a la contribuciéon del jugador k.

3.4 Propiedades de los juegos de secuenciacion con
fechas limite

En la anterior seccién hemos visto que los juegos de secuenciacién con
fechas limite son juegos og—aditivos en componentes, y por tanto son 0-
normalizados y superaditivos.

Ademas Tijs et al. (1984) probaron que los juegos de permutaciones son
totalmente equilibrados. Es sencillo comprobar que los juegos de secuencia-
cién con fechas limite son un caso particular de estos juegos y por tanto su
ntcleo es no vacio.

En esta seccién estudiaremos con detalle la propiedad de convexidad.
Hemos de tener en cuenta que debido al teorema 3.3 el comprobar la no
negatividad de los coeficientes Ik 1], implica una reduccion significativa en
el nimero de condiciones que necesitan ser verificadas para la convexidad.
Ademés para aquellas coaliciones [k, [|5, tales que og(l) = oo(k) + 1, el coefi-
ciente Ik 1] €S siempre no negativo. Por tanto si el nimero de jugadores es
mayor o igual a 3 deberemos comprobar 3(n — 1)(n — 2) condiciones. Esto
mejora considerablemente el niimero de condiciones calculadas en Zumsteg

n
(1995) que se corresponde con Y (;LL) (gl).Veamos algunos ejemplos que
m=2

utilizaremos mas adelante.
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Ejemplo 3.1 Supongamos que una maquina tiene que realizar cuatro
tareas siendo el orden inicial la identidad (o¢ = id), el vector de tiempos
de proceso p = (300,201,201,100), d; = d = 500 yo; = o« = 1 para i =
1,2,3,4.

En este caso es suficiente calcular los coeficientes gpy 41, 91,3] Y 92,4 Se
puede comprobar que utilizando como funcién de coste el criterio de pena-
lizacién ponderada:

gna =v[L4] —v(1,4] —v[1,4) +v(1,4)=1-1-1+0=-1<0
y, por tanto, el juego no es convexo.

fecha limite

orden inicial

optimo [1,4]

optimo [1,4)

optimo (1,4]

optimo (1,4)

Gréfico 3.7

Ejemplo 3.2 Supongamos que una maquina tiene que realizar tres ta-
reas siendo el orden inicial la identidad, el vector de tiempos de proceso
p = (2,3,1), el vector de penalizaciones o = (4,5,8), y todas tienen la
misma fecha limite d; = d = 3.

A continuacion se calcula de forma detallada los costes asociados a cada
orden utilizando como funcién de coste el criterio de penalizacién ponderada
por el retraso.

o | G (N)

123 34

132 15

213 | 32 (Tabla 3.1)
231 20

312 15

321 | 17
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Por tanto

v[1,3] —v(1,3] —v[l,3) —v(1,3) =

(34—15) — (34 —15)—(34—-32) -0
= -2<0

con lo que concluimos que el juego no es convexo.

Ejemplo 3.3 Supongamos que una méquina tiene que realizar cinco
tareas siendo el orden inicial la identidad, el vector de tiempos de proceso
p=(19,17,16,9,9), d = (20,22,28,35,40), a; = a = 1 para i = 1,2, 3,4, 5,
y la funcién de coste es el criterio de penalizacién ponderada por el retraso.

Este ejemplo pone de manifiesto la dificultar de calcular el orden éptimo
cuando n = 5. El hecho de que no exista un algoritmo en tiempo poli-
nomial hace que cuando el nimero de jugadores se incrementa los cdlculos
computacionales también lo hacen.

Para comprobar la convexidad deberiamos de calcular los coeficientes

91,5], 9[1,4]> 91,3]: 9[2,5]> 9[2,4] ¥ 9[3,5]"

Después de laboriosos calculos se puede comprobar que

g = v[1,5] — v(1,5] —v[1,5) +v(1,5) =21 =21 — 11+ 9= —2 < 0

y, por tanto, el juego no es convexo.

3.4.1 Estudio de la convexidad en los juegos asociados a la
situacién de secuenciaciéon C1

En esta seccién estudiamos la propiedad de convexidad de los juegos asocia-
dos a situaciones de secuenciacién C1.

En la seccion 3.1 ha sido descrito un algoritmo que nos permite obte-
ner un orden Optimo si las tareas estdn inicialmente ordenadas de forma
no decreciente de sus fechas limite. Ademads, los coeficientes Ik 1),, Pa-
ra cada coalicién conexa [k,(],, se pueden obtener aplicando el algoritmo
de la caja mévil de Lawler. La expresion v([k,l]s,) — v([k,1)s,) se puede
calcular facilmente una vez obtenido el orden 6ptimo de [k,1),, y determi-
nando a partir de éste el orden 6ptimo de [k, [],. Similarmente, la expresién
v((k,l]oy) — v((k,1)s,) se puede calcular una vez obtenido el orden 6ptimo
de (k,1)s, y determinando a partir de éste el orden éptimo de (k, ],
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Estas ganancias se pueden escribir como

Aty = V(K log) = v([k, D))
((k, l]ao) - v((kv l)Uo)

Uk lloy =

<

siendo Ik llog = Okllog — Akl

El siguiente lema nos dice que dada una situacién de secuenciacién C1,
en la que los tiempos de proceso son iguales (p; = p para todo i € N), puede
establecerse una relacién entre el conjunto [k, I]—éptimo, Vi, y el conjunto
(k,]—6ptimo, Viky- Ademds, la diferencia de los cardinales de las cajas
moviles es 0 6 1. Esto implica que o bien > p; — > p; = 0 (si ambas

i€G,y 1€G (k1
cajas moviles tienen el mismo cardinal), o bien Y pi— > pi=p (si
1€G Ry €G (1

la diferencia de los cardinales es1).

Lema 3.3 Sea (N, 09, p,d,c') una situacién de secuenciacion C1 donde
p; = p para todo i € N.
Se verifica que para todo k,l € N tal que k <,

‘/(kvl] C ‘/[kvl] (311)
0 < |Gyl = |Gyl <1 (3.12)
Ay — Ak, = 0 (3.13)

Demostracién.

Probaremos el resultado por induccién en el tamano de la coalicién
[k,[]. Sin pérdida de generalidad asumiremos que p = 1. Téngase en cuenta
que en este caso la posicion de cada trabajo en cada orden se corresponde
con su tiempo de finalizacién.

Supongamos que [ = k + 1. Distinguimos dos casos:

o k> dj (el trabajo k no esta en tiempo inicialmente).

Es trivial comprobar que

Vieg+1 = 0,Gppqpy ={kk+1} y app =0, 6
Vieg+ = 1k+1}, Gy =1k} ¥ Qi) = ary1 6
Vikwsy = 1k+1}, Guogsr) = 1k} ¥ appgry = 0.
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Adems3s

Viek+y = 0, Gupyy =1k +1} vy aps =0, 6
Viepry = 1b+1}, Gl =0y a@ptr) = 0.

o k < dj (el trabajo k estd en tiempo inicialmente).

En esta situacién si Vig p11) = 0 tenemos que Gy 1) = {k+1}) ¥y
a(k,k+1] = 0. Ademds

Vikr+ = 1k}, Gy =1k +1} yappe =06
Vikkry = {k+1}, Grrry =1k} ¥ Qi1 = 1 — ag >0,

teniendo en cuenta que todas las tareas tienen el mismo tiempo de
proceso v di < dg1.

Cuando V(g py1] = {k + 1} tenemos que G 1] = 0y agpi1] = 0.
En este caso,

Vieksn = 1k k+ 1}, Goprn] =05 apgyy =0
Es facil comprobar en ambos casos que,

Vikk+1) C Vikkr1)s
0 < |Grpt1)| = |Gepsn] <1y

Ak k+1] — Ak k+1] = 0.

Supongamos que Vi, C Vigs), 0 < |[Girp| = [Grrl] < 1Y appgy —
a(k,y) > 0 para todo r tal que k < r <, y probémoslo cuando r = [.

Por la hipétesis de inducciéon sabemos que

Vikg) € Vikg
0< |G| — |Gupl <1

k) = agkry = 0.
Podemos encontrarnos con dOS Situacionesz

G| = Gl 6 |Grp| =[Gyl +1
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Consideremos primeramente que ’G[k,l)‘ = ’G(k’l)} . Por tanto,
> pi= ) b
iEG[k’l) ’LIGG(]CJ)

Tres casos pueden ocurrir cuando aplicamos el algoritmo de la caja médvil
de Lawler en el paso en el que el trabajo [ se anade a [k,[) para obtener un
conjunto [k, (] —éptimo.

o Si Vigy = Vig,), se verifica que G ;) = Gy U{l}. Teniendo en cuenta
que ‘G[k,lﬂ = }G(k,l) s Vi) C Vigyy v el algoritmo de Lawler, el anadir
el jugador [ afectard en igual medida al conjunto (k,!]—optimal y al
conjunto [k, {]—optimal. Entonces,

Ve = Ve, Gy = Gap YL v apy = agy = 0.
Aplicando la hipétesis de induccién obtenemos que

Ve = Viet) € Ve = Viea

|Giwal = 1G] = [Gpl +1 =G| =1 = [Cup| = [Gup]-
Ademas
a[k’l] - a(k’l] = 0.
De esta manera (3.11), (3.12) y (3.13) se verifican.

o Si Viiy = Vi) U {l},se verifica que Gppy = Gy v apgy = 0 si la
tarea [ estaba inicialmente en tiempo o bien ay, ;) = q; si la tarea [ no
estaba inicialmente en tiempo. Dado que !G[k7l)‘ = ‘G(k,l)‘ ,

Vi) = Vi) U, Gy = Gy ¥ age) = ap-
Por la hip6tesis de induccién (3.11), (3.12) y (3.13) se verifican.

e Si Vi = (VigyU{l})\{m},dondem € Vi) y oy = min {ai | i€ V[k,l)} )
Entonces G, ;) = Gy U{m} y ay) = ay — am. Ahora, dos casos han
de ser tenidos en cuenta,

— Sim € Vigy, entonces Vig ) = (Vi) UL}, Gy = Gy U
{m}y agy = o1 — o = apy).
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— Sim ¢ Vg, entonces Vig ;1 = (Vi) U{1})\{p} donde p € V{3, ;U
{1} € Vigyy U{l} tal que oy < app = min{ay; | i€ Vi U{l}}.
Entonces G ) = Gy U{P} Y agy = u — ap < apy)-

Entonces, por la hipdtesis de induccién (3.11), (3.12) y (3.13) se veri-
fican.

El caso en el que ‘G[k?l)} — ‘G(k?l)} =1, se prueba utilizando argumentos
similares y por ello se omite la demostraciéon. m

Nota 3.6 El anterior lema nos dice que si un jugador [ que no esta en
tiempo inicialmente y lo estd si intercambia con los jugadores de Gy, ), tiene
menos posibilidades de estar en tiempo si intercambia con G4, ;). Cuando en
el algoritmo es necesario que una tarea que estd en tiempo se una a las tareas
de G|y para alcanzar un conjunto [k, []-6ptimo, el hecho de que Vig. ) C Vi
y la seleccion de la tarea permiten concluir que ag ) — ag, > 0.

El anterior resultado no es cierto si los tiempos de proceso no son iguales.
Consideremos el siguiente contraejemplo: N = {1,2,3,4}, 09 = id., p =
(2,2,3,3), d = (2,2,5,7) y a = (5,5,5,3). Entonces, Vo4 = {3} v Vio,q) =
{4}. Ademés Q24— Q(2,4] = 0-3<0.

Teorema 3.4 Sea (N,o0q,p,d,c') una situacion de secuenciacion C1
donde p; = p para todo © € N. El correspondiente juego de secuenciacion
(N,v) es convero.

Demostracion.

Teniendo en cuenta el teorema 3.3 es suficiente probar que Ik lloy = 0
para todo k,l € N tales que o¢(k) < oo(1).

Como una consecuencia directa del lema 3.3 sabemos que, Ik lley =
a[k’l]ao — a(k’” >0. m

og —

Nota 3.7 El ejemplo 3.1 muestra que en el caso de que los tiempos de
proceso no sean iguales, el juego de secuenciaciéon asociado puede no ser
convexo.

3.4.2 Estudio de la convexidad en los juegos asociados a la
situacién de secuenciacion C2

Teniendo en cuenta la obtencion de los érdenes éptimos, analizaremos los
diferentes casos.

Nota 3.8 Dada una situacién de secuenciacién con iguales penalizacio-
nes y tiempos de proceso (a; = o'y p; = p para todo i € N), el juego
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asociado a esta situacién de secuenciacién es el juego nulo (v(S) = 0 para
todo S C N). Es trivial comprobarlo teniendo en cuenta que el orden 6ptimo
se alcanza ordenando las tareas en orden no decreciente de sus fechas limite,
y por tanto el orden de partida og es éptimo ya que ésta era una restriccion
de la que se partia inicialmente.

Nota 3.9 El ejemplo 3.2 muestra que si todas las tareas tienen una
misma fecha limite (d; = d para todo i € N), y los demés elementos que
definen la situacion de secuenciacién son arbitrarios, el juego asociado puede
No Ser convexo.

Nota 3.10 El ejemplo 3.3 muestra que si todas las tareas tienen la
misma penalizacién (o; = « para todo i € N), y los demds elementos que
definen la situacion de secuenciacién son arbitrarios, el juego asociado puede
No Ser convexo.

Procedemos a continuaciéon a demostrar dos casos en los que los juegos
de secuenciacién asociados son convexos.

Teorema 3.5 Sea (N,o0q,p,d,c?) una situacion de secuenciacion C2
donde para todot € N «o; =« yd; = d para todo i € N. El correspondiente
Juego de secuenciacion (N,v) es convezo.

Demostracion.

Teniendo en cuenta el teorema 3.3 es suficiente probar que vl[i,j] —
v(i, j| > v[i,j) —v(i,7) para todo coalicién conexa [i,j] C N.

Sin pérdida de generalidad supondremos que [i,j] = [1,n] = N,o¢ es
la identidad y que 6 (ix) = k (el jugador i, ocupa la posicién k en el orden
6ptimo ). Ademés por el teorema 3.1 podemos suponer que existe un orden
optimo ¢ tal que p;, < pi, < ... < p;, vy por el lema 3.1 las ganancias de
intercambiar dos jugadores contiguos se pueden escribir como

g = [min {[o (t(0,3) — )] ,a (i — py)}].,
Sea (1) = sy 6(n) =t siendo s,t € {1,2,....,n} y s # t. Distinguimos
dos casos:
Sit > s (el jugador n ocupa en el orden 6ptimo una posicién posterior a

la que ocupa el jugador 1).

v[l,n] —v(l,n] =
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= [min {[a (t(o0,1) = d)], ,a (pr —pi)}],
+ [min{[a (t(o0,1) +piy —d)], ,a (p1 _piz)}]+
+ [min {[o (t(00, 1) + pi, +pi, — d)], , (1 _pi3)}]+
+...

s—2
+ | min [a (t(ao, 1)+ sz‘l - d)] y & (pl - pz‘s_l)
=1 +

= [min {[a(t(o0,1) — d)], ,a(p1 —pz-l)}h

s k—2
+Z min o <0(00,1)+Zpil —d>] 706(191 —pik71)
k=3 =1

+ +

+

=v[l,n) —v(l,n).

En el calculo de la anterior expresion se intercambia el jugador ¢ con el
resto de los jugadores hasta que alcanza la posicion s que es la que ocupa
en el 6ptimo. El hecho de que ¢ > s hace que la ultima igualdad sea cierta.

Sit < s (el jugador n ocupa en el orden éptimo una posicién anterior a

la que ocupa el jugador 1).

v[l,n] —v(l,n] =

= [min{[a (t(O'(), 1) — d)]+,06(p1 _pi1)}]+

t k—2
+ Z min [a (t(ao, 1)+ Zpil - d)] o (pr—piy_,)
k=3 =1

+ +

t—1
+ | min [oz (t(ao,l)—i-Zpil —d)] 7a(p1_p’1:t)
=1 +

+

k—2
+ Z min [Oé (t(O’O, 1) + szl - d)] y & (pl - pik71)
=1 +

+

Mientras que

v[l,n) —v(l,n) =
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= [min {[a (t(c0,1) = d)], .a(p —pi)}],

k—2
—{—Z min [O& (t(O'[),l) +szl _d>] »Oé(pl _pik71)
=1 +

k=3 +

s k—2
+ Z min [Oé (t(oo, 1) + Zpu — DPiy — d)] y X (pl _pik,l)
=1

k=t+2 4 +

Facilmente se comprueba que los primeros ¢t — 1 sumandos coinciden, el
sumando t de la primera expresion es siempre no negativo, y el sumando
t + [ de la primera expresién es mayor o igual que el sumando t +1 — 1 de
la segunda expresion para todo !l =1,...,s —t — 1. De esto se deduce que el
juego asociado es convexo. W

Teorema 3.6 Sea (N,o0q,p,d,c®) una situacion de secuenciacion C2
donde p; = p y d; = d para todo © € N. El correspondiente juego de secuen-
ciacion (N,v) es convezo.

Demostracion.

La demostracién procede de manera similar a la dada en el teorema 3.5.

Sin pérdida de generalidad supondremos que [i,j] = [1,n] = N y que
d(ix) = k. Ademads por el teorema 3.2 podemos suponer que existe un orden
optimo & tal que oy, > @y, > ... > «;, y por el lema 3.2 las ganancias de
intercambiar dos jugadores contiguos en el orden o se corresponden con

g5 = [min {[(a; — a3) (|P(o, )| +2)p — )] .plaj — a)}] -

Supongamos que los jugadores 1 y n ocupan las posiciones s y t en
el orden éptimo respectivamente, i.e., 6(1) = s y 6(n) = t siendo s,t €
{1,2,...,n}y s #t.

Distinguimos dos casos:

Sit > s (el jugador n ocupa en el orden 6ptimo una posicién posterior a
la que ocupa el jugador 1).

v[l,n] —v(l,n] =

= [min {{(as, — 1) (|Preq, (1) +2)p = d)] ., p(es, — 1) }]

3 [min {05, 1) (1Pre (D] + o= D], o, — )]
k=3

+

=v[l,n) —v(l,n).
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En el cdlculo de la anterior expresién se intercambia el jugador 1 con el
resto de los jugadores hasta que alcanza la posicién is que es la que ocupa
en el 6ptimo. El hecho de que ¢ > s hace que la ultima igualdad sea cierta.

Sea t < s (el jugador n ocupa en el orden éptimo una posicién anterior
a la que ocupa el jugador 1).

v[l,n] —v(l,n] =

= [min {[(a;, — 1) (IPreq, (1) +2)p — d)] . p(ei, —an)}]

+§jhm{mml—aﬁ«wW%u»+@p—wL4mml—aﬁH+

k
+ [min {[(0, — a1) (1Presy ()] + 1+ 1p— )], plas, — a1},

n Z [min { [(0,_, = 1) (1Preay ()] +B)p — )], ples, —al)}L.

Mientras que

v[l,n) —v(l,n) =

= [min {{(as, — 1) (IPresy (1) + 2)p = d)] ; , p(es, —an)}],

+§jhm{mml—an«wWWuﬂ+mp—@Lﬂmm1—aoH+

k

3
s

+ > Jmin {[(ai,, — ) (1Pregy (] + k= p = )], play,_, —a1) ]|

k

_|_

t+2

Facilmente se comprueba que los primeros ¢ — 1 sumandos coinciden, el
sumando t de la primera expresién es siempre no negativo, y el sumando
t + [ de la primera expresion es mayor o igual que el sumando ¢t 4+ — 1 de
la segunda expresion para todo [ =1,...,s —t — 1. De esto se deduce que el
juego asociado es convexo. MW

Nota 3.11 El problema de obtener el orden éptimo requiere a menudo
calculos laboriosos y resulta en ocasiones computacionalmente “intratable”.
En el caso de que todos los tiempos de proceso coincidan (p; = p para todo
i € N) se puede encontrar en la tesina de licenciatura de Slikker (1993) un
algoritmo de laborioso calculo que permite la obtencién del orden 6ptimo.
En dicho trabajo se comprueba utilizando el citado algoritmo que paran < 4
el juego asociado es convexo, sin embargo dicho algoritmo no proporciona
ventaja alguna para calcular en el caso general los coeficientes gy .

N .
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3.5 Valores para juegos de secuenciacion

El hecho de que el juego asociado a la situacion de secuenciacion sea convexo
nos asegura que el nicleo del juego es no vacio. Seleccionar dentro del niicleo
alguna asignacién en base a ciertos criterios proporciona un reparto de la
ganancia total que pueden alcanzar los jugadores involucrados si cooperan, lo
que supone en este caso reordenarse segin un orden 6ptimo. En esta seccion
estudiamos algunos conceptos de solucién para los juegos de secuenciacion
asociados. En juegos op—aditivos en donde inicialmente se parte de un
orden og, y particularmente en juegos de secuenciacion, ha sido definido un
concepto de solucién (la regla ) introducido por Curiel et al. (1994) que
tiene en cuenta para cada jugador tinicamente dos contribuciones marginales,
la de los predecesores y la de los seguidores. Ademds, en el caso de los
juegos de secuenciacion asociados al criterio de costes lineal en el tiempo,
esta regla de asignacién coincide con la solucién de igual ganancia entre
jugadores contiguos (EGS), y por tanto estd en el nicleo del juego (V,v).
Definimos formalmente la regla 3 del juego og— aditivo (N, v) como:

(v(P(o0, 1) — v(P(00,1))) + e (v(F(00,1),i) —v(F(00,7))) -

ﬁi(Nav) = 2

N =

La siguiente proposicién expresa la regla de asignacién [ y el valor de Sha-
pley en funcioén de los coeficientes g ).

Proposicién 3.2 Sea (N,v) un juego oo—aditivo en componentes. En-
tonces para cada i € N

e La regla de asignacion B se puede escribir en funcion de los coeficientes
Il l]o, de la siguiente forma

1
Bi(N,v) = 3 D Gmiet D s

[m,i]aoc[gal(n,z‘]oo (6,810 C[i,aal(n)]gO

e Ll valor de Shapley se puede escribir en funcion de los coeficientes
k1), de la siguiente forma

Shz(Na U) = Z g[k,l}go(“kal]ao{)_l'
ie[k,l}GOCN
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Demostracion.
Para cada k,l € N tal que og(k) < oo(l)

v(lk, o) — [k, Do) = Y Gmsey = DL Iimisleg

[m,s}oOC[k,l]OO [m,s]oOC[k,l)ao

= Z g[m,l]go

(mul] oy ClRA

v(lk, o) — v((k, o) = > Gmsey = DL Iimsleg

[m,s]UOC[k:,l]UO [m,S]UOC(k,l]UO

= Z g[k:,s]go .

[k,5],0 C LRl

Sustituyendo en la primera expresién k = o 1(1) y I =i y en la segunda
expresion k =iyl = oy 1(n) podemos reescribir la regla de asignacién G tal
y como se enuncia en la proposicion.

Utilizando el hecho de que el valor de Shapley es lineal y satisface las
propiedades de simetria y jugador nulo obtenemos que

Shiw) = Y Gty ShilUpn,,) = Y. G, (K0, "=

ie[k,l]go CN ie[k,l]do CN

3.6 Conclusiones

Los juegos de secuenciacién con fechas limite son otro ejemplo mas en los que
el orden es un elemento inherente al problema que no se puede desvincular
del mismo. En este capitulo han sido estudiadas algunas propiedades de
estos juegos. Hemos visto que son juegos superaditivos, equilibrados y que
en general no son convexos. Cuando la funcién de coste es lineal en el tiempo
es facil comprobar que los juegos asociados son convexos. Sin embargo
al considerar funciones de coste no lineales en el tiempo la propiedad de
convexidad se pierde en el caso general y por ello estudiamos con detalle
diferentes casos en los que esta propiedad se conserva. Una de las principales
aportaciones es la importante reduccién en el nimero de condiciones que
necesitan ser verificadas para la convexidad.

A continuacién presentamos una tabla que resume los resultados obte-
nidos al estudiar la convexidad en los juegos asociados a las situaciones de
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secuenciaciéon con fechas limite utilizando ¢! (funcién de coste de penaliza-
ci6n ponderada) y ¢? (funcién de coste de penalizacién ponderada por el

retraso).
(N,v) ct c
=, pp=p, di = convexo convexo

=, pi=0Dp convexo convexo

o =a,d;=d Nno convexo convexo

pi=p, di=d convexo convexo (Tabla 3.2)

o n < 4 convexo

pi = convexo N> 47
di=d Nno CONvexo Nno convexo
;= no convexo no convexo

Ma3s investigaciones han de ser realizadas para probar la no convexidad
con el criterio ¢? si los tiempos de proceso de todas las tareas son iguales y
hay més de cuatro tareas a realizar; hasta el momento todos los ejemplos
considerados nos inducen a pensar que el juego asociado es convexo pero no
ha sido posible encontrar una demostraciéon de este hecho.

En la dltima parte se indican dos conceptos de solucion para estos juegos,
la regla de asignacion 3 y el valor de Shapley. La solucién de igual ganancia
para jugadores contiguos (EGS) que coincide con la regla de asignacién (3
en los juegos de secuenciacién asociados a situaciones de secuenciaciéon con
funcién de costes lineal ha sido caracterizada axiomaéticamente; sin embar-
go la regla 8 no ha sido hasta el momento caracterizada para los juegos
oo-aditivos ni para las situaciones de secuenciacién que aqui presentamos.
Encontrar pues propiedades que la caractericen serd una labor a desempenar
en el futuro junto con caracterizar al valor de Shapley en este conjunto de
juegos.

Otros propésitos futuros se centran en extender los resultados para los
juegos I'—aditivos en componentes. En Potters y Reijnierse (1995) se puede
encontrar una amplia descripcién de estos juegos que contiene a la clase de
juegos og—aditivos como subconjunto propio.
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