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Prediccién en el modelo de regresién lineal miultiple

( Modelo de regresion W
L Y = Bo+ BXs + o+ BpXp + € ]

Al igual que en el modelo de regresién lineal simple, debemos distinguir dos problemas diferentes:

> Estimar el valor esperado (valor medio) de Y dado que X; = x1, ..., X, = Xp.

E(Y/X1i =x1,...,X, = Xp)

Ejemplo: ;Cudl es el niimero medio estimado de parésitos en las localizaciones con un 85 %
de humedad y temperatura de 20°C?

> Predecir el valor de Y en un individuo para el que se conoce que X; = x1,..., X, = Xp.

Y/X1=x1,...,Xp=xP

Ejemplo: En una zona de clima tropical del sur de Estados Unidos, la temperatura es de 20°C
y su humedad del 85 %, jcudl es el nimero predicho de pardsitos en dicha localizacién?



Prediccién en el modelo de regresién lineal miultiple

‘ Modelo de regresion ajustado |

‘ Y = fo+ BiXe + o+ BXe J

Al igual que en el modelo de regresién lineal simple, debemos distinguir dos problemas diferentes:

> El estimador de la media de Y dado que X; = x1,..., X, = x, sera:

?=E0+E1X1+"‘+B\PXP

Ejemplo: ;Cudl es el nimero medio estimado de parésitos en las localizaciones con un 85 %
de humedad y temperatura de 20°C? El nimero medio estimado serd

25.7115 + 1.5818 - 20 + 1.5424 - 85 = 188.45 parasitos.

> Predecimos el valor de Y en un individuo para el que se conoce que X; = x1,..., X, = Xp
mediante:

V:B\0+ﬂ,\lxl+"‘+gpxp

Ejemplo: En una zona de clima tropical del sur de Estados Unidos, la temperatura es de 20°C
y su humedad del 85 %, jcudl es el ndmero predicho de pardsitos en dicha localizacién?
Predecimos que en dicha localizacién habra

25.7115 4 1.5818 - 20 + 1.5424 - 85 = 188.45 pardsitos.



Prediccién en el modelo de regresién lineal miultiple

( Modelo de regresion ajustado W
L Y = B0+ 56Xt + o 4+ BpX J

Al igual que en el modelo de regresién lineal simple, debemos distinguir dos problemas diferentes:

> El intervalo de confianza para la media de Y dado que X; = xi,..., X, = x, de nivel o sera:

v A~ 2 v A~ 2
(V= ov/AGa, o)t s ¥+ /B0 o)t 8 )

> El intervalo de confianza para el valor de Y en un individuo para el que se conoce que
X1 =x1,...,Xp = xp sera:

(\A’ — &1+ h(xi,... ,xp)t;i/(zpﬂ), Y+61+ h(x1, ... 7Xp)t,:¥,/(2p+1))




Prediccidn en el modelo de regresién lineal miltiple
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Prediccidn en el modelo de regresién lineal miltiple
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Diagnosis y validacién del modelo de regresién lineal miultiple

> Valorar la calidad del ajuste a través, por ejemplo, del coeficiente de
determinacién no es lo mismo que valorar el cumplimiento de las hipétesis basicas
del modelo.

> Las labores de inferencia que realizamos bajo el modelo lineal, tienen sentido
suponiendo que los datos proceden de tal modelo, tal y como se ha formulado,
con todas sus hipdtesis basicas

> Si las hipétesis no se corresponden con la realidad, se pueden estar cometiendo
graves errores en las conclusiones obtenidas de la inferencia basada en el modelo



Diagnosis y validacién del modelo de regresién lineal miultiple

Para llevar a cabo una buena interpretacién de un modelo de regresiéon debemos
acompanar siempre nuestro estudio de la diagnosis y validacién del modelo. Dicha
diagnosis consiste en analizar si se verifican las hipétesis bdsicas del modelo:

>

Linealidad: los parametros y su interpretacién carecen de sentido si en realidad los
datos no proceden de un modelo lineal, situacién en la que adem3s las
predicciones pueden ser completamente equivocadas.

Normalidad de los errores: El modelo de regresiéon lineal asume que la distribucién
de los errores es Normal.

Homocedasticidad: La varianza del error es constante.

Independencia de los errores: Las variables aleatorias que representan los errores
son mutuamente independientes.

Las variables explicativas X1, Xo, ..., Xp, son linealmente independientes.



Diagnosis y validacién del modelo de regresién lineal miultiple

Hipétesis de normalidad

El modelo de regresién lineal miltiple asume que la distribucién de los errores es
Normal. Para estudiar si se verifica esta hipdtesis se pueden realizar graficos de
normalidad o aplicar contrastes de normalidad.

> Graficos de normalidad: histograma, QQ-plot,...

» Contrastes de normalidad: contraste de Kolmogorov-Smirnov, contraste
Chi-cuadrado,...

La falta de normalidad influye en el modelo en que los estimadores no son eficientes y
los intervalos de confianza de los parametros del modelo y los contrastes de
significacién no son exactos.

Gréfico P-P normal de regresion Residuo tipificado Histograma

Variable iente: Recuento Variable dependiente: Recuento

veda - 176615
B Gesigentecs 002

Prob acum esperada
o
Frecuencia

) 02 o i3 o8 o 2 1 H

Prob acum observada Regresién Residuo tipificado



Diagnosis y validacién del modelo de regresién lineal miultiple

Homocedasticidad

El modelo de regresién lineal miltiple asume que la varianza de los errores es

constante (homocedasticidad). Para estudiar si se verifica esta hipétesis se pueden

realizar graficos de residuos.

> Gréfico de residuos frente a las predicciones.

La falta de homocedasticidad hace que no puedan aplicarse los contrastes de
significacion.
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Diagnosis y validacién del modelo de regresién lineal miultiple

Independencia de los errores

El modelo de regresién lineal miltiple asume que los errores son independientes.
> La sospecha sobre un incumplimiento de la independencia suele venir avalada por
la presencia de varias observaciones sobre un mismo individuo o un mismo
colectivo, o por observaciones consecutivas en el tiempo.
> En este caso existen métodos de contraste especificos para detectar una posible
correlacién secuencial entre los errores.

La falta de independencia afecta a la calidad de los estimadores, a los contrastes
individuales sobre los pardmetros (t de Student), a la calidad de las predicciones,...



Diagnosis y validacién del modelo de regresién lineal miultiple

Multicolinealidad

El modelo de regresién lineal miultiple asume que las variables explicativas
X1, X2,...,Xp, son linealmente independientes.

A —1 . . T .
> Recuerda, que 8 = (XtX) X!Y. Si existe relacién lineal exacta entre variables
explicativas, entonces XtX no tiene inversa y no se puede estimar de manera
unica el vector de parametros 3.

» En la practica, aunque no se suele dar una relacién lineal exacta entre variables
explicativas, si que suele ocurrir que existe una cierta relacién entre ellas
(multicolinealidad). En ese caso se puede ajustar y estimar el modelo de regresién
lineal, pero con mucha variabilidad.

» El problema de multicolinealidad se resuelve eliminando del modelo las variables
explicativas dependientes.



Diagnosis y validacién del modelo de regresién lineal miultiple

Multicolinealidad

Se puede detectar multicolinealidad a partir de:
> Grafico de dispersién

» Matriz de correlaciones
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Diagnosis y validacién del modelo de regresién lineal miultiple

Multicolinealidad

Se puede detectar multicolinealidad a partir de los resultados de los contrastes:

Contraste global (F) Contrastes individuales (t) Conclusién
Modelo explicativo Todas las X; explicativas Nos quedamos con
todas las X;

Modelo explicativo

Modelo explicativo
Modelo no explicativo
Modelo no explicativo

Algunas X; explicativas

Ninguna X; explicativa
Alguna o todas las X; explicativas
Ninguna X; explicativa

Nos quedamos con

las X; explicativas

Puede indicar multicolinealidad
Puede indicar multicolinealidad
Modelo no adecuado



Diagnosis y validacién del modelo de regresién lineal miultiple

Multicolinealidad

Se puede detectar multicolinealidad a partir de diagndsticos especificos:

> Factores de inflacién de la varianza (FIV): Como regla general nos deberian
preocupar valores de FIV mayores de 10.

» (ndice de condicién: Si no hay multicolinealidad, estos indices no deben superar el
valor 15. Indices mayores que 15 indican posible existencia de multicolinealidad.
Si los indices superan en valor 30, hay un problema severo de multicolinealidad.

P o ==

Coefiientes de reqresion’| (¢ Ajuste del modelo Coeficientes?
WiEstmadones Gambio en R cuadrado TS s

Intervalos de confianza | [ Desciptios Coeficientes no estandarizados | fipificados Estadisticos de colinealidad

Correlaciones parciales y semiparciales 5 Errortp Beta t sig. Tolerancia Fiv
v T Constante) 75717 14372 1789 EEE)

Residuos Temperatura 1,581 320 447 | 4038 000 873 1145

Durbin-Watson Humedad 1,542 200 700 | 7731 000 873 1445
71 Diagnésticos por caso a Variable dependiente: Recuents

Diagnéstices de colinealidat™

Modelo  Dimensian Proporc ones de Ia varanza
Indice de

Autovalores | condicidn | (Constante) | Temperatura_| Humedad

T T EE 7000 00 o 00

2 032 9548 08 26 02

3 008 25,638 94 03 a7

a. Variable dependiente: Recuento



Seleccién de variables en el modelo de regresion lineal mdltiple

> Generalmente en la practica disponemos de un conjunto grande de posibles
variables explicativas.

> Se trata de determinar qué variables deben entrar en el modelo y cudles no deben
entrar en el modelo de regresién.

» Considerar todos las posibles combinaciones de variables explicativas es inviable
en muchas situaciones pero existen procedimientos para seleccionar las variables
explicativas que deben entrar en el modelo.



Seleccién de variables en el modelo de regresion lineal multiple

Ejemplo: Calor emitido por el fraguado de cemento

Un estudio analiza la relacién entre la composicién de un cemento tipo Portland y el
calor desprendido durante la fase de fraguado. La muestra estd formada por 13
cementos.!

> Y es la cantidad de calor desprendido (cals/gr).

> Las variables X1, X2, X3 y Xa representan el contenido (%) de cuatro
ingredientes activos.

[ *Sinttulod [Conjunto_de_datoss) - PASW Statistis Editor de datos
Archivo  Edicin Ver Datos Iransformar Analzar Grificos Utiidades Ventana Ayuda
SReM e BLANHE B
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y | x| x 3 x4 var
Y 78,50 7,00 26,00 6,00 60,00 =
2 730 10 .00 1500 5200
3 104,30 11,00 56,00 8,00 20,00
s @60 Mo 310 B0 4700
5 95,90 7,00 52,00 6,00 33.00
6 109,20 11,00 55,00 9,00 22,00
7 10270 a0 T 1700 600
8 72,50 1,00 31,00 22,00 44,00
9 93,10 2,00 54,00 18,00 22,00
10 e 2100 400 w0 200
" 83,80 1,00 40,00 23,00 34,00
2 w10 0 a0 1200
13 109,40 10,00 68,00 8,00 12,00
u L
Ry —— I |
[ [PASW Statistics Processor esta listo|

1Woods, H., Steinour, H.H., Starke, H.R. (1932) Effect of composition of Portland cement on heat evolved
during hardening. Industrial Engineering and Chemistry, 24, 1207-1214.



Seleccién

Ejemplo: Calor emitido por el fraguado de cemento

Variables introducidas/eliminadas®

Modelo Variables Variables
introducidas eliminadas Método
[ e ] Tinwoauer |

a. Todas las variables solicitadas introducidas,

b. Variable dependiente: y

de variables en el modelo de regresién lineal miltiple

- 20| B | e ||
5 %° S0 o0
| e S8 &L L
8060 00 #o | © 00w
5 | oa @20 |w
9| o [ o8 o S| Ty
s 800 08 @,
8| Soum, | oae o
IR ENEE
¥ i 2 u u
Correlaciones
¥ i <z E E
] Corelacion de Pearson 1 7 B 535 | 8217
Sig. tilateral 005 o0t 060 o0t
N 13 13 13 13 13
x Caorelacién de Pearson 2 1 R -245
Sig. tilateral 005 453 001 1a
13 13 13 13 13
X2 Caorelacién de Pearson B 229 1 138 | 9737
Sig. bilateral o0t 453 550 0o
N 13 13 13 13 13
X3 Caorelacién de Pearson 535 | -padT -138 1 030
Sig. bilateral 080 001 550 a2t
N 13 13 13 13 13
x4 Corelacién de Pearson | -8217 -245 | a3 030 1
Sig. bilateral o0t 419 000 24
13 13 13 13 13

Resumen del modelo
Modelo | R cuadrada ‘ Errortip. dela
R |Revaorage | comegida estimatidn
[ e [ o] o [ et |
a Variables predictoras: (Constante), xb, 3, x1, X2
ANOvA®
Wadelo Wedia
cuadrados gl cuaraiica F sig
1 Regresion 267,898 0 666,975 | 111479 | 000
Residual 47,884 e 5,083
Total 2715763 12
a. Variales predicioras: (Constarie), x4, x3, k1,42
b_Variable dependiente: y
Coeficientes®
Wadelo Coecieries )
Coeficientes no tipificacos Estadisticos de colinealidad
B Ertartip, Beta t 3ig Toleransia FIV
1 (Canstantz) 62,405 70,071 D ]
x 1,551 45 07 | 2083 071 026 38,498
x 510 24 528 705 501 004 254,423
%3 102 755 043 138 826 021 46,268
xt a4 ;708 160 | 203 B4 004 282,513

= La conlacién es signifcativa al nivel 0,01 {oilateral)

a. Variable dependiente: y




Seleccién de variables en el modelo de regresion lineal mdltiple

> Eliminacién hacia atrds (Backward Stepwise Regression). Se
introducen todas las variables en la ecuacién y después se van
excluyendo una tras otra. En cada etapa se elimina la variable
menos influyente segin el contraste individual (de la t o de la F).

> Seleccién hacia adelante (Fordward Stepwise Regression). Las
variables se introducen secuencialmente en el modelo. La primera
variable que se introduce es la de mayor correlacién (4 o -) con la
variable dependiente. Dicha variable se introducird en la ecuacién
sélo si cumple el criterio de entrada. A continuacién se
considerard la variable independiente cuya correlacién parcial sea la
mayor y que no esté en la ecuacién. El procedimiento termina
cuando ya no quedan variables que cumplan el criterio de entrada.

o)
s ) ) (o) o (o )

> Pasos sucesivos (Stepwise Regression). Este método es una
combinacién de los procedimientos anteriores. En cada paso se
introduce la variable independiente que no se encuentre ya en la
ecuacién y que tenga la probabilidad para F mds pequefa. Las
variables ya introducidas en la ecuacién de regresién pueden ser
eliminadas del modelo. El método termina cuando ya no hay mas
variables candidatas a ser incluidas o eliminadas.

Puedes encontrar los contenidos de este tema desarrollados en el libro “Modelos Estadisticos Aplicados” de Juan M. Vilar Fernandez

(2006). Publicaciones de la UDC.



Seleccién de variables en el modelo de regresion lineal mdltiple

Eliminacién hacia atras (opcién Atras de SPSS)

Variables introducidas/eliminadas®

Modelo | Variables Variables ,
inraducidas | eliminadas Wétoda
1 X4,03,x1,%2° Intraducir
2 wa Hatia atrés
(eriferia: Prab
te F para
sallr = 100)
3 x4 Haia atrés
(eniferia: Prob
de F para
salir>=,100)

a. Todas [as variables solicitadas infroducidas
b Variable dependiente: y

Resumen del modelo

Modelo R cuadradn | Enortip. de la
R Reuadrado | correpida estimatian

1 EZH 982 E 744601
2 801t 982 876 2,30874
3 989° 879 874 240834

a.Varlables predictoras: (Constante), x4, k3, x1,x2
b Variables predictoras: (Constante), x4, x1,x2
c. Variables predictoras: (Constante), 1, x2

ANova?
Modelo We tia
cuatrados ul cuadratica F Sig
1 Regresion 667,899 4 686,975 | 111,479 000
Residual 47,864 8 5983
Total 2715,763 12
2 Regresion 667,790 3 889,263 | 166,832 i
Residual 47973 ] 5330
Total 2715,763 12
3 Regresion 657,859 2 13268929 | 229,504 000
Residual 57,904 10 5,790
Total 2715,763 12
2. Variables predictoras: (Constante), x4, x3,x1,x2
b Varialles predictoras: (Constante), v, x1,x2
©. Variables predictaras: (Constante), x1, x2
o Variable dependisnts: y
Coeficientes®
Madelo Coeflsientes >
Coefisientes no estandarizados |  tipificados Estadisticos de colinealidad
B Errortip Beta t iy Tolerancia FIV
1 (Constantz) 62,405 70,071 891 399
il 1,561 745 507 2,083 071 026 38,496
¥2 510 724 528 705 501 04 254423
el 102 755 043 RES 896 021 45,868
wd - 144 709 - 180 -203 844 04 282513
2 (Constante) 71648 14742 5,066 001
w1 1,452 17 566 | 12410 000 938 1,066
¥2 416 186 430 2,242 052 053 18,780
x4 - 237 73 283 | 1,386 208 053 18,840
3 (Constantz) 52577 2,286 22,998 000
il 1468 An 74| 12105 000 adg 1,055
¥2 662 046 685 | 14242 000 248 1,085

a. Variahle dependiente; v




Seleccién de variables en el modelo de regresion lineal mdltiple

Seleccién hacia adelante (opcién Adelante de SPSS)

Variables introducidas/eliminadas®

Modelo | variable: Variables
infraducidas | eliminadas Método
1 wh acia
gdelante
(criterio: Frob
def para
entrar <=,
050
2 bl acia
adelante
(criterio: Prob
e F para
enfrar <=,
050y
. Variable dependiente: y
Resumen del modelo
Madel R cUadrato | Emortip dela
R R tuadrado | coregida estimatian
1 8312 675 45 896390
2 986 72 267 2,73427

. Variables predictoras: (Constante), x4

b. variahles predictoras: (Constante), x4, x1

ANOVA®
Wodelo Suma We dia
cuatratos ul cuadratica F iy
1 Regresion 1831896 1 1831896 | 22,799 0012
Residual 883,867 " 80,352
Total 2715,763 12
2 Regresion 2641,001 2 1320500 | 176,627 N
Residual 74,762 10 7476
Total 2715,763 12
2. Variahles predictaras: (Constante), xé
b Varialles predictoras: (Constante), v, x1
©. Variable dependiente;y
Coeficientes®
Madel Coefitientes i
Goefitientes no estandarizados | tipificados Estadisticos de tolinealidad
B Errortip Bela t Sig Tolerancia FIV
T (Constants) 117568 5262 33,302 000
x4 -738 RES -8 | 477s 001 1,000 1,000
2 (Constantz) 103,067 2128 48,540 000
4 -614 049 -683 | -12,621 000 240 1,064
X1 1,440 138 563 | 10,403 000 240 1,064

. variable dependiente: y




Seleccién de variables en el modelo de regresion lineal mdltiple

Pasos sucesivos (opcién Pasos sucesivos de SPSS)

Variables introducidas/eliminadas®

Modelo Variahles

Variahles
infroducidas eliminadas Método

1 x4 Por pasns
(criterio’ Prob
de F para

entrar <=,
050, Prob. de
F para salir
==,100)
Porpases
(¢riterio; Prob
de F para

entrar ==,
050, Proh. de
F para salir
>=,100).

a. Yariahle dependiente: y

Resumen del modelo

Modelo R cuadrado | Enortip. de la
R Rcuadrado | correnida esiimarian

1 821° B 845 8,96340
2 9860 a72 967 273427

a. Variahles predictoras: (Constante), x4
b Variables predictoras: (Constante), x4, x1

ANOVA®
Wodelo Suma de Tedla
cuadradas ol cuadrética F Sin
1 Regresion 1831,896 1 1831896 | 22,799 0012
Residual 883,867 1 10,352
Total 2715763 12
2 Regresion 2641,001 2 1320500 | 176,627 000
Residual 74,762 10 7476
Total 2715763 12
& Variables predictoras: (Constante), x4
b. Variables predictoras: (Constante), x4, x1
¢ Variable dependiente:y
Coeficientes®
Madelo Coeficientes "
Coeficientes no estandarizados | - tipificados Estadisticos de colinealidad
& Error fin Bela t Sig Tolerancia FIV
1 (Constantz) 117 568 5262 EFELH] [
4 -738 185 -8 | 4778 001 1,000 1,000
2 (Constants) 103,07 2,128 48,500 000
t -614 49 683 | 12621 000 240 1,064
%1 1,440 138 563 | 10,403 000 340 1,064

a. Variahle dependiente; y




