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Tema 4. Analisis multivariante de la varianza

4.1. Presentacion del modelo.

Se trata de comparar las medias de I poblaciones normales multivariantes independientes y con
matriz de dispersién comun.

Consideremos I muestras independientes

Yii. Yia .-+ Yi,, deunapoblacion Ng(ui,X)
Y21 Yég e YQ no de una poblaci()n Nd(,u,g, E)
Y Y .-+ Yr,, deunapoblaciéon Ng(ur,X)

Cada una de las I muestras esta formada por variables independientes y con la misma distribu-
ciéon. Se trata, por tanto, de I muestras aleatorias simples. Ademas se supone que las I muestras
son, entre si, independientes.

Noétese que a las medias se les permite ser distintas, pero las varianzas se suponen todas iguales.
Por suponerse las varianzas iguales diremos que el modelo es homocedastico.

La tnica diferencia respecto del modelo univariante de analisis de la varianza radica en que las
variables Y;; ahora pueden ser vectores.

4.2. Descomposiciéon de la variabilidad. Contraste de igualdad de medias.

Podemos expresar este modelo en la forma del modelo lineal general multivariante asi:

1

v, : Ui,
| ! ;
Yl?/u 1 Ul/m
Yi : W Un
. - / .
: Mo :
= 1 +
Y1, : Uln,
: 1y :
Y Un
. 1 .
Y]/TL[ : U}TL]
1
Los paradmetros de este modelo, que son los I vectores de medias uy, ..., iy, se pueden estimar
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por minimos cuadrados mediante el procedimiento general del modelo lineal, donde ahora

ni
> Y
ni 7=1
N9 ,
Y2 .
X'X = " X'y = Z:]
Ij
j=1
Y entonces B
Yi,
—1 YQIQ
(X'X)" X'y =
Y,

por lo que las medias muestrales resultan ser los estimadores bajo este modelo.

Ahora planteamos el contraste de la igualdad de todas las medias, esto es, el contraste de la
hipétesis nula:

Ho:pp=po=-=mus
Esta hipotesis se puede formular de modo equivalente asi

1 — pr = pg —piy == py—1 —py =0

lo cual admite esta forma matricial

1 -1 uil
1 -1 Ho

AB = - Sl =0 (4.1)
1 1 1y

Bajo esta restriccion lineal, que reduce los pardmetros a una tnica media comin p, podemos
considerar el nuevo modelo con ese Gnico pardmetro que se estimarfa mediante la media global:

T DICER SRS

1”11‘1] 1

El contraste de la hipétesis de igualdad se puede llevar a cabo por el método basado en la A de
Wilks, que compara la matriz de covarianzas de los residuos bajo el modelo general y bajo la
hipétesis nula. Asi, si la hipdtesis nula es cierta, el estadistico de contraste verifica

_ B
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siendo E la matriz de covarianzas de los residuos bajo el modelo general y Ey = E+ H la matriz
de covarianzas de los residuos bajo la hipétesis nula, p el nimero de pardmetros independientes
bajo el modelo general y p — ¢ el nimero de pardmetros independientes bajo la hipétesis nula.

Esto da lugar a una descomposicién de la matriz de covarianzas, que en este caso se suele
representar mediante la llamada tabla del analisis multivariante de la varianza o tabla MANOVA:

Fuente de variacion Matriz de covarianzas Grados de libertad
I n;
Entre poblaciones H = Z Z (}71. — }7..) (}71. — }7..)/ I—-1
Z:]l ]:1/1 ) ) ;
Error E=>"%"(Yy—Ya) (Vi — Vi)' Y (ni—1)
i=1 j=1 i=1
I n; I
Total EH :ZZ(}/U —}7..) (Y%j-?..)l Zni—l
i=1 j=1 i=1

Observamos que esta tabla no es mas que una extension de la tabla ANOVA al caso multivariante.

Asi, como

H ¢ Wisharty(3,1 —1)
E ¢ Wisharty(X,n— 1)

y ademas son independientes, tenemos que

£
———cAd, T -1,n—-1
|E+ H| ( )
El sentido comun nos invita a rechazar la hipétesis nula cuando la variabilidad proveniente de
las diferencias entre poblaciones (que medimos mediante la matriz H) sea grande comparada con
la proveniente del error (medida por E).

Por tanto, rechazaremos la hip6tesis nula cuando el estadistico |E|/|E+ H| tome un valor menor
que el cuantil « de la distribucion A(d, I — 1,n — I), siendo « el nivel de significacion fijado de
antemano.

Al igual que en el modelo lineal general multivariante, aqui también podemos plantear el pro-
cedimiento de unién—interseccién para el contraste de la hipétesis nula de igualdad de todas las
medias. En ese caso, el estadistico de contraste seria

Pmax = méaximo autovalor de H E~!

y rechazaremos la hipétesis nula cuando @max > Pmax,o Siendo Gmax o €l cuantil 1 — a de la
distribucién de ¢ ax.

Ejemplo 4.1 Sobre los datos de los lirios de Fisher, vamos a efectuar el contraste de igualdad
del vector de medias para las tres especies. Lo haremos suponiendo que cada individuo tiene
distribucion normal multivariante, las muestras son independientes y tienen la misma matriz de
COVATIANZAS.
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4.3. Comparaciones miltiples.

Para un modelo lineal general tenemos

P {a’ABb € <a’AEb - \/ bmaxad A (X' X) ™" Alab/ ED,

a' ABb + \/ Gmax.at’ A (X' X) 7! A’ab’Eb> Va, b} =1-a

obteniendo asf un conjunto de intervalos de confianza simultaneos para a’ ABb, con nivel de
confianza 1 — a.

En nuestro caso, las matrices A y B se encuentran en la expresion (4.1) y entonces

(= pur)’
(2 — pir)
adAB = (aj,az,...,a;1)" :
(r—1 — pr)’

I
= ay(p —pr) +ag (pe —pr) + -+ ar—1 (o1 — pr) = Z cilt;
i=1

siendo ¢; = a; Vie {l,...,] =1} yc; = —Zf;ll a;. De este modo, pasamos de considerar
. . . . T
cualquier vector a a considerar cualquier vector (ci,...,cr) que verifique Y, ¢; = 0.
De igual modo,
I
a'AB = g ciYiy
i=1

A continuacion observamos que

I-1

/

A= al,...,aj,l,—g a; | = (c1y...,¢1)
i=1

de modo que

1/”1 C1 I

— C
dA(X'X) 1A'a:(cl,...,c[)- . : :E -
1/ny cr i=1

Luego, nos queda el siguiente conjunto de intervalos de confianza simultaneos

I I I I
Y Vb — | bmaxa (Z fj) b'Eb,;ch’.H Pmaxa (Z fj) b Eb

=1 i=1 1=1
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I . L ) .
para y ., ¢;/;b con nivel de confianza 1 —«. El vector (c1,. .., ¢r) indica qué poblaciones vamos
a comparar, mientras que el vector b indica qué componentes del vector respuesta Y vamos a
utilizar para la comparacion. De nuevo, ¢max.q €s el cuantil 1 — « de la distribucién de ¢max.

Asi, si tomamos ¢, =1, ¢cs =—1y¢;=0sii#r,i# s, quedando el vector
(0,...,0,1,0,...,0,-1,0,...,0),y bj =1, b, = 0si k # j, para obtener b = (0,...,0,1,0,...,0),
entonces

<(Yro_}/so)/bi\/¢max,a <;+1> b/Eb> r,s € {1,,]} j € {1,,d}

r ns

es un conjunto de intervalos de confianza simultianeos para la comparaciéon de las poblaciones
r—ésima y s—ésima en cada una de las componentes del vector Y.

Notese que en este caso b'Eb es la suma de cuadrados de los residuos relativos a la componente
j—ésima. En general, i’ Eb es la evaluacion de la forma cuadratica E en el vector b, y contiene la
suma de cuadrados de las combinaciones lineales de los residuos segun el vector b.

Ejemplo 4.2 Sobre el ejemplo de los lirios, vamos a efectuar las comparaciones miltiples de los
vectores de medias de cada especie.

4.4. MANOVA con dos factores de variacion.

Hasta aqui hemos considerado la comparacién de poblaciones clasificadas segin un tnico criterio.
En esta seccion suponemos que hay dos factores: A y B. Del factor A podemos distinguir I niveles,
mientras que en el factor B podemos encontrar J niveles. En cada una de las I - J posibilidades
realizamos K observaciones de un vector aleatorio Y. El objetivo serd estudiar la influencia de
los factores A y B, o de su interaccion, en la media del vector Y.

Asi, planteamos el siguiente modelo:
Ejk:u+ai+ﬁj +r7ij+Uijk ke {1,,K} 1€ {1,,[} jE€ {1,,J}

siendo Ujjr, € N4(0,%). El parametro p representa la media global, los pardmetros o; representan
el efecto principal del factor A, los parametros 3; representan el efecto principal del factor B y
los pardmetros ;; representan la interaccién de los factores A y B. Ademaés verifican

I J I J
Zai = Zﬁj = Z%’j = Z%‘j =0
i=1 j=1 i=1 j=1

Este modelo también se puede ver como un caso particular del modelo lineal general multi-
variante. Asi, aplicaremos los resultados conocidos para el modelo lineal general, tanto en lo
relativo a la estimacién por minimos cuadrados de los pardmetros como en lo concerniente a
contrastes de hipotesis referidas al modelo.

En este sentido planteamos hipétesis del tipo:
Hy : o4=0W
Hg : B;=0Vj
Hap : 7vi; =0 Vi, j
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que se estudian en base a la siguiente descomposiciéon de la variabilidad, mediante lo que lla-
maremos tabla MANOVA II:

Fuente de variacion Matriz de covarianzas Grados de libertad
T
Factor A HA = JKZ (}71‘.0 - Yooo) (Yioo - Yooo)/ I-1
i=1
J
Factor B Hp =IK>" (Yajo — Yass) (Yojo — Yeus)’ J—1
=
Interaccion Hup = KZ Z (Zj. —VYieo — Y.j. + }7...) (I-1)(J-1)
i=1 j=1
X (}_/2]. - }71'.. - ﬁjo + Yooo)/
I J K B B
Error E = Z Z (Yije — Yijo) (Yije — Yijo)' IJ(K —1)
i=1 j=1 k=1
T J K
Total Z Z Z (E]k‘ - }7.00) ()/Z]k) - onoo), IJK —1
i=1 j=1 k=1

De este modo la hipdtesis H4 : a; = 0 Vi se contrasta en base al estadistico

E|

— =L e A, T-1,1J(K —1

la hipétesis Hp : 3; = 0 Vj se contrasta en base al estadistico

E|

———— e Ad,J-1,I1J(K -1

y la hipotesis Hap : 755 = 0 Vi, se contrasta en base al estadistico

|E|
——— e Ad,(I-1)(J-1),IJ(K -1
By €M@ - DU ). LK - 1)
Ejemplo 4.3 En una especie de cesped, denominada Paspalum, se estd investigando el efecto que
experimenta al ser infectada con un hongo. Al mismo tiempo se tiene en cuenta la temperatura,
dentro de un diseno con cuatro valores diferentes: 14,18,22,26°C. En cada realizacion del
experimento se miden tres variables:

Y1 = El peso fresco de las raices (medido en gramos)
Yo = La longitud mdzima de las raices (medida en milimetros)
Ys = El peso fresco de las hojas (medido en gramos)

Los datos se encuentran en el fichero "temajejemplo3.tat”. Vamos a contrastar el efecto del
tratamiento con hongos, el efecto de la temperatura y lo posible interaccion entre ambos efectos.
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Comparaciones miiltiples

Con la misma forma de proceder que en el MANOVA con un factor de variacion, vamos a obtener
intervalos de confianza simultaneos para combinaciones lineales de los parametros de este modelo.
Lo haremos con los efectos principales del factor A.

La hipoétesis Ha se puede expresar en cualquiera de estas formas equivalentes:

o =ap=-=a=0 <= [i1e = fize =" = [i]e
< [le — Hle = [12¢ — fife ="+ = [i(_1)e — ATe =0
ﬁ,lo_ﬂ/[o
=/ =/
Hoe — My
— AB= T =0

la/([_l). - ﬂ/I.

Razonando igual que en el MANOVA I, llegamos a
I
aAB = Z CZ',L_L;.
i=1

con Zi[:l ¢i = 0. De igual modo, d/AB = Zle Yl

ee- Finalmente, obtenemos el siguiente
conjunto de intervalos de confianza simultaneos

1 ~ 1 2 1 ~ 1 2
Z Cﬂ/i..b - Qbmax,oa (Z JC}(> blEb’ ; Ci}/;iob + ¢max,a (Z JC}{> V'Eb

=1 =1 1=1

para Zle cifityb con nivel de confianza 1 — o, siendo @max,q €l cuantil 1 — a de la distribucion
del autovalor mas grande de H4E~!.

4.5. Diseno por bloques aleatorizados.

Queremos estudiar el efecto de ciertos tratamientos sobre un vector aleatorio, pero en la ex-
perimentacién debemos tener en cuenta la presencia de otro efecto debido a una variable de
tipo bloque. Para ello, elaboramos un diseio experimental en el que cada tipo de tratamiento
se observard en cada nivel de la variable bloque. No consideramos replicacion. Como resul-
tado obtenemos los vectores aleatorios: Y;; que representa el vector aleatorio observado bajo el
tratamiento i—ésimo y en el bloque j—ésimo. Adoptamos el modelo siguiente:

Y%j:/L—FOéi—I—ﬁj—l-Uij iE{l,...,[}jE{l,...,J}

siendo U;; € Ng(0,). El parametro p representa la media global, los pardmetros a; representan
el efecto del tratamiento y los parametros (3; representan el efecto bloque. Observamos la gran
semejanza con el modelo MANOVA II anterior, del que se diferencia en la ausencia de replicacion,
lo cual impide la estimacion de interacciones. Ademés, en el presente modelo distinguimos entre
los tratamientos, que constituyen el objetivo primordial del estudio, vy la variable bloque, que se
considera tinicamente para controlar su efecto sobre la variable respuesta.
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Se verifica

Este modelo también se puede ver como un caso particular del modelo lineal general multi-
variante. Asi, aplicaremos los resultados conocidos para el modelo lineal general, tanto en lo
relativo a la estimacién por minimos cuadrados de los parametros como en lo concerniente a
contrastes de hipétesis referidas al modelo.

En este sentido planteamos hipétesis del tipo:
Hr : o;=0 Wi
Hp : B;=01Y)

que se estudian en base a la siguiente descomposicién de la variabilidad:

Fuente de variacion Matriz de covarianzas Grados de libertad
T
Tratamientos Hr = JZ (YZ. — }7..) (}72. — 17..)’ I-1
i=1
J
Efecto Bloque Hp = IZ (Y.j — Y..) (Y.j — }7..)/ J -1
7
Error E:ZZ(Y}*YZ‘.*KJ'JrY..) (I-1)(J—-1)
i=1 j=1
X }/Z] — _z. - Y.] + ?oo)/
I J
Total DD (Yig = Yao) (Yij = Yao) 1J—1
i=1 j=1

De este modo la hipétesis Hr : a; = 0 Vi se contrasta en base al estadistico

UE’fHT! eA(d,I—1,(I—1)(J—1))

y la hipotesis Hp : 3; = 0 Vj se contrasta en base al estadistico
L eNd,J-1,(I-1)(J—-1))
|E + Hp|
Ejemplo 4.4 En las islas Cook se realizé un experimento en bloques aleatorizados para estudiar
el efecto de seis tratamientos para combatir un pardsito de las plantas de las alubias. Se midieron
tres variables

Y1 = El nimero de pardsitos por hoja)
Yo = El peso de las alubias por planta (medido en kilogramos)
Yy = sen! (\/p) , donde p es la proporcion de hojas infestadas con el pardsito

Los datos se encuentran en el fichero "temajejemplod.txt”. Vamos a contrastar si hay diferencias
entre los tratamientos.
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Comparaciones miiltiples

También podemos considerar intervalos de confianza simultdneos para combinaciones lineales
de los pardametros de este modelo. Asi, podemos obtener el siguiente conjunto de intervalos de
confianza simultaneos

1 1 1 1
D ciVieb = | fmaxa (Z Cj) b/Eb’izlciYil'H Pmaxa (Z Cj) V' Eb

i=1 i=1 i=1

para Zle cifityb con nivel de confianza 1 — o, siendo @max,q €l cuantil 1 — a de la distribucion
del autovalor mas grande de HpE~1.
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