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EDITORIAL

EDITORIAL

Francisco Marcellan

Secretario General de Politica Cientifica y Tecnoldgica
Ministerio de Educacién y Ciencia

Agradezco la oportunidad que me brinda el Bo-
letin de la Sociedad Espanola de Estadistica e In-
vestigacion Operativa para reflexionar e inducir un
debate colectivo sobre los retos centrales que debe
abordar nuestro sistema de ciencia y tecnologia en
un futuro inmediato.

Disponemos de una Estrategia Nacional de
Ciencia y Tecnologia, que en el horizonte de 2015
pretende alcanzar seis grandes objetivos:

1.- Posicionar a nuestro pais en la vanguardia
del conocimiento.

2.- Incrementar la solidez y competitividad de
nuestro tejido empresarial.

3.- Consolidar la articulaciéon de nuestro siste-
ma en base a la imbricacién y coordinacién de los
agentes del mismo, en particular en el marco inter-
ministerial y en la relacién Administracién General
del Estado y Comunidades Auténomas.

4.- Potenciar la dimensién internacional de la
ciencia y la tecnologia espanolas.

5.- Disponer de un entorno favorable para la in-
versién en Investigacién, Desarrollo e innovacién.

6.- Crear las condiciones adecuadas para la di-
fusién de la Ciencia y la Tecnologia entre nuestros
ciudadanos.

Sin embargo, debemos abordar importantes
cambios estructurales que requieren una respuesta
rapida a los retos de un sistema consolidado pero
que dispone de instrumentos inadecuados. En pri-
mer lugar, la necesaria actualizacion de la Ley de la
Ciencia de 1986, motor en su momento del gran im-
pulso reformista en nuestras estructuras, pero que
debe adecuarse a una realidad cambiante y sobre
todo proyectada hacia el futuro. Senalaria como ele-
mentos centrales:

1.- La definicién de una trayectoria investiga-
dora, con etapas delimitadas en el tiempo, con una
retribucién adecuada a la realidad internacional que
facilite un trabajo digno y reconocido socialmente
no soélo a los investigadores sino también al personal
de apoyo en gestion y a los técnicos.

2.- Nuevas estructuras de asentamiento de los
investigadores tanto en el sector piblico como en

el privado, caracterizadas por su agilidad en la ges-
tién, rigor en la evaluacién de sus politicas, com-
promiso con la excelencia y el impacto econémico y
social de la ciencia y tecnologia en el bienestar de
los ciudadanos.

3.- Esquemas de financiacién que contemplen el
trabajo de los investigadores individuales, el de los
grupos consolidados y emergentes, el de las institu-
ciones tanto a nivel macro como micro sobre la base
de un principio de transparencia en la rendicién de
cuentas y de la confianza en el desarrollo de su ca-
pacidad auténoma para definir sus propias lineas de
actuacion.

4.- Medir a los investigadores de acuerdo con sus
capacidades, su vinculacién a las directrices estra-
tégicas de los centros de investigacién en los que
trabajan sobre la base de excelencia en sus resul-
tados, su capacidad formativa, la de transferencia
y la de divulgacién a un puablico usuario intensivo
de ciencia y tecnologia en su vida cotidiana pero
desconocedor de la raiz intelectual de la misma.

5.- Apoyar un sistema educativo que en sus eta-
pas no universitarias debe estimular la pasién por
el conocimiento, el descubrimiento y la experimen-
tacion. Legitimar y reconocer el valor del profeso-
rado de esos niveles escolares como dinamizador del
aprendizaje cientifico y técnico.

6.- Mejorar sustancialmente la coordinacién en-
tre los diferentes gestores de los programas de cien-
cia y tecnologia, favoreciendo una comprension glo-
bal del mismo y evitando la compartimentacion sui-
cida de la actividad de apoyo a la gestion.

7.- Estabilizar la financiacién sobre una base sos-
tenida y sostenible, priorizando acciones de riesgo
basadas en la evaluacién de oportunidad y la capa-
cidad de los grupos para abordarlas.

8.- Crear un organismo de evaluacion, financia-
cién y prospectiva, contemplado en la Ley de Agen-
cias, que integre actuaciones y facilite el trabajo a
los usuarios y agentes de nuestro sistema, asentado
en principios de profesionalidad, eficacia, eficiencia,
transparencia y flexibilidad en la gestion.

9.- Apoyar los canales de divulgacion de la Cien-
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cia y Tecnologia a través de redes de museos pero
también a aquellas revistas cientificas que contri-
buyen a consolidar las diversas comunidades tema-
ticas. Su proyeccién internacional es un elemento
clave para visibilizar nuestros cientificos y sus re-
sultados.

10.- Favorecer e impulsar la presencia de inves-
tigadores espanoles en los centros de decision de las
politicas no sélo a nivel europeo sino en ambitos
mas extensos. Reconocimiento de esa presencia co-
mo estratégica para los intereses de nuestro pais.

Todos estos requisitos implican compromisos in-
dividuales y colectivos, de instituciones como las
universitarias, que deben explicitar de una mane-
ra mas clara sus objetivos en materia de investiga-
cién, de sociedades cientificas que deben articular
sus respectivas comunidades para estructurarse co-
mo auténtica sociedad civil, por investigadores que
deben abordar la necesidad de salir de sus labora-

torios y despachos para mostrar la necesidad del
apoyo social a su actividad, de organizaciones po-
liticas y sociales que deben apoyar el papel de la
Ciencia y la Tecnologia como identidad colectiva al
margen de disputas coyunturales sobre los modelos
a seguir y, en ultimo lugar, de una Administracion
facilitadora y dinamizadora de la capacidad creativa
de nuestros cientificos y emprendedores.

El gran esfuerzo realizado en los tltimos veinte
anos por situar la Matematica y, en particular, en
el campo de la Estadistica y la Investigacion Ope-
rativa, como ciencia de vanguardia de nuestro pais,
atendiendo no sélo a cifras de productividad cuan-
titativa sino también desde el punto de vista de im-
pacto cientifico y social, debe ser reconocido por
nuestros ciudadanos y también por los gestores de
las politicas de Ciencia y Tecnologia como un valor
preferencial.
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Ignacio Garcia Jurado
Departamento de Estadistica e Investigacion Operativa
Universidad de Santiago de Compostela

Como sabéis, un nuevo equipo se ha incorporado
a la direccién de nuestra sociedad en septiembre de
2007. Normalmente, un nuevo equipo trae consigo
nuevos proyectos, y éste también es nuestro caso.
Nuestros proyectos no pretenden aportar grandes
cambios a la SEIO, pero si consolidar y reforzar
aquellas actividades que ésta ya realiza con éxito
(las revistas, los congresos, el boletin, la represen-
tacion de los socios en organismos e instituciones
nacionales e internacionales, la difusién de la infor-
macion a través de la web), y también lanzar nuevas
lineas de actuacién. En este tltimo sentido preten-

demos, por ejemplo, poner en marcha actividades
de cooperacién internacional, buscar nuevas fuentes
de financiacion, o llevar a cabo algunas iniciativas
de divulgacion de la estadistica y la investigacién
operativa. También deseamos implicar mas a los so-
cios en la vida de la sociedad, tratando de que ésta
sea mas activa y pueda producir respuestas rapidas
a los desafios que se nos presenten. Esperamos po-
der alcanzar algunos de nuestros objetivos. Para ello
necesitamos vuestra ayuda, vuestras sugerencias y
vuestra critica constructiva. Nosotros aportaremos
nuestro trabajo ilusionado.
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1. ARTICULOS DE ESTADISTICA

A PRESENT OVERVIEW ON FUNCTIONAL DATA ANALYSIS

Manuel Febrero Bande*
Dpto. de Estadistica e Investigacién Operativa
Universidad de Santiago de Compostela

Abstract

In this work, a general overview on the state of the art in functional data analysis (FDA) is given.

After an essentially historical introduction, the basic concepts in FDA are defined in the Section 2.

The third section is devoted to some comments on several recent and interesting works for exploratory

functional data analysis, regression with functional variables and other techniques.

Keywords: Functional Data Analysis, Functional Linear Regression, Functional Space.

1. Introduccion

En los dltimos tiempos la computacion aplicada
a diversas areas ha provocado un cambio tecnolégi-
co muy importante. Este cambio tecnolégico viene
de incorporar equipos de medicién mas rapidos y
precisos que son capaces de proporcionar informa-
cién mas fiable y més rapidamente. Esta evolucion
tecnoldgica cambia o cambiara algunos de los para-
digmas en los que se ha basado la estadistica clésica,
por ejemplo, el paradigma de que en un conjunto de
datos siempre el nimero de datos es mayor que el
ntmero de variables. En muchas areas se ha em-
pezado a trabajar con grandes bases de datos, que
cada vez con mas frecuencia, corresponden a ob-
servaciones de una variable aleatoria tomadas a lo
largo de un intervalo continuo (o en discretizaciones
cada vez mas extensas de este intervalo continuo).
Asi, por ejemplo, en campos como la espectrome-
tria, el resultado de la medicién es una curva que
representa a la muestra concreta que al menos se
ha evaluado en una centena de puntos. Este tipo
de datos, que llamaremos datos funcionales, sur-
gen de manera natural en muchas disciplinas. En
Economia podriamos hablar de curvas intra-dia de
cotizaciones en bolsa, en Ingenieria podriamos ha-
blar de curvas minutales de produccién o demanda
eléctrica, en Medio Ambiente se dispone de medi-
ciones continuas de redes de vigilancia atmosférica,
fluvial o meteorologica y es bien conocido el auge
del reconocimiento de imégenes o de la informacién

*Corresponding Author. E-mail: mfebrero@usc.es

espacial. Ante estos nuevos retos surge como res-
puesta la estadistica de datos funcionales que ori-
ginalmente identificaba dato funcional con funcién
en un intervalo continuo.

Basicamente, los problemas a los que se debe
enfrentar la estadistica con datos funcionales res-
ponde a las mismas necesidades que la estadistica
clasica. Estos se podrian categorizar de la siguiente
manera:

e Explorar y describir el conjunto de datos
funcionales resaltando sus caracteristicas méas
importantes.

e Explicar y modelar la relacién entre una va-
riable dependiente y una independiente (mo-
delos de regresion)

e Métodos de Clasificacion Supervisada o no
Supervisada de un conjunto de datos respecto
a alguna caracteristica.

e Contraste, validacion y prediccion.

Sin duda alguna, el libro que més ha contribui-
do a popularizar las técnicas estadisticas para da-
tos funcionales es el de Ramsay y Silverman [18]
(en adelante RS2002) cuya primera ediciéon de 1997
trata muchos de los problemas basicos de la esta-
distica funcional con un lenguaje muy asequible di-
rigido tanto a investigadores del area de estadistica
como de otras areas. A este libro le sigue otro de
caracter muy aplicado [19] donde se explora el uso
de las técnicas en conjuntos de datos interesantes.
En ambos casos todas las técnicas incluidas estan
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restringidas al espacio de funciones L? que como
veremos mas adelante es un espacio con caracteris-
ticas especificas que lo hacen especialmente trata-
ble. La pagina web http:/ /www.functionaldata.org/
mantenida por Jim Ramsay puede ser un buen co-
mienzo para familiarizarse con su trabajo. El otro
hito bibliografico relevante es el reciente libro de
Ferraty y Vieu [15] (en adelante FV2006) donde
se tratan los datos funcionales desde un punto de
vista no paramétrico y se establecen marcos teéri-
cos apropiados para su tratamiento. En este caso,
el planteamiento es méas general, considerando es-
pacios funcionales normados o semi-normados que
en algunos casos pueden ser méas apropiados para
describir la realidad. Estos autores forman parte
del grupo francés STAPH que mantienen la pagina
http://www.lsp.ups-tlse.fr/staph/ donde se puede
encontrar méas informacion sobre sus actividades y
trabajo. Por supuesto, el nimero de articulos dedi-
cados al tema en los ultimos anos es muy impor-
tante. Una btisqueda en scholar.google.com con la
frase exacta "functional data analysis"proporciona
més de 1800 resultados y si nos restringimos a en-
tradas posteriores al 2003 aparecen més de 900. El
libro de Ramsay y Silverman ha sido citado segin
esta herramienta mas de 800 veces.

2. ;Qué es un dato funcional?

Seguiremos la definicion de FV2006 por su ge-
neralidad y facilidad de comprension.

Definicion 2.1. Una varieble aleatoria X se di-
ce que es una variable funcional si toma valores en
un espacio funcional € (Espacio normado o semi-
normado completo)

Definicion 2.2. Un conjunto de datos funcionales
{X1,..., X} es la observacion de n variables fun-

cionales Xy, ..., X, identicamente distribuidas.

Estas definiciones se pueden aplicar a muchos ti-
pos de espacios. En particular, RP con las métricas
usuales es un espacio funcional y por tanto puede
deducirse que toda técnica que se desarrolle para
datos funcionales puede ser aplicada con ciertas ga-
rantias en el entorno multivariante. El espacio mas
comunmente usado cuando se habla de datos fun-
cionales es el espacio L2[S], esto es, las funciones de
cuadrado integrable en el intervalo S = [a,b] C R.
Desde un punto de vista méas general podemos te-
ner datos funcionales en la familia: LP[S, u] = {f :

S — R tal que [|f(t)[Pdu < oo}, donde (S,pu) es
un espacio de medida y 1 < p < oo. Estos espa-
cios son semi-normados salvo el caso p = 2 que
es el tnico de esta familia que es un espacio de
Hilbert separable. Cuando se desarrolla una nueva
técnica para datos funcionales la primera preocupa-
cion es siempre determinar en qué espacio funcional
vamos a trabajar. Esto determinara decisivamen-
te el conjunto de herramientas que podremos usar.
Una preocupacién similar la tendremos al aplicar
una técnica de datos funcionales a un conjunto de
datos. La métrica del espacio funcional que se eli-
ja para encuadrar estos datos debe ser coherente
con la interpretacién fisica del fenémeno que des-
criban. Por ejemplo, en el conjunto de datos Teca-
tor (http://lib.stat.cmu.edu/datasets/tecator) que
se usa extensamente en FV2006 como hilo conduc-
tor, las curvas de absorbancia registradas en el in-
tervalo [850, 1050] para el analisis de trozos de car-
ne presentan formas similares aunque se aprecia un
cambio de escala entre ellas.

0
[t}

5.0

45

Absorbancia
4.0

35

3.0

25

2.0

850 900 950

Longitud de onda

Figura 1: Ejemplo curvas espectrométricas

La primera dificultad que siempre tendremos al
analizar datos funcionales, es encontrar una repre-
sentaciéon adecuada para los datos. Habitualmente,
como se refleja también en la Figura 1, la repre-
sentacion de las curvas en el clasico eje X-Y po-
dria esconder las caracteristicas interesantes. Asi,
es dificil apreciar el cambio de escala que se men-
cionaba si no limpiamos un poco la muestra. Si en-
tendemos que este cambio de escala es informati-
vo, la eleccion L? como espacio de referencia seria
la mas aconsejable. Si por el contrario este cam-
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bio de escala es irrelevante y la informacién esta
en la forma, una semi-norma como la de las de-
rivadas (d(f, g) = \/fs(f’(t) — g’(t))zdt) serfa una
elecciéon mas adecuada. Este conjunto de datos pre-
senta como posible variable respuesta el porcentaje
de grasa en la muestra. En este caso, atendiendo a
esta variable y como se puede ver en la figura si-

guiente, parece que el cambio de escala es menos
importante y el analisis se debe focalizar en el cam-
bio de forma.

3 | — % grasa bajo
- - %grasa alto

5.0

Absorbancia
4.0 4.5

35

3.0

25

2.0

T T T T T
850 900 950 1000 1050

Longitud de onda
Figura 2: Curvas maés extremas por su contenido en

grasa

Sin embargo, ambas figuras estan disenadas para
apreciar distancias en L? entre los datos y no dis-
tancias con otro tipo de norma o semi-norma como
seria el de la primeras derivadas. Dependiendo del
espacio elegido el conjunto de herramientas disponi-
bles cambia notablemente. El caso del espacio méas
utilizado L2[S] es el mas favorable. Este, por ser se-
parable, dispone de bases ortonormales que dan mu-
cho juego a la hora de disenar procedimientos. En
general, la representacién de un dato funcional en
una base ortonormal proporcionara ventajas tanto
desde el punto de vista teérico como practico sir-
viendo de puente entre la inevitable discretizacion
del dato funcional y su verdadera forma funcional.

Definicion 2.3. Una base es un conjunto de fun-
ciones conocidas e independientes { o }ren tales que
cualquier funcidn puede ser aprorimada, tan bien
como se quiera, mediante una combinacion lineal de
K de ellas con K suficientemente grande. De esta
forma, la observacion funcional puede aproximarse
como X(t) =~ Zle crdi(t).

Basicamente, la idea clave cuando se pueden
usar bases ortonormales es representar cada dato
funcional en la base usando aquellas coordenadas
que son mas significativas. Debido a la alta dimen-
sion de los datos funcionales, se elige en general un
nimero K para representar los datos en el subespa-
cio, convirtiendo el problema de dimension infinita,
en un problema multidimensional. La eleccion del
parametro K y de la base méas adecuada para los
datos observados se antoja crucial y, en principio,
no hay ninguna regla que permita hacer una selec-
cién 6ptima de forma universal. El parametro K es,
en cierto modo, un parametro de suavizacion de los
datos funcionales. Si K es bajo tendremos un mo-
delo muy manejable pero posiblemente habremos
perdido informacién relevante. Si K es alto repre-
sentaremos muy bien los datos pero el problema de
la dimensién cobra importancia. Si atendemos a la
eleccion de la base, para datos periédicos se suele
emplear la base de Fourier y para datos no peri6-
dicos la base B-spline o la wavelet. Una base muy
popular esté basada en la expansion de Karhunen-
Loéve que no es mas que la extension del anélisis
de componentes principales multivariante a proce-
sos estocasticos y por anadidura a datos funciona-
les. Calculando a partir del operador momento de
segundo orden muestral las correspondientes auto-
funciones y autovalores es posible construir especi-
ficamente una base ortonormal adaptada para cada
conjunto de datos. Esta técnica se denomina Com-
ponentes Principales Funcionales (FPCA) y ha da-
do lugar a muchas técnicas interesantes para da-
tos funcionales. Sin embargo, y por incluir alguna
sombra, esta técnica puede ser muy sensible a la
aparicién de datos atipicos y la representacién del
dato funcional puede no ser relevante para el ob-
jetivo del estudio como podria ser la relacién con
otra variable funcional o no. La decisién sobre qué
base elegir debe tomarse en funcién del objetivo del
estudio y los datos y aprovechando las ventajas e
inconvenientes que presenta cada tipo de base. Si
se trunca cualquiera de estas bases en un niimero
determinado de elementos obtendremos una semi-
métrica que también podremos usar para manejar
los datos funcionales. En este caso, cualquier mé-
trica o semi-métrica en el espacio no es mas que
una forma de determinar qué elementos del espacio
estan cercanos y cuéles lejanos.

La estadistica con datos funcionales tiene fron-
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tera con otros campos relevantes de la estadistica
como el andlisis multivariante, el anélisis de datos
longitudinales o las series temporales. Como se co-
mentd anteriormente, una técnica de datos funcio-
nales puede aplicarse con ciertas garantias a datos
multivariantes. El reverso, en general, no es cierto.
Para la mayoria de las técnicas multivariantes que
basan mucho de su trabajo en propiedades del alge-
bra matricial puede ser un problema casi insalvable
tratar datos funcionales de alta frecuencia con se-
guramente, muy fuerte colinealidad. Segiin aumenta
el grado de resolucion con el que somos capaces de
ver una curva, mas dificil resulta para las técnicas
multivariantes obtener un resultado convirtiendo el
aumento de resolucién en una dificultad mas que
en una oportunidad de obtener mejor informacion.
Algo similar podria decirse del analisis de datos lon-
gitudinales. En este campo se obtienen medidas re-
petidas a lo largo del tiempo para el mismo sujeto,
pero en general, éste es un ntmero pequeno y las
técnicas multivariantes pueden adaptarse para tra-
bajar con ellas. La principal dificultad para tratar
datos longitudinales como datos funcionales suele
ser precisamente la baja calidad de representacion
de las curvas. La relacién con el campo de las se-
ries temporales es totalmente diferente. Asi, ejem-
plos clésicos de datos funcionales se han construido
a base de cortar una serie temporal en ciclos homo-
géneos. Por ejemplo, en RS2002 se usan los datos
de un indice bursatil estadounidense troceados por
anos (como unidad funcional) para deducir a partir
de la forma de cada curva anual la tipologia de los
distintos anos (de expansion, de crisis, ...). Consi-
derados los datos como una serie temporal, el obje-
tivo es predecir alguno de los periodos del proximo
afo. Como conjunto de datos funcionales, el obje-
tivo es resumir la informacion y el resultado sera
siempre un dato funcional, esto es, un ciclo anual
completo. Por supuesto, se pueden mezclar ambos
mundos para obtener herramientas para series de
tiempo funcionales (véase por ejemplo, [14]). Por
tanto, la relaciéon entre estos dos campos es peculiar.
Muchas veces trabajan sobre la misma informacién
pero desde 6pticas completamente diferentes.

3. Estado de la cuestién

3.1. Técnicas exploratorias para Datos
Funcionales

Aunque probablemente cualquier estudio esta-
distico de un conjunto de datos debiera empezar por
un analisis descriptivo, sin duda alguna este apar-
tado no ha merecido demasiada atencién hasta el
momento. En RS2002 en el Capitulo 2 sélo se re-
cogen como herramientas para resumir los datos: la
media funcional, la varianza funcional y la funcion
de covarianza. En un capitulo posterior se emplean
las componentes principales funcionales como he-
rramientas del anélisis descriptivo. Basicamente es-
to era todo el anélisis descriptivo de un conjunto de
datos funcionales. Sin embargo, el andlisis descrip-
tivo se revela decisivo para el tratamiento de da-
tos funcionales. Como deciamos, un vistazo rapido
a la Figura 1 demuestra que el grafico por defec-
to de un conjunto de datos funcionales puede ser
enormemente no informativo. Esto no ocurre con
los tipicos graficos de nube de puntos en R? donde
una mirada entrenada puede encontrar caracteristi-
cas relevantes de la poblacién. Para datos funciona-
les la cuestion se complica si pensamos que nuestros
datos pueden estar sujetos a métricas no usuales y
por tanto, las representaciones usuales enganarian
nuestra mirada. En este campo se echan en falta he-
rramientas descriptivas que en otros &mbitos como
el multivariante se han desarrollado expresamente.
Esta falta de atencién esté cambiando en los tltimos
anos donde han aparecido varios trabajos que ha-
cen mas hincapié en este apartado. Asi en el trabajo
de Dabo-Niang et al [10] se definen extensiones de
la moda a datos funcionales. Manejando diferentes
conceptos sobre profundidad estadistica también se
han definido extensiones de medidas robustas para
datos funcionales como las referidas en los traba-
jos [17] v [8], incluyendo en este ultimo el boots-
trap para datos funcionales como herramienta para
analizar la variabilidad de los distintos estimado-
res. También se han hecho avances en la deteccion
de outliers (véase por ejemplo [12] v [13]).

3.2. Regresion

El apartado de regresion, es el que ha recibido
mas atencion por parte de la comunidad cientifica.
Se pueden establecer distintos modelos bajo las di-
ferentes condiciones que deben cumplir la variable
respuesta y las variables regresoras. En sus distin-
tas variantes el problema es inicialmente estudiado
en RS2002 al que dedica varios capitulos. En su
analisis cobra mucha importancia la necesidad de
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penalizar la falta de suavidad de los estimadores
y con esta vision revisa varios problemas de regre-
sién sin adentrarse en el marco tedrico. El caso mas
estudiado es posiblemente el de variable respuesta
escalar y variable regresora funcional. Bajo diseno
aleatorio, los trabajos de Cardot et al ([2],[3]) se
han centrado en el modelo lineal funcional, esto es,
y = ap+ [, at) X (t)dt+e(t). En este caso, la métri-
ca del espacio funcional siempre es L?. Una exten-
sién natural de este modelo viene dada por conside-
rar y = r(X(t)) +e(t) donde r es una funcién suave
general y no esta restringida a un operador lineal.
Este modelo se conoce como regresioén funcional no
paramétrica v ha sido extensamente estudiado en
FV2006 y trabajos anteriores de los mismos autores
(veéase por ejemplo [14]). La idea subyacente es usar
un estimador similar al de regresién no paramétrica
pero adaptado a la norma o semi-norma de los da-
tos funcionales. Para ello se deben definir funciones
nicleo apropiadas asi como determinar condiciones
teoricas del espacio funcional para la convergencia
del estimador. Una caracteristica importante de es-
te modelo es que no sufre el desastre de la dimensio-
nalidad al usar las funciones niicleo sobre la métrica
(unidimensional).

Para el modelo con respuesta funcional y varia-
bles regresoras funcionales no se dispone en general
de tantas herramientas fuera de L2. Este modelo
que viene dado por Y (t) = a(t)+ [ X (s)B(s, t)ds+
e(t) esta resuelto en RS2002 representando en ba-
ses restringidas tanto la respuesta como la variable
regresora. En este modelo todavia parece un proble-
ma abierto las condiciones tedricas necesarias para
la convergencia de los estimadores. En el contexto
de diseno fijo algunas condiciones sobre convergen-
cia de los estimadores se puede encontrar en el tra-
bajo de Cuevas et al [6]. Otra referencia reciente de
interés es [23].

Las técnicas de andlisis de la varianza pueden
considerarse como un modelo de regresién con res-
puesta funcional y variable regresora discreta. Este
es el punto de vista que se usa en RS2002 para la
obtencion de estimadores. Siguiendo la estela mar-
cada por este libro, han aparecido varios trabajos
que, basicamente, transforman los datos funciona-
les en un conjunto de datos multivariante (mediante
una base ortonormal truncada) y resuelven un MA-
NOVA. Desde otro punto de vista, el trabajo de
Cuevas et al [7] esta enfocado al estudio tanto teo-
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rico como aplicado de un contraste ANOVA gene-
ral para datos funcionales con bootstrap. Usando la
idea de los modelos de regresién en otros contextos
podemos destacar el trabajo de Ferraty y Vieu [14]
donde se usa el estimador de la regresion funcional
no paramétrico en el contexto de discriminaciéon de
curvas o de prediccién de series de tiempo. En se-
ries de tiempo es destacable el trabajo de Aguilera
et al [1] como un primer precedente de aplicacion
a series de tiempo funcionales. Seria muy largo y
prolijo comentar extensiones de los modelos de re-
gresion en datos funcionales siguiendo las ideas del
libro de Ramsay y Silverman y sélo a modo de ejem-
plo citaré aqui el trabajo de Escabias et al [11] como
aplicacién al campo de la regresion logistica.

3.3. Otros métodos

Fundamentalmente, en la literatura abundan
trabajos que se dedican de una u otra manera al
problema de la clasificacion bien supervisada (dis-
criminacién) o no supervisada (cluster). Como uno
de los trabajos mas clasicos en el tema se puede
citar el de James y Sugar [16] que estd basado en
los B-splines y que posteriormente fue seguido por
el trabajo de Yao et al [22] aplicando componentes
principales funcionales al problema de discrimina-
cién. Otro clasico es el trabajo de Tarpey y Kina-
teder [21]. Mas recientemente en FV2006 el tercer
capitulo esté integramente dedicado a estas cuestio-
nes. En este libro, el problema de discriminacién se
resuelve, como se ha comentado, como un problema
de regresion calculando la esperanza de una variable
indicadora. El problema, de la clasificacién no super-
visada es abordado mediante la elaboracién de un
indice de heterogeneidad que sirve para ir particio-
nando la muestra mediante un método jerarquico.
El trabajo de Cuesta-Albertos y Fraiman [4] propor-
ciona una versién robusta del algoritmo de k-medias
para datos funcionales mientras que el trabajo de
Cuevas et al [9] presenta varios métodos para dis-
criminacién basados en conceptos de profundidad.
El analisis de datos funcionales esta llegando a to-
dos los &mbitos de la estadistica y como ejemplo se
cita aqui el trabajo de Rossi y Conan-Guez [20] de-
dicado a redes neuronales con entradas funcionales.
En mayor o menor medida los trabajos citados se
han dedicado méas a la estimacién que al contraste.
Un trabajo reciente que posiblemente cambiaré es-
te planteamiento es el trabajo de Cuesta-Albertos
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et al [5] que, en pocas palabras, permite caracteri-
zar poblaciones funcionales mediante el uso de pro-
yecciones aleatorias. Esto abre la puerta a poder
utilizar un amplio abanico de herramientas uni o
multi-dimensionales para el contraste de caracteris-
ticas en datos funcionales con técnicas muy simples.

4. Conclusiones

El anlisis de datos funcionales es una discipli-
na emergente en la estadistica actual. Las causas
de esta eclosién hay que buscarlas en la necesidad
creciente de tratar realidades cada vez mas com-
plejas que evolucionan rapidamente gracias a las
nuevas tecnologias de medicién. De este interés cre-
ciente da fe el que revistas del maximo nivel hayan
dedicado ntimeros especiales al tratamiento de da-
tos funcionales como por ejemplo Statistica Sinica
(Vol. 14, n°3, 2004), Computational Statistics &
Data Analysis (Vol. 51, 10, 2007) o Computational
Statistics (Vol. 22, n® 3, 2007). Otra iniciativa que
demuestra este interés es la creacion de un grupo de
trabajo especializado en estadistica funcional den-
tro del grupo de trabajo de Computing & Statistics
en el ERCIM (European Research Consortium for
Informatics and Mathematics). Puede consultarse
la informacién disponible en el siguiente vinculo
http://www.dcs.bbk.ac.uk/ercim /TrackSFD.html.
Se ha recorrido mucho camino en poco tiempo fruto
de este interés creciente pero todavia queda mucho
méas por recorrer. A medida que estas herramien-
tas de datos funcionales se vayan popularizando
surgiran nuevos tipos de datos funcionales que ne-
cesitaran de desarrollos especificos o adaptacién de
los ya existentes para su correcto tratamiento. Es-
to augura un inmenso campo de trabajo para los
proximos anos.
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Abstract

This paper deals with the model of multi-choice games, a natural extension of the traditional mo-

del of cooperative games with transferable utility. Cooperative multi-choice game theory is a booming

research topic with many recent developments on which this paper intends to offer a brief overview.

Keywords: Cooperative games, multi-choice games, solution concepts.

1. Solution concepts for arbitrary
multi-choice games

Multi-choice cooperative games are introduced
in Hsiao and Raghavan [10], [11] to allow coope-
rating players to be active at more than one le-
vel, under the assumption that the same number of
participation levels is available for all players. The
model of multi-choice games is considered in a more
general setting in Nouweland [15] and Nouweland,
Potters, Tijs, and Zarzuelo [16], where the number
of participation levels for different players may be
different. Building blocks for multi-choice games
are the so-called multi-choice coalitions which are
players’ participation profiles available when a ma-
ximal participation profile is known. A real-valued
characteristic function on the set of multi-choice
coalitions quantifies the benefit of cooperation ac-
cording to any participation profile; it is assumed
that overall abstention from cooperation (i.e. coo-
peration at level 0) generates worth 0. A multi-
choice game is a triplet (N, m,v) specifying the set
N = {1,...,n} of players, their maximal participa-
tion profile m = (my, ..., m,) with m; € Z, for each
i € N, and the characteristic function v : MY — R,
v(0) = 0, where MY stands for the set of multi-
choice coalitions, that is the set of participation
profiles s smaller than or equal to m.

Here is an example of a multi-choice game
(N,m,v), where N={1,2}, m=(2,1), v((0,0))=0,
v((1,0))=5, v((2,0))=6, v((0,1))=3, v((1,1))=9,

*Corresponding Author. E-mail: branzeir@infoiasi.ro

v((2,1)) = 13.

Often, a multi-choice game is identified with its
characteristic function. Let us denote by MCN™
the set of multi-choice games with a fixed finite
set of players N and maximal participation pro-
file m. Examples of application of the multi-choice
game model to various situations can be found in
Nouweland [15], Calvo and Santos [6], Peters and
Zank [17]. Multi-choice cooperative games have
been a useful tool for modeling interaction of players
in economic and operations research situations in
which they may have different options for cooper-
ation, varying from non-cooperation (participation
level 0) to a maximal participation level which is
greater than or equal to 1. In particular, multi-
choice games can be seen as an appropriate ana-
lytical tool for modeling cost allocation situations
in which commodities are indivisible goods that
are only available at certain finite number of le-
vels. Clearly, when all the players can only abstain
from cooperation or be active at level 1 we obtain
the traditional model of cooperative games. Con-
sequently, solution concepts on MCN™ appear as
natural extensions of well-known solution concepts
on the set GV of traditional cooperative games with
player set N. A basic notion for defining various
solutions for multi-choice games is that of (level)
payoff vector. A (level) payoff vector is a func-
tion © : M — R, where M = {(i,j) | ¢ € N,
j € M} with M;" = {1,...,m;}, which specifies
for each player ¢ € N and each of his levels j € M;L
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the payoff to player i corresponding to a change
of its activity level from j — 1 to j.
tion, we define z;0 = 0 for all « € N. An example
of a (level) payoff vector for the two-person multi-

By conven-

choice game previously presented is (5, 1,7), where
11 — 5, T12 = 1, T21 = 7 (1‘10 = T20 — 0) For
each s € MY, the payoff of s according to z is
X(s) =D ien 25:1 x;5, and the payoff of player i
for acting at level s; is X5, = ijl z;;j. Appealing
properties for (level) payoff vectors are: efficiency,
ie. X(m) = v(m); level-increase rationality, i.e.
for each i € N and each j € M, x;; is at least the
increase in payoff that player ¢ can obtain working
alone when he changes his activity level from j — 1
to j; coalitional stability, i.e. X (s) > v(s) for each
s€ MN. Let v e MCN™,

The imputation set I(v) of v consists of all effi-
cient and level-increase rational (level) payoft vec-
tors, that is

I(v) =A{z M —TR| X(m) = v(m);
zi; > v(je’) —v((j —1)e'), i € N, j € M;"},

where e’ is the unitary vector with e}, = 0 for all
k #iand e} = 1.

The core C(v) of v consists of those imputations
which are coalitional stable, that is

C(v)={z € I(v)| X(s) > v(s) for all s € MV},

The precore PC(v) of v consists of all efficient
and coalitional stable (level) payoff vectors, that is

PCw)={x: M — R | X(m)=v(m);
X (s) > v(s) for all s € MV},

The minimal core Cpin(v) of v consists of those
core elements = for which do not exist other ele-
ments y € C(v) which are weakly smaller than x in
the sense that Y (s) < X (s) holds for each s € MY,
that is

Crin(v) ={z € C(w) |Ay € C(v) s.t. y #x

and y is weakly smaller than z}.

By considering a domination relation on I(v)
based on players’ levels of activity, the notions of
dominance core and stable set are introduced in
Nouweland et al. [16] as natural extensions of their
traditional counterparts.

Let s € MY\ {0} and z,y € I(v). We say that
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the imputation y dominates the imputation z via
coalition s, denoted by y domg x, if Y(s) < v(s) and
Yis;, > Xis, for all i € car(s) = {i € N | s; > 0}.
Further, we say that the imputation y dominates
the imputation z if there exists s € M™ \ {0} such
that y doms x.

The dominance core DC(v) of v € MCN™
consists of all x € I(v) for which there exists no
y € I(v) such that y dominates x, that is

DCw) ={z € I(v)|By € I(v)s.t. ydomz}.

A set A C I(v) is a stable set if it is inter-
nally stable, that is A N D(A) # 0, and it is ex-
ternally stable, that is I(v) \ A C D(A). Here,
D(A)={z € I(v)]|3Ja € A s.t. adoma}.

Relations among the core, the dominance core
and stable sets in the traditional cooperative game
model still hold in the multi-choice model. In parti-
cular, the core of v is a subset of the dominance core
of v; every stable set contains the dominance core
as a subset; if the dominance core of v is a stable
set, then there are no other stable sets. For additio-
nal results on cores and stable sets for multi-choice
games the reader is referred to Part III in Branzei,
Dimitrov and Tijs [1].

The equal division core EDC (v) of v € MCN-™
is introduced in Branzei, Llorca, Sanchez-Soriano
and Tijs [3] based on the (per-unit level) average
worth, a(s,v) = v(s)/ > ;cn 8i, of a multi-choice
coalition s € M* \ {0} for the game v, that is

EDC(v) ={z: M — R | X(m) = v(m);
As € MV \ {0} s.t. afs,v) > 34
for all i € car(s), j € M;"}.

It holds C(v) C PC(v) € EDC(v) for each
ve MCN™,

Another set-valued solution concept on MCN-™
is the equal split-off set introduced in Branzei, Di-
mitrov and Tijs [2] as a straightforward generaliza-
tion of the equal split-off set on G*.

The multi-choice version of the Weber set W (v)
of v € GV is defined as the convex hull of the (le-
vel) marginal vectors w?? corresponding to admis-
sible orderings o of players in v € MC™N'™ ie. or-
derings which take into account the fact that each
player can reach a higher level of participation only
via one-unit level increases starting from level 0.
Thus, each admissible ordering o of players gene-
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rates a path from the participation profile (0, ..., 0)
to (m1, ..., my), along which the differences in worth
for each one-unit level increase become wfj’v for
i € N and j € M;". We notice that marginal vec-
tors w?? are not necessarily imputations. Given
v € MON™ and x € C(v) it is proved by Nouwe-
land et al. [16] that there is a y € W(v) that is
weakly smaller than z. Thus, the relation between
the core and the Weber set in the multi-choice game
theory is different from that existing in the classical
cooperative game theory, where the Weber set is a
core catcher.

On the class of multi-choice games several solu-
tion concepts, which we call here Shapley-like va-
lues, are ingpired basically by the Shapley value
(cf. Shapley [19]). We briefly present here the most
important ones.

The Shapley value @, a natural extension of the
Shapley value on G, is introduced by Nouweland
et al. [16] as the average of (level) marginal vec-
tors, and axiomatically characterized by additivity,
the carrier property and the hierarchical strength
property. This value is further studied in Calvo
and Santos [6] where the focus is on players’ total
payoffs instead of (level) payoff vectors. It is shown
that this value corresponds to the discrete Aumann-
Shapley method proposed in Moulin [14].

In Hsiao and Raghavan [11] the Shapley value
P is introduced, where w is a weight vector cor-
responding to players’ levels under the assumptions
of equal number of levels for all players and increa-
sing ordering of weights with respect to levels. The
Shapley values U™ extend ideas of weighted Sha-
pley values (cf. Kalai and Samet [12]). An axioma-
tic characterization of ¥* is provided using additiv-
ity, the carrier property, the minimal effort property
and the weight property.

The Shapley value O is introduced by Derks and
Peters [7]. In Klijn, Slikker and Zarzuelo [13] it
is proved that © can be seen as the (level) payoff
vector of average marginal contributions of the ele-
ments in M®™ \ {0}. The Shapley value © is axioma-
tically characterized in Nouweland [15] in the spirit
of Young [22]; other axiomatic characterizations of
it can be found in Klijn, Slikker and Zarzuelo [13].

The Shapley wvalue e, called the egalitarian
maulti-choice solution, is introduced by Peters and
Zank [17] and axiomatically characterized by the
properties of efficiency, zero-contribution, additiv-

ity and level-symmetry.

We also mention here the multi-choice Shapley
value introduced by Grabisch and Lange [8].

More about the foregoing solution concepts is
known on special classes of multi-choice games.

2. Solution concepts for convex
multi-choice games

Convex multi-choice games are introduced in
Nouweland et al. [16] as games whose characteris-
tic function is supermodular. Formally, a game v €
MCHN™ is convex if v(s A t)+v(s Vt) > v(s)+v(t)
for all s,t € MY, where (s At); = min{s;,#;} and
(sVt); = max{s;,t;} for all i € N. It is shown that
the core of a convex multi-choice game is the unique
stable set of the game, and that a multi-choice game
v is convex if and only if its Weber set equals the
convex hull of the minimal core of the game, i.e.
W (v) = co(Cin(v)) holds. Consequently, the Sha-
pley value ®(v) of v belongs to the core C'(v) of v, in
case v is convex. In Grabisch and Xie [9] notions re-
lated to the core and the Weber set for multi-choice
games are defined in such a way that the equality
between the core of a convex multi-choice game and
the Weber set of that game still holds true.

Convexity of a multi-choice game proved to be
a sufficient condition for the existence of monotonic
allocation schemes (cf. Sprumont [20]) in a multi-
choice setting. Such schemes, called (level-increase)
monotonic allocation schemes (limas), are intro-
duced and studied in Branzei, Tijs and Zarzuelo
[5]. Let v € MC™™ be a convex game.

t__]tEMN\{O}
iglieN, je{1,....t;}
(level-increase) monotonic allocation scheme (li-

mas) for v if it satisfies a stability condition, i.e.
a' € C(vy) for each subgame v; of v with t €
MP \ {0}, and a (level) monotonicity condition,
ie. aj; < al; for all s,t € MM\ {0} with s <,
each i € car(s), and each j € {1,...,s;}. The sub-
game of v € MCM™ with respect to t € M \ {0}
is defined by v;(s) := v(s) for each s € MY \ {0}
such that s < t. We denote by M,{V the subset of
MN\ {0} consisting of multi-choice coalitions s < t
and by M/ the set {1,...,t;}.

In particular, the total Shapley value (cf.
Nouweland et al. [16]) of a convex multi-choice

Lo te MM\ {0}

game, which is the scheme [®;;(ve)];cy. JelLeti)
with the Shapley value of the multi-choice subgame

A scheme a = [a is called a

15



ARTICULOS DE INVESTIGACION OPERATIVA

t in each row ¢, is a (level-increase) monotonic al-
location scheme for v. It turns out that each ele-
ment of the Weber set of a convex multi-choice game

is extendable to a limas, that is there exists a li-
t temMN\{0}
mas [ai;licn, jeqr,. e

i€ Nandje M.

The constrained egalitarian solution is intro-
duced on the class of convex multi-choice games
in Branzei, Llorca, Sanchez-Soriano and Tijs [3]
by using an adjusted version of the Dutta-Ray
algorithm for traditional convex games based on
the (per one-unit level-increase) average worth of
a multi-choice coalition s € MY \ {0}. Here, a
key role is played by a proposition showing that
there exists a unique multi-choice coalition with
the largest aggregate number of levels of players
among all coalitions with the highest (per one-
unit level-increase) average worth. Then, a se-
quence of marginal games, each of which is a con-

such that aj; = z;; for each

vex multi-choice game, is considered, that corre-
sponds to the unique sequence of multi-choice coali-
tions in line with the above mentioned proposi-
tion. The marginal game of v € MCN'™ based on
u € MN\{0} is defined by v=%(s) := v(s+u)—v(u)
for each s € MY\ {0} such that s < m — u, that is
for each s € MY _ . Now, we formulate the Dutta-
Ray algorithm for convex multi-choice games.

Step 1: Consider m' := m, vy := v. Select the
unique element in arg maxsele\{O}a(s,vl) with
the maximal aggregate number of levels, say s'.
Define d;; := a(s',v) for each i € car(s') and
Je Mfl. If s' = m, then stop; otherwise, go on.

Step p: Suppose that s!,s?,...,sP~! have been
defined recursively and s' +s24...+sP~!1 £ m. De-
fine a new multi-choice game with player set N and
maximal participation profile m? := m — Zf:ll me.
For each multi-choice coalition s € MT]XP, define
vp(s) = vp_1(s + sP71) —v,_1(sP71). The game
v, € MCN™" is convex. Denote by s? the (unique)
largest element in arg maxseMﬁp\{O}a(s,vp) and
define d;; := «(s?,vp) for all ¢ € car(s?) and
je {Shtsh + 1, Sy s

In a finite number of steps, say P, where P<|M|,
M ={(i,j) |t € N, j € M;}, and |M]| is the car-
dinality of the set M, the algorithm will end, and
the constructed (level) payoff vector (dij)(,j)enm+
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is called the (Dutta-Ray) constrained egalitarian
solution d(v) of the convex multi-choice game v.
It is proved that the constrained egalitarian so-
lution for convex multi-choice games has similar
properties as the constrained egalitarian solution
for traditional convex games. Specifically, the con-
strained egalitarian allocation is a Lorenz undomi-
nated element of the precore, and also belongs to
the equal division core of the game. We notice
that the role of the core for a convex game in GV
is played now by the precore of a convex multi-
choice game. However, it is still an open ques-
tion whether the constrained egalitarian solution
of a convex multi-choice game possesses a popula-
tion monotonicity property regarding players’ levels
of participation. It turns out that for each convex
multi-choice game v the equal split-off set ESOS(v)
consists of a unique equal split-off allocation which
equals the constrained egalitarian solution of that
game, i.e. ESOS(v) = {d(v)} for each convex game
ve MCN™,

3. Solution concepts for multi-choice
total clan games

Multi-choice clan games are introduced in
Branzei, Llorca, Sanchez-Soriano and Tijs [4] to ex-
tend the model of traditional clan games (cf. Pot-
ters, Poos, Tijs and Muto [18]). In a multi-choice
clan game the set N of players consists of two dis-
joint groups: a fixed (powerful) clan C' with ’yes-
or-no’ choices, and a group of (nonpowerful) non-
clan members having more possibilities for being
active. Multi-choice clan games are defined using
the veto power of clan members, the monotonicity
property of the characteristic function, and a (level)
union property regarding non-clan members’ par-
ticipation in multi-choice coalitions containing at
least all clan members at participation level 1. We
denote by M™N:C the set of multi-choice coalitions
with player set N and fixed clan C, and by MN:1¢
the set of all multi-choice coalitions containing at
least all clan members at participation level 1. For
each s € M™¢ we denote its restrictions to N \ C
and C, by sy\¢ and sc, respectively. Clearly, the
maximal participation profile of players in a multi-
choice clan game with fixed player set N and fixed
clan C is of the form m = (my\¢,1¢). Formally,
a game < N, (mn\¢, l¢),v > is a multi-choice clan
game if v satisfies:
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(i) Clan property: v(s) =0 if s¢ # 1¢;
(ii) Monotonicity property: v(s) < v(t) for all
s,t € MNC with s < t;

(iii) (Level) Union property:
MN1e o p(m) — v(s) >

For each s €

S (o(m) —
iEN\C
v(m_;,s;)), where (m_;,s;) is the multi-
choice coalition where all players j € N\ C,
Jj # 1, participate at their maximal level m;,
whereas non-clan member ¢ participates at his
level s; in s.

We denote the set of multi-choice clan games
with player set N, fixed clan C' and maximal par-
(mae, 1c) by MCO™
The core of a multi-choice game v € MCN ™ is

explicitly described as

ticipation profile m =

C(v) zm{a: M — Ry | X(m) =v(m);

szk <w(m) —v(m_;,j—1),
forallzGN\C j €M}

A multi-choice total clan game is a clan game
whose all subgames are also clan games. The sub-
game of v € MCH™ with respect to t € MN1e
is defined by v(s) := v(s) for each s € MM',
where ./\/lN "¢ stands for the subset of MN-1¢ with
sn\c < tac- The structure of the core of a multi-
choice total clan game and that of the core of its

subgames play an important role for the existence
of bi-monotonic allocation schemes for such games.
A (level) total concavity property of multi-choice
total clan games also plays a role for the existence
of bi-monotonic allocation schemes for such games:

For s,t € MMN!c with s < t and for each
i € car(sy\¢) such that s; = t; it holds

v(t) —v(t —e') < w(s) —v(s —e).

This property reflects the fact that the same one-
unit level decrease of a non-clan member in coali-
tions containing at least all clan members at partici-
pation level 1 and where that non-clan member has
the same participation level, could be more benefi-
cial in smaller such coalitions than in larger ones.
It turns out that, for multi-choice games posses-
sing both the clan property and the monotonicity
property, the total concavity property is equivalent
with the total (level) union property:

For all 5,t € MN1¢ with s <t it holds:

o) =)= S (W) — vt s).
i€car(tn\c)

A scheme b = [bf]]fg\\,/‘ié?l 1y 18 called a bi-
(level-increase) monotonic allocation scheme (bi-
limas) if it satisfies a stability condition, i.e. b €
C(v;) for each subgame vy of v with t € M™:1¢ and
a (level) bi-monotonicity property regarding the two
types of players, i.e. for all s,t € MN:1¢ with s < ¢
it holds: (i)b; < b}, for each i € C, and (ii) b; > b},
for each i € car(sy\¢) and each j € {1,...,s;}.

This kind of bi-monotonic allocation schemes
are introduced in Branzei, Llorca, Sanchez-Soriano
and Tijs [4] and studied by means of suitably de-
fined compensation-sharing rules ¢®? : M C’g o
RMI where a € [0,1]N\¢ and 3 € A(C), with
A(C) being the unit simplex whose coordinates cor-
respond to clan members.

The i-th coordinate «; of the compensation vec-
tor a indicates the share, to be given to level 1 of
non-clan member ¢, of i’s contribution to the grand
coalition m, whereas the i-th coordinate 3; of the
sharing vector B determines the share of the re-
mainder for the clan given to clan member i. It
turns out that for a subclass of multi-choice total
clan games compensation-sharing rules ¥*? with
a € [0,1]N\¢ and B € N(C) generate bi-(level-
increase) monotonic allocation schemes. Further-
more, some elements = in the core of each multi-
choice game in that subclass of total clan games
are extendable to a bi-limas, that is there exists a

bi-limas [bt,]1EM"07, ., such that b

each i € N, j € M;". Clearly, when sy\¢ = Iy\c
a bi-limas coincides with a bi-mas (cf. Voorneveld,
Tijs and Grahn [21]), and we obtain as a particular
case that each core element of a total clan game in
G¥ is extendable to a bi-mas.

= Tjj for
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Abstract

This work concerns with some probability applications in insurance theory. The problem to

determine the ruin probability of an insurance company is considered. We show that by using

some stochastic models and considering several probabilistic procedures such a probability can be

approached. As illustration, an application to car insurance is provided.

Keywords: Risk analysis, Stochastic modelling, Insurance theory applications.

1. Introduction

Risk analysis in insurance theory is an impor-
tant area for probability and statistical applica-
tions. In particular, the probabilistic modelling of
the surplus evolution in an insurance company has
received some attention in the specialized literature.
In fact, denoting by U(t) the surplus of an insurance
company at time t, the classical model establishes
that:

Ult)=u+ct—S(t), t >0, (1.1)

where v > 0 is the initial surplus, c is the constant
rate at which the premiums are received per unit
time and S(t) is the aggregate amount concerning
the claims reported in the time interval [0,¢]. It is
assumed that {S(¢),¢ > 0} is a compound Poisson

process,
N(t)

St => Xi, t=0
=1

{N(t),t > 0} being a Poisson process and {X,,,n =
1,2,...} a sequence of independent and identically
distributed random variables, both assumed to be
The variable N(t) represents the
number of reported claims in [0,¢] and X; is the
amount corresponding to the i¢th claim.

independent.

In general, from model (2.1), some results in risk

*Corresponding Author. E-mail: mashixial@163.com
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theory have been derived but such a model it is not
flexible enough in order to describe the probabilistic
evolution of U(t) in more complex real situations.
In an attempt to contribute some solution to this
problem, several classes of stochastic models have
been introduced and some theory and applications
about them developed. We will quote, for example:

(a) Stochastic models considering claim ar-
rivals governed by non-Poissonian processes.
See e.g. [4] where it is assumed that the num-
ber of claims is described through a Cox pro-
cess.

(b) Stochastic models allowing a rate c(-)
which change through a Markov process. See
e.g. [1] or [6] where it is considered that the
rate changes modulated by an underlying ir-
reducible Markov chain or a premium rate in
a Markovian environment, respectively.

(c) Stochastic models including a diffusion
component which represents uncertainties in
both the premium income and the costs.
Firstly studied by Gerber, such models have
been applied in several risk problems, see e.g.
2], [3] or [8].

In this work, we will focus our interest in a
class of risk models which allows premium rate and



ARTICULOS DE APLICACION

diffusion component depending on an underlying
continuous-time Markov chain. Moreover, the oc-
currence of claims is assumed to be well-described
by a Cox process. It is usually referred as the class
of risk models with Markov modulated speed. We
will center our attention in the determination of
the ruin probability for an insurance company. This
problem is an important objective in many research
developed in actuarial risk theory. We will show by
using some clagsical probabilistic techniques that it
is possible to obtain the ruin probability.

The paper is organized as follow: In Section 2,
we provide the probabilistic descriptions of such a
class of risk models. In Section 3, we develop a
probabilistic procedure to determine the ruin prob-
ability. Finally, Section 4 is devoted to considering
an application in car insurance.

2. Stochastic modelling

Let us consider the following stochastic mod-
elling for U(t), t > 0:

t N() t
U(t) :u+/0 c(I(s))ds — ZXZ-+/() o(I(s))dW,
i=1

(2.1)
where:

(a) {N(t),t > 0}, N(0) = 0, is a Cox point
process. N (t) represents the number of claims
received for the insurance company during the
interval [0, ¢].

(b) {X,,n =0,1,..
pendent and identically distributed random
variables which represents the amount corre-
sponding to the successive claims received by
the company in [0,¢]. Let us write F(x) =
P(X; <z), >0, F(0) =0, and p = E[X].

(c) {W(t),t > 0} is a standard Wiener process
with diffusion coefficient o(-). This process
represents the disturbances originated from
several tiny stochastic factors.

(d) {I(t),t > 0} is an underlying continuous-
time homogeneous Markov chain with state

space S = {1,...,n} assumed to be irre-
ducible.

.} is a sequence of inde-

Notice that in (2.1) the premium rate c(-) and the
diffusion coefficient o(-) depend on the current state
of the Markov chain {I(t),t > 0}. In fact, if at
time ¢ it is verified that I(t) = ¢ then, by simplicity,

c(I(t)) and o(I(t)) will be denoted, respectively, as
¢; and o;, assumed to be positive. On the other
hand, we are considering that the number of re-
ported claims is governed by a Cox process, hence
if I(s) =4, s € [0,t] then the number of claims re-
ceived in [0, ¢] has a Poisson distribution with mean
Ai > 0.

According to [5], we shall denote by g; the rate
at which the Markov chain {I(t),¢ > 0} leaves the
state ¢, and by ¢;; and p;;, respectively, the transi-
tion intensity and the transition probability that it
leaves the state ¢ for the first time and enter into
the state j immediately. Assuming that p;; = 0,
i € S, one deduces that ¢;; = q;pi; for ¢ # j and
qii = —q;. Since all the states communicate,

n
Tigi = Y TiqDji- (2:2)
j=1

where 7y, mo,..., T, denotes a stationary distribu-
tion corresponding to {I(t),¢ > 0}.

Also, we will assume that the named safety load-
ing is positive, namely ¢ — Ay > 0 where:

n n
c= E mic; and A= g TN
i=1 i=1

3. Ruin probability

In this section we are interested in the determi-
nation of the ruin probability defined by:

D(u) =Y miti(w) (3.1)
i=1

where ;(u) = P(U(t) < 0| U(0) = u, I1(0) = i) for
some ¢ > 0.

First, by considering the evolution of U(¢) in a
short interval [0,h), h > 0, we shall determine a
system of equations for R;(u) = 1 —¥;(u), i € S.
In fact, assuming that I(0) = 4, we can consider the
following possibilities during the interval [0, h):

(a) There is not reported claims and I(s) =i
for s € [0, h).

(b) One claim is produced but the amount to
be paid for such a claim does not cause ruin
and I(s) =i for s € [0, h).

(c) There is not reported claims and, from the
state ¢ a change to other state it is produced.

21
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(d)

least one change of state, from 4, is produced.

At least one claim is reported in and at

Consequently, see for more details [2], on has for
t 6 [07 h)?

Ri(u) = (1 —=Xh—qih+o(h))E[Ri(pi(u,h)]

+(Aih +o(h))(1 = g;ih + o(h))

Pi (u’h)
Bl / Ri(i(u, h) — 2)dF (z)]
0
(1 — Aih 4+ o(h))(gih + o(h))

me o(h).

i (i, 7)) +

(3.2)

where @;(u, h) = u+ c;h + o; Wy,

By considering the Taylor expression in u of
E[R;(p;(u, h))], dividing by h, and taking limit as
h | 0, it is matter of some straightforward calcula-
tion to deduce,

.2 1" ’
TR (w)+eRiw) = (i+q)Riw)
/ Ri(u — x)dF ()
- inpin](u)
i=1

(3.3)

By integration of (3.3) on [0,t] and using the fact
that Ri (O) =0

LR+ R = TR0
+ ()\rH]z')/O R;(u)du
- /\7;/0/0 Ri(u— z)dF(z)du

n t
- ¢ Zpij/ R;(u)du.
=1 70

and, taking into account that
t u
/ / R;(u — z)dF(x)du =
0 Jo

/Ot R;(u)du + /Ot Ri(t — x)F*(x)dx.

22

where F*(z) = 1 — F(x), considering the fact that
wi(t) =1- Ri(t), 1= 1,...,’[7,,

_)\i l i\t — F d
| et =) @ys
¢ n t
+g; /0 %(u)du—qi;pw /O W (u)du

(3.4)

Finally, taking limit as t T oo, we deduce the fol-
lowing system of equations for ;(u), i =1,...,n

— it — Qi/o Vi(u)du

“I‘Qizpi]‘/ j(u)du ).
j=1 70

) = =

g,

(3.5)

Using the numerical solutions of (3.5), from (3.1)
we may determine the corresponding ruin probabil-
ity.

Note that when ¢; =cand 0, = 0,1 =1,...,n,

by (3.4) and (3.5), taking into account (2.2) we de-
duce:

O’2 ’ 0'2 ’ ¢ *
T 0) + e(t) = e+ T (o>+A/0 F*(2)da

n t
;ﬂ /0 ¥i(t — ) F*(x)dx

and

0(0) = e+ )

respectively.

4. Application to car insurance

It is well-known the influence that certain fac-
tors, for example the inclemency of the weather, the
conditions of the roads, and so on, have in the oc-
currence of traffic accidents. Next we shall consider
an application of the model (2.1) in car insurance.

In a first approximation, we will assume that
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the underlying Markov chain {I(¢),t > 0} has a and

two-states space, namely S = {1, 2}, where:

e The state 1 represents the risk under nor-
mal conditions.

e The state 2 represents the risk under bad
conditions (for e.g. slippery roads, foggy days
or high traffic volume.

We refer the reader to [5] and [7] for more de-
tails. Also, we will consider that the variable X;
has exponential distribution with mean p and that
P12 = p21 = 1, p11 = pa2 = 0. Then,

qi1 = —q1, d22 = —q2, {Gi12 =41, (g21 =(Q2

and
=g+ m=aqala+e)

Let us denote by

bi(s) = / ety (1)

and

#(s) = /0 et Rt

Taking into account that

/OO e_Stz/J;(t)dt = s¢;(s) — 1,

0

00 . t 7 1
/0 et /0 ilw)dudt = ~64(5).

by using the Laplace transformation in (3.4), ones
deduces, for 1 = 1,2,

and

2 , i~
(ci + %s - % + )\i¢*(5)) ¢¢(S)+%ZPM¢J(8) -
Jj=1

[ V]

Ui ]. O’i2 ’ )\1 «
5 + E(Ci + 77/)11(0)) + ?975 (s)

hence,

2
g @, A D
<01—|— 23 P +su+l>¢1(s)+ S¢2(S)—
2 2
o 1 93 At
2 " <1+ 21/)1(0))+s(su+1)

2
03 q2 Aapt
(cQ+ 277 +s,u—&—l

)x(5)+ Zono) =
Aafh

2 2
0'2 1 0'2 ’

T2 4 2 (e + Zyn(0) ) + —21
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Conclusion:

The surplus evolution corresponding to an insur-
ance company could be suitably described in terms
of the general model given in (2.1). From a prac-
tical point of view, by solving the system given in
(3.5) and taking into account expression (3.1), it is
possible to determine the ruin probability. This pa-
rameter plays a crucial role in research about risk
analysis in insurance theory.
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IMPUTATION IN THE SURVEY ON LIVING CONDITIONS

José Maria Méndez Martin™*

Instituto Nacional de Estadistica

Abstract

The Spanish “European Statistics on Income and Living Conditions” (EU-SILC) is one of the
statistical operations that has been harmonised to EU standards. In this household survey there are
two kinds of non-response: unit non-response (one or several household or individual questionnaires
are missing) and item non-response (no questionaire is missing but some variables are). The main
target variable is the total household income, which is defined as the aggregate of different income
components. Components with missing values are imputed when they cannot be estimated with the
help of other variables or other information in the questionnaire of the current or previous surveys.
The procedure applied to the data preserves the variability of the variables and the correlations
between them. The statistical software used for imputation is the [IVEware. The IVEware implements
a multivariate model involving a multiple regression sequence where imputation is carried out variable
by variable generating draws from the predictive distribution specified by the regression model. An
iterative imputation scheme is used, updating previous imputed values in order to better preserve the

correlation among variables.

Keywords: EU-SILC, imputation, item non-response, IVEware.

1. Introduccion

La Encuesta de Condiciones de Vida (ECV) es
una encuesta anual del tipo panel rotatorio que re-
coge variables relacionadas con los ingresos y las
condiciones de vida de los hogares. Se inici6 en 2004
y es una operacién estadistica armonizada de ambi-
to europeo. En INE (2007) se detalla la metodologia
de dicha encuesta.

Cada hogar que participa en la encuesta ha de
cumplimentar un cuestionario de hogar y un cues-
tionario individual para cada persona adulta. Las
&reas que abarca el cuestionario de hogar son: com-
ponentes de ingresos que son propios de la unidad
hogar (ayudas sociales a la vivienda o al hogar, ren-
tas de la propiedad, etc.), vivienda, equipamiento
del hogar, etc. El cuestionario de personas adultas
recoge informacién sobre componentes de ingresos
que son propios de la unidad persona (salarios, renta
de auténomos, prestaciones sociales, etc.), situacion
en la actividad, trabajo actual, estudios que realiza,
maximo nivel de estudios alcanzado, salud, etc. En
consonancia con los dos tipos de cuestionarios tam-
bién hay dos factores de elevacién, uno de hogares

*Corresponding Author. E-mail: jmmendez@ine.es

y otro de adultos, empleandose en las estimaciones
uno u otro dependiendo de la unidad considerada.

En la ECV se pueden presentar tres tipos de
falta de respuesta: total, individual y parcial. Cada
tipo de falta de respuesta se trata de forma dife-
rente. La falta de respuesta total consiste en que
un hogar no colabora y, por tanto, no se recoge nin-
gun cuestionario. El tratamiento de este tipo de fal-
ta de respuesta se realiza recalculando los factores
de elevacion de los hogares que si han respondido.
La falta de respuesta individual consiste en que en
un hogar colaborador no se obtienen algunos de los
cuestionarios de los adultos del hogar. La falta de
respuesta individual se corrige ajustando los facto-
res de elevacién de los adultos de los que si se ob-
tiene cuestionario. Sin embargo este tipo de falta de
respuesta también afecta a las variables del hogar
que se obtienen por agregacién de variables de adul-
tos (por ejemplo los ingresos del trabajo por cuenta
ajena del hogar, que es la suma de los ingresos por
cuenta ajena de los miembros del hogar). Por ello,
se calcula, para cada hogar, un factor multiplica-
dor que intenta corregir la renta que falta de los
cuestionarios individuales no cumplimentados. Fi-
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nalmente, la falta de respuesta parcial consiste en
que no falta ningin cuestionario, pero algunas va-
riables no estan debidamente cumplimentadas. Pa-
ra tratar este tipo de falta de respuesta se aplica el
método de regresion secuencial multivariante, utili-
zando el software IVE, desarrollado por el Institute
for Social Research de la Universidad de Michigan.

A partir de la informacion recogida en la encues-
ta se obtienen unos ficheros de trabajo que reorgani-
zan la informacién, haciéndola més manejable para
el investigador. En estos ficheros se trata la falta de
respuesta en sus distintas modalidades. En particu-
lar, en el caso de la falta de respuesta parcial de
las variables relacionadas con los ingresos, se lleva
a cabo una imputacién.

2. Imputacién de los ingresos en la
ECV

Los ingresos totales del hogar se calculan a par-
tir de sus componentes. No serfa adecuado dar por
perdidos todos los ingresos cuando falta sélo al-
gan componente. Por tanto resulta esencial realizar
las imputaciones de componentes de los ingresos en
aquellos casos donde razonablemente se puede lle-
var a cabo.

Un Reglamento de la Comisién Europea sobre
aspectos de trabajo de campo y procedimientos de
imputacion da algunas recomendaciones. En con-
creto especifica que “el procedimiento aplicado a los
datos deberia preservar la variabilidad de las varia-
bles y la correlacién entre ellas. Los métodos que
incluyan un «componente de error» en los valores
imputados seran preferibles a los que imputen sim-
plemente un valor determinado. Los métodos que
tengan en cuenta la estructura de las correlaciones
(u otras caracteristicas de la distribucién conjunta
de las variables) seran preferibles al enfoque margi-
nal o univariante.”. Como se verd més adelante es-
tos principios estdn contemplados en el método de
imputacién de la ECV, que sigue un modelo similar
al utilizado por Eurostat en el Panel de Hogares de
la Union Europea (EUROSTAT 2001).

La imputacion en la ECV se lleva a cabo después
de la depuracién de los datos, que ha de ser reali-
zada minuciosamente, tanto a nivel de microdatos
como en los resultados agregados. La depuracion se
inicia en la entrevista personal durante la fase de
recogida de la informacion, ya que la aplicacion in-
formaética tiene incorporados una serie de controles
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que detectan posibles errores e inconsistencias. En
los Servicios Centrales se aplican unos controles ex-
haustivos desarrollados por la unidad promotora del
INE y también unos programas de chequeo de FEu-
rostat. La depuracién manual se realiza mediante
una aplicacién que visualiza el contenido de los da-
tos recogidos en los cuestionarios de los diferentes
anos.

La depuracién permite corregir una parte de la
falta de respuesta parcial. También se detectan y
eliminan los “outliers” antes de realizar las impu-
taciones. Con este fin se fijan unos limites mediante
observacion de la distribucién de los importes extre-
mos declarados y se ponen como valores perdidos los
que no estén dentro de estos limites.

A partir del segundo afio de producciéon de la
ECV, las imputaciones de los ingresos se pueden
realizar utilizando los datos disponibles del afio an-
terior. Aprovechando la componente longitudinal de
la encuesta, cuando un importe falta en el ano t y
no falta en el ano t-1, se imputa el importe de t
multiplicando por un valor el importe de t-1.

Cuando no es posible obtener el valor del in-
greso en la depuracién o con datos disponibles del
ano anterior, se realiza la imputacién a partir de la
informacién disponible. En algunos casos se dispo-
ne del tramo en el que esta situado el importe que
falta. En este caso se imputaré el importe con la
restriccion del intervalo proporcionado. Cuando no
se dispone ni siquiera del tramo entonces se imputa
el importe con una restricciéon construida a partir
de los percentiles 10 y 90 de la distribucién de los
respondientes. La imputacion en esta fase se reali-
za aplicando el método de imputacién de regresion
secuencial multivariante, imputando solamente las
variables de ingresos.

3. Método de imputaciéon de
regresion secuencial multivariante

En la imputacién se utiliza una técnica regre-
si6n multivariante basada en unos modelos que im-
plementa el software IVE. Es un procedimiento de
imputacién general multivariante que puede tratar
datos con una estructura compleja y que permite
anadir residuos aleatorios. La descripciéon comple-
ta del método se puede encontrar en Raghunathan,
Lepkowski, Van Hoewyk y Solenberger (2001) y en
las referencias que contiene esta publicaciéon. Es po-
sible descargar el software de imputacién desde la
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pagina web “www.isr.umich.edu/src/smp /ive”.

El procedimiento se basa en crear imputaciones
por medio de una secuencia de regresiones. Se pre-
tende recoger la correlacién de todas las variables,
tanto las completas como de las que tienen valores
perdidos. El programa permite distintos tipos de re-
gresiones (lineal, logistica, logistica generalizada y
de Poisson). Sin embargo, en el caso de la ECV so-
lamente se utiliza regresiéon lineal para imputar los
ingresos, previa aplicaciéon a éstos de una transfor-
macién logaritmica. Las variables explicativas pue-
den ser discretas, continuas o binarias.

En el modelo de regresién la aleatoriedad en la
estimacién se introduce por dos vias: por una parte
se considera el término correspondiente al residuo
aleatorio y por otra se incorpora una perturbaciéon
en los coeficientes de regresion estimados. La dis-
tribucién que se obtiene con este enfoque se puede
consultar en Gelman, Carlin, Stern y Rubin (1995).

Con este software es posible considerar el inter-
valo en el que esta el valor imputado, es decir, se
puede imponer un valor minimo y maximo al valor
imputado para cada registro. Este aspecto es im-
portante en la imputaciéon de ingresos ya que en el
cuestionario, para muchos componentes de la ren-
ta, se solicita en primer lugar el importe exacto vy,
cuando éste se desconoce, se solicita el intervalo.

El procedimiento general de imputacién sigue la
siguiente estrategia. Supongamos que X es la matriz
de datos construida con todas las variables comple-
tas (es decir, que no tienen ningtn valor perdido).
X se compone de variables explicativas como sexo,
edad, region, nivel de estudios y otras que pueden
ser continuas (ya transformadas si es necesario), bi-
narias o categoricas.

Por otra partesean Y1 ,Y2,Y3,Y4,... , Yk
las variables que tienen valores perdidos. Supone-
mos que las variables Y estédn ordenadas de menor
a mayor falta de respuesta. En total se tienen las
variables:

X1,X2,X3,...,Y1,Y2,Y3,Y4,...,Yk

En la iteracién inicial se imputa segin las si-
guientes distribuciones condicionales:

Y1 /X]

[Y2 /X,Y1]

[Yk /X,Y1... Yk1]
donde [A /B] denota la distribucién de A condicio-
nada por B.

Por tanto, en esta iteracién inicial se empieza
haciendo la regresion de la variable con menos fal-
ta de respuesta Y1 sobre las variables explicativas
X. Una vez obtenida una “prediccién” de Y1 se in-
corpora esta variable a la matriz X de las variables
completas y se obtiene la matriz [X,Y1]. A conti-
nuacion se repite el proceso con la siguiente variable
(Y2) tomando como variables explicativas [X,Y1] Se
repite el proceso con Y3, Y4, ... , Yk hasta que
todas las variables han sido imputadas.

Una vez que se ha realizado esta iteracion de re-
gresiones se tiene una primera imputacion de todos
los valores perdidos. Esta imputacién mantiene la
estructura multivariante de las variables imputadas
con X y con algunas de las Y. Asi en la imputacion
de Ym se tienen en cuenta las X y las variables Y1
... Ym-1. Sin embargo las variables Ym+1 ... Yk
no se han tenido en cuenta en la imputaciéon de Ym.

En las iteraciones siguientes, utilizando la es-
trategia de esta iteraciéon inicial, lo que se hace es
repetir esta iteraciéon pero incluyendo como varia-
bles explicativas todas las variables, ya que ahora
no hay valores perdidos en ninguna de ellas.

Iteracion 2:

[Y1 /X,Y2 ... Y]

[Y2 /X,Y1,Y3,Y4 ... YK

[Yk /X,Y1 ... Yk-1]

Tteracion “n™:
[Y1/X,Y2 ... YK]
Y2 /X,Y1,Y3,Y4 ... YK|

[Yk /X,Y1 ... Yk-1]

En cada iteracién se actualizan las imputacio-
nes hechas en la iteracién anterior. Asi se obtienen
actualizaciones que van recogiendo de una mane-
ra mas completa la estructura de correlaciones del
conjunto de las variables. Este proceso se detiene
cuando se alcanza el nimero de iteraciones especi-
ficado por el usuario.
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