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1 Estimacion puntual

En este tema se trata el problema de la estimacién de pardmetros. Para ello, comenzamos recordando algunos
conceptos bdsicos de la inferencia estadistica que ya fueron introducidos en el tema anterior, y que seran necesarios
para la construccion y el estudio de los estimadores:

= Poblacién: conjunto homogéneo de individuos sobre los que se estudian caracteristicas observables con el
objetivo de extraer alguna conclusion. Por abuso de notacidn, en ocasiones nos referimos a la distribucidn
que sigue la variable de interés en vez de al conjunto de individuos. As{, se dice que estamos ante una
poblacion Normal indicando que la variable que nos interesa sique una distribucién normal.

= Parametro: caracteristica de la poblacion, como la media y la varianza (o desviacidn tipica) en la distribucion
Normal o la probabilidad de éxito en la Binomial son parametros. Si conocemos su valor (o si somos capaces
de aproximarlo con suficiente precision) podremos responder a cualquier prequnta sobre la distribucién.

= Estadistico: cualquier funcién de la muestra. Por ejemplo, la media o la varianza muestrales son estadisticos.

= Estimadores: son estadisticos independientes de los parametros de la poblacion, y que se utilizan para
aproximarlos. St 6 es el parametro de interés, el estimador se denotard por 6. En el caso de una poblacién
Normal, podemos considerar la media muestral como estimador de la media poblacional (es decir, X = i) y
la varianza muestral como estimador de la varianza poblacional (s° = 7). Para una distribucion Bi(m, p),
donde m denota el nimero de pruebas de Bernoulli, la proporcién p se puede estimar a partir de la

proporcion poblacional (que denotaremos por p). Por tanto, X, s’ y p son estimadores puntuales de y, 0°
(en distribucion Normal) y p (en distribucion Binomial), respectivamente.

= Método de muestreo: procedimiento para seleccionar una muestra. St en una poblacién queremos obtener
una muestra de un cierto tamafo n (siendo n menor que el tamafio de la poblacion), la manera de obtener
esta muestra no es Unica. En este tema, consideraremos muestras aleatorias simples (m.a.s.).
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Las estimaciones puntuales de los pardmetros se obtienen a partir de una muestra aleatoria simple Xj, ..., X, de
la variable X. Si calculamos el valor del estimador a partir de distintas muestras, los resultados que obtendremos
seran diferentes. Es decir, los estimadores, al estar construidos a partir de muestras aleatorias, son aleatorios y en
consecuencia, tienen una distribucidon. La distribucion de los estimadores se denomina distribucion en el muestreo.
Describimos a continuacion los estimadores para la proporcién (en distribucion Binomial) y para la media y la
varianza (en distribucion Normal) y sus respectivas distribuciones en el muestreo, que serdn tenidas en cuenta a
la hora de construir los intervalos de confianza.

1.1 Estimacion de la proporcion en la distribucion Bi(m, p)

Supongamos que tenemos una variable X ~ Bi(m, p), donde m denota el nimero de pruebas de Bernoulli
(conocido) y p es la probabilidad de éxito (desconocida). Ndtese que en el Tema 3, denotamos por n el ndmero de
pruebas de Bernoulli. En este tema, n es el tamafio muestral. Para estimar p, seleccionamos una m.as. Xi, ..., X,
de variables Bi(1,p) = Ber(p). Como estamos interesados en la probabilidad del éxito, consideraremos una
muestra con 1 si es éxito y O si es fracaso. La proporcidn muestral viene dada por:

s rimX
P=

La proporcion muestral p es una variable aleatoria y, para n suficientemente grande, su distribucion es Normal,
como consecuencia del Teorema Central del Limite:

R p(1—p)
p~/\/(p.n)-

Ademds, se puede interpretar este resultado de la siguiente forma:

= Como p sigue una distribucion Normal, y esta es una distribucion simétrica, los valores de p se distribuirdn
con la misma probabilidad por encima y por debajo de su media.

= La media de la proporcion muestral es E(p) = p, la proporcidn tedrica o poblacional. Por tanto, los valores
de p se distribuyen simétricamente alrededor de p, que es desconocido.

= En lavarianza de p aparece el tamaio de la muestra n dividiendo. Esto indica que, al aumentar el tamafo
muestral n, disminuye la varianza de p, por lo que la distribucion de p se concentra mas alrededor de su
media.

= Error tipico: el error t{pico (ET) de un estimador simétrico es su desviacion tipica. En el caso de p, su error
tlpico es:
A p(l —p)
ET(p) =1 =
n
Nétese que p es desconocido, y en consecuencia £ T(p) también lo es. Si queremos aproximarlo, podemos subs-
tituir p por p.

Por ejemplo, si tenemos una variable X ~ Bi(15, p) y queremos estimar el valor de p, tomamos 500 muestras de
tamafio 100 (Xi, ..., Xio0) y calculamos la proporcién muestral en cada una de ellas, obteniendo 500 valores para
p. St los representamos (se muestran en la Figura 1), podemos ver que los valores se distribuyen simétricamente
alrededor de 0.7. También se puede ver que la curva Normal correspondiente (media 0.7 y varianza 0.7 % 0.3/100)
se ajusta a la grafica del histograma.
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Histograma de la proporcién muestral
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Figura 1: Distribucién de la proporcién muestral p, a partir de 500 muestras de tamafio n = 100. Distribucidn
normal de media p = 0.7 y varianza p(1 — p)/n.

12 Estimacién en poblaciones Normales N(u, 0?)

Una va. X ~ N(u, d%) queda caracterizada por dos pardmetros: la media y y la varianza ¢ (o la desviacién tipica
o). A continuacidn, introduciremos los estimadores para estos pardmetros y sus distribuciones en el muestreo. Es
importante resaltar que tanto para la estimacion de y como de o2, debemos tener en cuenta el efecto del tamafio
muestral y ademds, al estimar la media, también debemos ver si la varianza poblacional es conocida o desconocida.

121  Estimacion de la media p.
Supongamos que disponemos de Xi, ..., X, una mas. de X ~ N(u, ). La media poblacional  se puede estimar

con la media muestral X = — E Xi, cuya distribucién en el muestreo también es Normal:
n
i=1

_ 2
X ~ N ( n ”) .
n
Ademas, dado que tenemos una Normal, podriamos tipificarla y obtener una N(0, 1):

X —u
al\/n

La distribucion es consecuencia de que la suma de variables Normales es también una variable Normal. Este

~ N(0,1). (1)

resultado es vélido si la varianza poblacional o es conocida. Esta distribucién se puede interpretar de la siguiente
forma:

= X se distribuye simétricamente (ya que su distribucién es Normal) alrededor de su media, que es E(X) = y
la media poblacional o tedrica.

= El tamaiio muestral aparece dividiendo en la varianza, con lo que, al aumentar n, la distribucién de X se
concentra mds alrededor de , como se puede observar en la Figura 2. Los histogramas y las correspondientes
densidades normales, estdn centrados en la media real de la poblacion de la poblacion, pero se puede
apreciar que la concentracion alrededor de este valor aumenta con el tamafo muestral.
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= Error tipico: la media muestral X es un estimador simétrico para p, por lo que podemos calcular su error
tipico, que viene dado por:

g
ET(X)= —
vn
n=20 n=100 n=500
il .
w o @ =
9
o
o]
< 4
3
o
]
QA
N
o]
24 o4 o

Figura 2: Distribucién de la media muestral X, a partir de 500 muestras de tamafo n = 20, n = 100, n = 500.
Distribucién normal de media p =5 y varianza 1/n.

Si la varianza ¢’ es desconocida no podemos utilizar la distribucién obtenida en (1), y debemos substituir o por
un estimador. La varianza ¢ puede ser estimada por la varianza muestral:

(BN -
s = - > (Xi—X) 2)
i=1
o por la cuasivarianza:
1T o -
2= X, — X)? 3
§t=— Z1< = X) G)

Estos estimadores se verdn con mds detalle en la siguiente seccién. Entonces, si queremos estimar la media p a
partir de una mas. Xi, ..., X, y no conocemos la varianza, en la expresion (1) substituimos ¢ (equivalentemente,
o) por un estimador de la siguiente manera:

X —u _Y—uw to_1  sin <30,
sin—1 Siv/n N(0,1) st n > 30,

donde ¢, denota una distribucién T-Student, con (n — 1) grados de libertad. Esta distribucién es simétrica y se
aproxima a la N(0, 1) para n suficientemente grande (véase Figura 3).

Al igual que en el caso anterior (con varianza conocida), sequimos teniendo un estimador simétrico, pero el error
tipico vendra ahora dado por:
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T-Student
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Figura 3: Distribucién t de Student con distintos grados de libertad. Azul: n = 1 (Cauchy); roja: n = 5; verde:
n = 10; negra: N(0, 1).

En resumen, cuando queremos estimar la media p en una poblacidn Normal, debemos distinguir los siguientes
€asos:

X —
1. Si la varianza ¢ es conocida, entonces: b N(0, 1)
al\/n
. . _ X—u X—u
2. Si la varianza ¢? es desconocida y n > 30: = ~ N(0,1
! =T~ s~ Ne)

X—u B X—yu .
sin—1 SI/n o

3. Si la varianza ¢ es desconocida y n < 30:

122 Estimacién de la varianza o2

En la estimacién de la media se hace necesario utilizar un estimador de la varianza 0°, en caso de que esta no
sea conocida. Para ello podemos utilizar la varianza muestral s° o la cuasivarianza muestral S?, que vienen dadas
por (2) y (3), respectivamente. Es facil ver la relacién entre ellas, ya que:

5, n—1

s¢ = S? obien S$=
n n—1

n
SZA

Estos dos estimadores sélo se distinguen en su denominador, y para n grande, no hay diferencias importantes entre
ellos. Como la varianza muestral o la cuasivarianza proporcionaran valores (aleatorios) positivos, su distribucion
tendrd como soporte [0, co). Esta distribucién serd la distribucion Chi-cuadrado y? (distribucién ji-cuadrado).

St Xi,..., X, es una m.as. de variables normales con varianza g2, entonces:
ns’ ) bi (n —1)S? )
— ~ X4, obien ———— ~y"_,,
UZ Xn—1 UZ Xn—1

donde x? ; es una distribucién Chi-cuadrado con (n — 1) grados de libertad. Esta distribucion es asimétrica y
con soporte la semirrecta real positiva, como puede verse en la Figura 4.

Esta distribucion es necesaria cuando el tamafio de la muestra es pequefio. Para n suficientemente grande,
podemos aproximar una distribucion y? (Chi-cuadrado con n grados de libertad) por una N(n, 2n).
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Figura 4. Distribucién en el muestreo de la suma de los cuadrados de n =
(siguen una distribucion y?). Graficas de la densidad y?: linea azul: n = 10;
n=15.

10 variables Normales estandar
linea verde: n = 10; linea roja:

2 Estimacion por intervalos de confianza

En algunas ocasiones, no sélo estamos interesados en dar una estimacion puntual del valor del pardmetro
desconocido, y el objetivo se centra en obtener un rango de valores entre los que se encuentre el pardmetro de
la distribucion con una cierta probabilidad, es decir, un intervalo de confianza.

Construiremos intervalos de confianza para la proporcién p en la distribucién Binomial y para la media p en la
distribucién Normal. Los estimadores que hemos introducido para la proporcion y la media (p y X, respectivamente)
son simétricos y podemos calcular o aproximar su error tipico. La formula general para el calculo de intervalos de
confianza sera:

Estimador & Cuantil - £ T (Estimador) (4)

De este modo, obtendremos intervalos de confianza centrados en el estimador, y cuya amplitud vendré determinada
por su error tipico (donde interviene el tamafo de la muestra) y por el cuantil de la distribucion correspondiente,
que estara relacionado con la cobertura del intervalo.

2.1 Intervalos de confianza para la proporcién p

Consideremos p, proporcién muestral, como estimador de p. A partir de la ecuacion (4) podemos construir un
intervalo de confianza de nivel (cobertura) (1 — a) para p:

A p(1 —p } . P —p) . 50 — b
pEzi_ap u o bien (PZ1a/2 uvp+a70{/2 P(np))

.. ) H(1—p ~ L L N .
En este caso, el error tipico se aproxima por b0=p) , dado que p tiene una distribucion Normal, consideramos
n

los cuantiles de una N(0, 1). En concreto, para los intervalos de confianza usuales, se tiene:
w |C para pal 90%: p & 1.64\/@

Pedro Faraldo, Beatriz Pateiro Pdgina 6 de 8




Estadistica y metodologia de la investigacion. Grado en Enfermeria Tema 4

» IC para p al 95%: p =+ 1.96\/@
w |C para pal 9% p+ 2_57\/@

ya que para una cobertura 1 —a = 0.9 = 90% (a = 0.1), el cuantil z_4 = 1.64. Del mismo modo, para
una cobertura del 1 — a = 0.95 = 95% (@ = 0.05) el cuantil es z1_4p = 1.96 y para un cobertura del
1—a=0.99=299% (a =0.01) el cuantil es z1_qpp = 2.57.

2.2 Intervalos de confianza para la media p

Sea X ~ N(u, %) y consideremos Xi, ..., X, una mas. de X. Si estamos interesados en obtener intervalos de
confianza para la media p, tendremos que tener en cuenta las siguientes situaciones:

1. La varianza 0’ es conocida. En ese caso, el IC para p viene dado por:

— g
X+ 21_ogp—F

N

donde z1_gp2 es el cuantil de una N(0, 1) que tomard valores 1.64 para cobertura del 90%, 1.96 para
cobertura del 95% y 257 para cobertura del 99% (al iqual que en los intervalos para la proporcion que
vimos en la seccién anterior).

2. La varianza 0° es desconocida pero n es grande. Cuando la varianza no es conocida, la distribucién de
la media X es una T-Student, que para tamafo muestral n > 30 se puede aproximar por una N(0,1). En
este caso, se debe aproximar el error tipico obteniendo el siguiente intervalo de confianza:

s
V=1

donde nuevamente 714, es el cuantil de una N(0, 1).

- S
o bien XiZ1,a/27

N

X+21_ap

3. La varianza 0° es desconocida y n es pequefio. En este caso, debemos considerar los cuantiles de la
distribucién T-Student, quedando el intervalo de confianza como:

‘ _ S
obien Xt 11_gp—

s

N/ Vn

donde f,—11-q2 son los correspondientes cuantiles de una distribucion T-Student con (n — 1) grados de
libertad. Estos cuantiles estan tabulados.

X £ ti_i1—ap

En el caso de los intervalos de confianza para 1, se puede observar que para un nivel de significacién fijo, a
mayor varianza, mayor longitud del intervalo. El efecto contrario se produce a medida que aumenta el tamafo
muestral. En ese caso, se reduce la longitud del intervalo. Cuando no conocemos la varianza, obtenemos también
intervalos més amplios que en el caso de o conocida, ya que los cuantiles de la distribucién t son mds extremos
que para la N(0, 1).

2.3 Determinacidn del tamafio muestral

Dado un nivel de confianza (1— a), nos puede interesar saber qué tamafio muestral n necesitamos para alcanzarlo
en un intervalo de longitud L, suponiendo los mismos resultados en la muestra. En los intervalos que hemos
introducido para p y 1, sus longitudes se puede calcular facilmente. Estas longitudes dependeran del tamafo de
muestra n, que se puede despejar como sigue:
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= Longitud de un IC de nivel (1 — a) para p:

A —a 4 2 n /I oA
L =271 up p(1 - p) P Zi_ b p)

/2
= Longitud de un IC de nivel (1 — a) para y, con o conocida:
0 4212701/202
L= 221_0,/2% < n = T
= Longitud de un IC de nivel (1 — @) para p, con ¢ desconocida y n grande:
S 4212_ /25
L= 22170/2% S n = TUZ
s 4212 S

L= 221,(,/27 S n =

3 Anexo. Intervalos de confianza para los parametros de una poblacidn

Intervalos de confianza para X ~ N(u, 0?) | Estadistico Intervalo de nivel (1 — a)
X — _
Para y, con ¢? conocida U/\/%l ~ N(0,1) X + 2170/2\%
X — - S
Para p, con ¢ desconocida yn>30 S/\/g ~ N(0,1) X + 21,6,/2%
X —y - s
——— ~ N(0,1 X+2z_
sivn—1 ©.7) 1mal2 n—1
X — _
Para y, con ¢? desconocida yn <30 T\/%J ~ th_4 X + t,,_m_a/z\%
X —u - s
—— ~ b X+ th—11—ap—F—=
sWn—1 =" M=
Intervalos de confianza para X ~ Bi(m, p) | Estadistico Intervalo de nivel (1 — @)
A 50—
Para p, con m conocido PP NO,1) | pEz1—qap = P)
VP =p)in n

Cuadro 1: Intervalos de confianza para los parametros de una poblacion.
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